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OZET

Anahtar Kelimeler : Lineer Kodlar, Miikemmel Kodlar, Homojen Agirlik

Dort boliim halinde diizenlenen bu c¢alismanin birinci boliimiinde gerekli cebirsel

tanimlar, teoremler, lineer kodlar ve Z , halkasi lzerinde homojen agirhiga gore

miikemmel kodlarla ilgili bilgiler verilmektedir.

Ikinci béliimde Z , halkasi tizerinde homojen agirhiga gbre mikemmel kodun

varligiyla ilgili caligmalar yapilmistir.

Ucgiincii béliimde Z, halkasi tizerinde homojen agirliga gore mikkemmel kodun

varligiyla ilgili ¢aligmalar yapilmistir.

Doérdiincti bolimde ise Zp[ halkas1 tizerinde homojen agirliga gore miikemmel

kodun varligiyla ilgili caligmalar yapilmistir.
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ON THE EXISTENCE OF PERFECT LINEAR CODES OVER
SOME SPECIAL RINGS WITH RESPECT TO HOMOGENOUS
METRIC

SUMMARY

Keywords : Linear Codes, Perfect Codes, Homogenous Weight

This study consists of four chapters. First chapter includes algebraic definitions,
theorems, some information for linear codes and the studies on perfect codes over

homogenous weight have been summarized.

In the second chapter, studies on the existence of perfect codes over Z 4 have been

carried out.

In the third chapter, studies on the existence of perfect codes over Z g have been

carried out.

In the fourth chapter, studies on the existence of perfect codes over Zp, have been

carried out.



BOLUM 1. GIRIS

1.1. Cebirsel Tanimlar

Bu boliimde verilecek tanim, dnerme ve teoremler diger boliimler i¢in bir hazirlik

niteliginde olup diger boliimlerde bu tanim ve teoremler kullanilacaktir.

Tanim 1.1.1 § bostan farkli bir kiime olsun. § kiimesinin elemanlarindan olusan her
sirali ikiliye S’ de bir ve yalmiz bir eleman karsilik getiren bir fonksiyona S

iizerinde bir ikili islem denir. Bu islem “*” sembolii ile gosterilirse;

SxS§S—>S

(a, b) > a*xb
ile tanimlanir [1].

Tanim 1.1.2 G bostan farkl bir kiime ve “-” G ’de bir ikili islem olsun. Eger (G,-)

cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.

Gl : -, G de birikili islemdir.

G2 : - isleminin G de birlesme oOzelligi vardir. Yani Vg,,g,,g2,€G i¢in,
g(8:8)=(g2)g dir

G3 : - isleminin G de birim eleman1 vardir. Yani VgeG icin sirasiyla
g-e=e-g =g olacak sekilde Je € G vardur.

G4 : - islemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani ge G igin,

g-g ' =g ' - g=e olacak sekilde 3g”' € G bulunabilir [1].



Tanim 1.1.3 G bir grup ve g,,g,,...,g, €G olsun. Eger G ’nin her elemani
g,25,---,g, clemanlarindan elde ediliyorsa bu elemanlara G grubunun iiretegleri
denir ve G'nin bu elemanlar tarafindan {retildigi Gz( g,,gz,...,gl> seklinde

gosterilir [1].

Tanim 1.1.4 Eger G grubu bir a elemani tarafindan iiretiliyorsa bu gruba devirli
grup denir ve G = <a> ile gosterilir. Bu durumda Vg € G i¢in g =a* olacak sekilde

dk €7 vardir [1].

Tanim 1.1.5 R# O kiimesi iizerinde tanimli ikili islem @© ve ® olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan (R, D, ®) cebirsel yapisina bir halka denir.

a. (R, @) bir degismeli gruptur.

b. ® isleminin R ’de birlesme 6zelligi vardir.

c. ® isleminin @ islemi iizerine R ’de sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir [1].
Tanim 1.1.6 R birimli degismeli bir halka olsun. Eger R’ =R—{0R} kiimesi ®

islemine gore bir grup ise R ’ye bir cisim denir [1].

Tanim 1.1.7 R bir halka ve & # I < R olsun.
a.Va,bel i¢cin a—bel ve

b. VreR ve Vael i¢in, racl (veya arel)ise I ’ya R ’nin bir sol (veya sag)

ideali denir. Hem sol hem de sag ideale iki tarafl1 ideal ya da kisaca ideal denir [1].



Tanim 1.1.8 A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R’ nin 4 ’y1 kapsayan biitiin

ideallerinin arakesitine A ’nin {rettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. A ’nin

elemanlarina da, (A) nin tiretegleri denir [2] .

Tanim 1.1.9 [ ve J bir R halkasinin ideali olsun.

I+J:{a+b rael, beJ}

ye, I ve J ideallerinin toplami denir. 7+J nin de bir ideal oldugu gdosterilebilir

[2].

Tanim 1.1.10 R bir halka ve 7, R nin bir ideali olsun. Va,b € R i¢in,
a=b (modl)<a-bel

bi¢iminde tanimlanir [2].

Onerme 1.1.1 R halkasinm, bir / idealine gére Tanim 1.1.10 da tamimlanan =

bagintisi, R de bir denklik bagintisidir. » € R nin denklik sinifi da
;=r+1:{r+a:ael}

dir. Biitiin denklik siniflari kiimesi R/ ile gosterilir [2].

Onerme 1.1.2 R halkasinm, bir / idealine gdre tamimlanan denklik siniflari

arasinda;
(a+1)®(b+1)=(a+b)+1, (a+1)O(b+1)=(ab)+1
ile tammlanan @ ve © islemlerine gore R/I bir halkadir. Bu halkaya Rnin [

idealine gore boliim halkasi denir [2].
Tanim 1.1.11 R degismeli bir halka ve M bir degismeli grup olsun.

o RxM —>M

(r, m) = r.m



dontisimil altinda, Vr,r, € R ve Vm,m, e M i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa
M bir sol R—modiildiir.

a. r(m+m))=rm+rm,,
b. (r+n)m=rm+rnm,
c.(rm)m=r(rm),

d.l,m=m.

Eger R halkasinin yerine F cismi alinirsa M, F cismi tlizerinde bir vektor uzayi

olur [3].

Tanim 1.1.12 m>0 ve a,beZ olmak iizere, a=b(modm)<>a=b+gm olacak

sekilde bir g tam sayis1 vardir [4] .

Tanim 1.1.13 a,b,c € Z ve meZ" olmak lizere,
1) a=b(modm)=>a+c=b+c(modm)

2) a=b(modm)=>a-c=b-c(modm) [5]

Teorem 1.1.1 a ile b birer tamsay1 ve d :(a,b) olsun. ax+by =c denkleminin

¢cozlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart d | colmasidir. d [cise ¢oziim yoktur [5].
1.2. Lineer Kodlar

Tanim 1.2.1 A:{al, a,, - aq} sonlu ciimlesine g —1lu alfabe ya da kisaca

alfabe diye tanimlanir. 4 climlesinin elemanlarindan olusan »— lilerin olusturdugu

A" kiimesine sozler ailesi denir. A" ’nin herhangi bir C altkiimesine g —Ilu blok

kodu ve C ’nin elemanlarina ise kodsoz denir. C — A" ’nin M tane eleman1 varsa



C’ n uzunlugunda, M biyiikliginde bir kod diye isimlendirilir ve (n, M)

parametreleri ile gosterilir [6].

Tanim 1.2.2 u ve v aym uzunlukta ve ayni alfabe iizerinde tanimlanmis n— liler

olsun. u ile v’nin farkli bilesenlerinin sayisina u ile v arasindaki Hamming

uzakligt  denir  ve  d(u,v) ile  gosterili.  d:4"xA" ->NuU{0},
d(u, v) = ‘{l Doy #v, 1<i< n}‘ olmak Tlizere (A", d) ikilisi bir metrik uzay

1

olusturur [6].

Tanim 1.2.3 d (C ) = min d (u, v) sayisina C kodunun minimum uzaklig1 denir. »

u,veC,u#v
uzunlugunda, M elemana sahip ve minimum uzakligi d olan bir kod kisaca

(n, M,d ) seklinde gosterilir [6].

Tanim 1.2.4 g elemanl F, cismi tzerinde n uzunluklu butiin vektdrlerden olusan

kiime bir vektdr uzayidir ve bu vektdr uzay V (n, q) ile gosterilir. C kiimesi V' (n, q)

vektor uzaymin k& boyutlu bir altkiimesi olsun. C’ye n uzunlugunda ve & boyutlu

bir lineer kod denir ve [n, k] ile gosterilir. Eger C kodunun minimum uzaklig1 d ise

bu kod [n, k, d| parametreleri ile gosterilir.

c € C’nin Hammimg agirligr bu koddaki sifirdan farkli bilesenlerin sayist olarak

tanimlanir ve w(c) bigiminde gosterilir. C’nin sifir vektorii hari¢ geri kalan

elemanlarinin en kiigiigline ise C kodunun minimum agirhi§i denir ve w(C ) ile

gosterilir.

Lineer kodlarda d(C)=w(C) dir [6].

Tanim 1.2.5 Hamming metrigine gore i¢ carpim, u,ve C C V(n, q) olmak tizere



seklinde tanimlanir .

Tanim 1.2.6 C kodu bir [n, k] lineer kod olsun. Cl:{ueV(n,q):<u,v>=O,

Yve C} kiimesine C kodunun diki (duali) denir [6].

Teorem 1.2.1 Fq cismi lizerinde bir lineer [n, k,d ] kodu verildiginde, ilk & siitunu

k boyutlu /, birim matrisi olan G =[I,, 4] standart formdaki iirete¢ matrisine sahip

bir koda denktir [6].

Teorem 1.2.2 C kodu G=[/,, 4] standart formdaki iirete¢ matrisine sahip [n, k]
parametreli bir lineer kod ise C 'nin diki de H = [—A’r, I,Fk] lirete¢ matrisine sahip

bir [n, n—k] lineer kod olur. H matrisine C kodunun kontrol matrisi denir [6].
1.3. Z, Uzerinde Miikemmel Kodlar

Bu kisimda, ¢alistigimiz konunun kisa bir tarihgesi ve bu konuda daha 6nce yapilan

benzer ¢alismalarin kisa 6zeti verilmektedir.

Miikemmel kodlar, kodlama teorisinde 6énemli bir konu basligidir. Bu konudaki ilk
caligmalar 1940’11 yillarda basladi. Hamming ve Golay bir hata diizelten miitkemmel
kodlarla ilgili ilk Ornekleri vermislerdir. Giiniimiizde de, miikkemmel kodun
bulunmasi, kodlama teorisinde zor bir problem oldugundan dolayr pek c¢ok
arastirmaci tarafindan calisilmaktadir. Bu kod ailesinin bu kadar 6nemli olmasinin
altinda yatan sebepler, optimal olmasi, dijital haberlesme ve transferi en iyi sekilde
mimkiin kilmasidir. Farkli metriklerde miikemmel kodlar ile ilgili calisiimalar

yapilmaktadir. Hamming metriginde [7] bilinen miikemmel kodlar, tek hatayr bulup

diizeltebilen Hamming kodlari ve Golay’m Z, iizerinde G,, (23,12,7) ve onun Z,



iizerinde (11,6,5) kodlaridir [8]. Daha sonra yapilan galismalarda 1973 yilinda

Hamming metriginde, asal kuvvet alfabesinde mitkemmel kod olmadig1 Tietavainen

[9] ve Van Lint [10] tarafindan ispatlandi.

Gegtigimiz yil yapilan bir calismada [11], Z, halkasinda homojen agirliga gore
milkemmel kodun varligi ile ilgili problem ¢oziilmiis ve tek veya ¢ift uzunluga sahip

asikar olmayan miikemmel 7Z, lineer kod yoktur sonucuna varilmistir. Homojen

metrige gore />3 igin modulo 2’ de tamsayilar halkasi iizerinde miikemmel lineer
kod olup olmadig1 incelenmistir [12]. />3 pozitif tamsayis1 i¢in modulo 2’ deki

tamsayilarin bir halkas1 Z " olsun. Z " iizerinde olusturulabilecek biitiin 7 ’liler Vz’f
oldugu takdirde V;] , 7 y iizerinde bir modiildiir. Eger C, sadece Z y ‘nin M tane
uzunluga sahip bir alt modiilii ise, C ’nin [n,M ] lineer kodu oldugu sdylenebilir.

Eger, C n uzunlugunda ve bir & serbest alt modiilii varsa, C ’ye [n,k] lineer kodu

denir.

Tanim 1.3.1. p asal ve k>1olmak {iizere, sz lizerinde homojen agirlik asagidaki

gibi tanimlanir:

k-1 I-1
P, XED Zp1 —{0}
W ()21 07 (p=1), xep"Z, [13]
0, x=0

Z, uzerinde tanimlanan homojen agirlik w, ise

2 x e ZHZZ, - {0}
Wiom (x) =427, xe 2HZ2,
0, x=0

bi¢iminde tanimlanir.



Dahast u = (u,,u,,.......... .u,) €7, igin

olur.

Her u,ve Z’; i¢in, homojen uzaklk d,

om ?

dyom (u,v) =W (u —v)
olarak tanimlanir [21].

1.3.1. Z i uizerinde lineer kodlar

Sonlu halkalar {izerindeki kodlarla ozellikle de 7Z, halkasiyla ¢ok fazla
ilgilenilmistir. 7, {tzerindeki lineer kodlar ve Z, iizerindeki lineer kodlar
arasindaki onemli iliski A.R. Hammons Jr., P.V. Kumar, A.R. Calderbank, N.J.A.
Sloane ve P. Sole un c¢alismalar1 ile ortaya ¢ikmistir [14]. En iyi bilinen lineer
olmayan ikili kodlar olan Kerdock ve Prepeta [15] kodlaridir ki bu kodlar Gray
fonksiyonu vasitasiyla 7, lzerindeki lineer kodlarmin goriintiileri alinarak elde
edilmistir. J. Wolfman [16], Z, iizerinde n uzunluklu lineer bir negacylic kodun
Gray fonksiyonu altinda uzakligimin korundugunu fakat lineer olmasi1 gerekmeyen
bir, ikili lineer kod oldugunu gostermistir. Yukarida bahsi gecen bu sonuglar, daha
sonra Tapia-Recillas ve Vega tarafindan Z, flzerindeki kodlarin kiimesine
genigletilmigtir [17]. S. Ling ve T.Blackford[18] calismalarinda, [16] ve [17]

sonuglari, Z ., halkasi lizerine genigletmislerdir. Bu halkdaki lineer kodlarin yapisint

asagidaki teorem ile verebiliriz.



Teorem 1.3.1 Sifir olmayan C lineer kodunun, Z y lizerindeki trete¢ matrisi,

koordinatlarindaki uygun permiitasyonlari ile asagidaki formda yazilabilir.

1 AO,l Ao,z A0,3 o AO,H Ao,/
0 21 24, 24, - 24, 24,
G=|0 0 21 2’4, .. 2’4, 2°4,

0 0 0 0 .. 271 274,

Burada s, n uzunluguna eklenen sifirdan farkli tamsayilar olmak iizere; G {ireteg
matrisinin siitunlart s,,s,,.....,s,,,5, boyutlu bloklar halinde gruplandirilmaktadir.

Buna ek olarak, C 2° elemanl: bir koddur.

/-1

s=> (I-i)s,
0

i=l

ise, C kodunun tipi

102t (22)" L (27)"
dir [21].
1.3.2. Z y iizerinde miikemmel lineer kodlar

Z’; de uzaklik d,__oldugunda, eger u eZ’; ve t >0 tamsayisi ise, merkezi u ve

hom

yarigapt ¢t olan B, (u,t) kiiresini
B, (u,t)= «{v €2, 1o (u,v)< t}

tanimlanabilir.
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B,

hom

(u,) nin eleman say1s

olur.
Eger C;
Yu,ve C[(u #v)= B, (u,t) "B, (v.1)= @]

sartin1 sagliyorsa, ¢ hata diizelten bir koddur.

Yukaridaki bahsedilen 6zellikleri saglayan C ’deki kodsozlerin olusturdugu kiirelerin

birlesimi ZZ, olur. C, ¢ hata diizelten bir kod ve
ZZ/ = uueCBhom (u’ ZL)

ise C kodu miikkemmel kod olarak adlandirilir. Bu durumda, her v e Z’; ve ueC

icin d (u,v) <t olacaktir.

7., uzerinde homojen agirliga bagli olarak miikemmel lineer kod elde etmek i¢in iki

2/
yol izlenebilir. Birincisi, 7, tzerinde verilen bir C' kodunun miikemmel bir kod

olabilmesi i¢in yukarida bahsi gegen C kodundan alinan her u ve v elemanlarini
iceren kiirelerin ayrik olmasi ve bu kiirelerin biitiin uzay1 6rtmesi yoludur [19]. Diger

yol ise 7, iizerinde miikemmel kodlarin varlig1 ve yoklugu probleminin ¢6ziimii
bilindiginden, 7, tuzerinde mikemmel kod olup olmadigi problemini Z, izerine

belli bir fonksiyon araciligiyla tasima yoludur.
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Tanim 1.3.2 ¢ bir pozitif tamsay1 olmak iizere, eger bir [n,k] lineer kodu agirlig

t’ye esit ya da ¢’den kiigiik olan tiim hatalar1 diizeltebiliyor ancak agirligi ¢’den
biiyiikk olan hatalar1 diizeltemiyorsa, bu koda miikemmel kod denir. ¢ agirliginda
veya t’den kiiclik hatalar1 diizelten miikemmel kod i¢in biitiin sifir vektorlerini
iceren ¢t veya t’den kii¢iik agirliktaki vektorlerin sayis1 mevcut siiflarin sayisina

esittir [20].



BOLUM 2. Z, HALKASI UZERINDE HOMOJEN AGIRLIGA

GORE MUKEMMEL LINEER KODLARIN VARLIGIN TESPITi

Bubdlimde Z,,, Z,, 7, halkalar tizerinde homojen agirliga gore sayma islemleri

32, 3'4)

yapilmis ve bu durumlar 7Z, halkas Gzerine genellestirilmistir. Homojen agirhigi ¢

olan soz sayilar1 hesaplanmis ve daha sonra hatali vektor sayilarina goére miikemmel

kodun varligiyla ilgili incelemeler yapilmistir.

2.1. Z,, Uzerinde Agirhklara Gore Sayma

Bu kisimda 7Z

L, 7, halkalan tizerinde homojen agirhga gore saymalar ve

327 335

homojen agirhigi 7 olan s6z sayilari bulunmus ve 7, tizerine genellestirilmistir.
2.1.1. Z, Halkas iizerinde homojen agirhiga gore sayma iglemi

Z, halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibidir.

0 , x=0
Wiom (x) =<3 , x=3,6
2 , x=1,2,4,57,8

Tablo 2.1 Z 3 Halkas1 Uzerinde Homojen Agirligi ¢ Olan Séz Sayisi

n uzunluk parametresi olmak iizere

n
t=0—> 1-
o
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Tablo 2.1 Z 2 Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhigi ¢ Olan Soz Sayisi “(Devam)”

Teorem 2.1.1. i=0’dan m—3i >0 ist sinirma kadar ¢ agirliklarinin ¢ift veya tek

olma durumuna gore toplam sayzsi,



- +3 m—3i .
t=2m— S H|(3-3) 2
i=0 m_3l 2l

-m+1 ml
t=2m+1Y| " T (3 —3)
S m-1-3i | 2i+1

bi¢iminde ifade edilir. Burada i e N ve meZ" dir.

2.1.2. 7 ; Halkast iizerinde homojen agirhiga gore sayma islemi

Z ; halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibidir.

0 , x=0
whom(x): 9 , x=9,18
6 , erz7-{0,9,18}

Tablo 2.2. Z 2 Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhg ¢ Olan Sz Sayist

14

n uzunluk parametresi olmak lizere;

n
tr=0— 1( j
0
1:6—>24UJ
n
t:9—>2( j
1
z=12—>242(”)
2
-1
z=15—>24.2("J(" j
1
z=18—>243[”J+22["J
3 2
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Tablo 2.2. 7 , Halkast Uzerinde Homojen Agirligi ¢ Olan Soz Sayist “(Devam)”

=S
sl
e

el

Teorem 2.1.2. i=0"dan m—3i >0 st sinirina kadar ¢ agirliklarinin ¢ift veya tek

olma durumuna gore toplam sayist,

t=2m(3 %Z[m 3lj("_z+3ij(33—3)’”3i22f

n n—m+l m-l .
=2m+1(3 3 -3) 2%
o= 2m+l( )_);(m—l—&}( 2i+1 j( )

bi¢iminde ifade edilir. Burada i e N ve me Z" dir.

2.1.3. Z, Halkast iizerinde homojen agirhga gore sayma islemi

Z., halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibidir.

0 , x=0
Wiom (%) =127 , x=27,54
18 . x€Zgy-{0,27,54}



Tablo 2.3. 7, Halkas1 Uzerinde Homojen Agirligi ¢ Olan Soz Sayist

16

n uzunluk parametresi olmak tizere;

n
tzO—)l[j
0
n
t:18—>78(1]
z=27—>2[”]
1
1:36—>782[n}
2
-1
r=45578.2| " "
1\ 1
z=54—>783("j+22("j
3 2
-1
t=63—>2.782(nj(n
1\ 2
)
t=72 78 " 42278 " || "
4 2\ 1
-1
t=81-278 " || " |+22|”
1\ 3 3
-1
t=90-22.782 | " 4787 ”
2\ 2 5

Teorem 2.1.3. i=0’dan m—3i>0 st sinirina kadar ¢ agirhiklarinin ¢ift veya tek

olma durumuna gore toplam sayist,

i=0 m— 3l

RN
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n n—m+1 m-l .
=2m+1(9 3*—3) 2%
= 2ml( )—);(m—l—%j( 2i+1 J( )

bi¢iminde ifade edilir. Burada i e N ve me Z" dir.

2.1.4. 7., Halkasl iizerinde homojen agirhiga gore sayma islemi

Z., halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibidir.

0 , x=0
Wyom (¥) =13 , XE€ 3’_1Z3, —{0}
2.3 , xe£3HZ3,

Tablo 2.4. 7 ¥ Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhg ¢ Olan Sz Sayist

n uzunluk parametresi olmak lizere;

1=0(37) > (3 —3)0[3
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Tablo 2.4. 7, Halkast Uzerinde Homojen Agirhig1 7 Olan S6z Sayist “(Devam)”

Teorem 2.1.4. i=0’dan m—3i>0 st sinirina kadar ¢ agirhiklarinin ¢ift veya tek

olma durumuna gore toplam sayisi,

t:2m(3’_2)—>i=0( " J[”_Z+3iJ(3’—3)m‘3i22f

m—3i
- + 1 m—1-3i .
i=2m+1(32) >3 " T (3 )
bi¢iminde ifade edilir. Burada i e N ve meZ" dir.

2.2. 7 N Uzerinde Hatali Vektor Sayilarina Gore Miikemmel Kod Incelemesi

2.2.1. 7, Halkasi iizerinde airlign =2-(3"") ya da daha kiiciik olan hatah

vektor sayisina gore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirlign t=2-3"7 ya da daha kiigiik olan hatal1 vektdr sayisinin toplami1 Tablo 2.4.
yardimiyla

1+(3’—3)n

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikemmel kod olup

olamayacagini incelemek i¢in;
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1+(3'=3)n=3"

Burada |V| =3" oldugundan ve |C| =q alinirsa,

m =3kn—a
<]

elde edilir. kn—a =s alinmaktadir.

1+ (3’ —3)n =3 denklemini (mod3) de inceledigimizde

1=0 (mod3)

elde edilir ki bu da bize t=2- (3’72) ya da daha kii¢iik olan hatali vektor sayilari igin

miikemmel kod olmadigini gosterir.

2.2.2 7 ,Halkas: iizerinde agirhg t:3-(?>”2 ) ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirlign t=3-3"7 ya da daha kiiciik olan hatali vektor sayisinin toplami Tablo 2.4.
yardimiyla

1+(3’—3)n+2n

oldugu goriiliir. Verilen »n uzunluk parametresine gore miikkemmel kod olup

olmayacagini incelemek igin;

1+(3’—3)n+2n=3-‘

1+(3' =1)-n=3"

(31—1)-11:3“'—1
31

n=




olur.
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Bu esitlikte l|s parametreleri i¢in sonsuz ¢6ziim vardir. Bazi (l,s,n) parametreleri

asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 2.5. Bazi (/,s,n) parametrelerinin tablosu

1 S n

2 4 10
2 6 91

2 8 820
3 6 28

3 9 757
3 12 20440
4 8 82
4 12 6640
5 10 244
5 15 59253

Eger miikemmel kod varsa bu parametreleri saglamak durumundadir.

2.2.3 7 halkas iizerinde agirh@ =4-3"" ya da daha kiiciik olan hata vektor

sayisina gore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligr t =4-377 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami1 Tablo 2.4.

yardimiyla

1+(3l—3)n+2n+(3[—3)

2.1/1'(7’1—1)
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oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikemmel kod olup
olmayacagini incelemek i¢in, agirlig t=4.(3l_2) ya da daha kiiciik olan hatali

vektor sayisi

-1
1+(3f—3)n+2n+(3l—3)2”(”2 ) @.1)
bigimindedir.
(1) no’lu denklem diizenlenirse;
21 21
(37—3”1 +%Jn2 +(—37+4.3’ —1—21}14-1 (2.2)

elde edilir. Miikemmel kod olup olmadig tespiti asagidaki gibi incelenir:
(3 23" +9)n” +(-3" +8.3 ~11)n+2=23" (2.3)

oldugundan

(3) no’lu denklemin her iki tarafi 2 ile ¢arpilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(32’ ~-6.3 +9J n’ +[—32’ +8.3 —11]n+2—2.3" =0 (2.4)
—_— —_— —

a b ¢

elde edilir. (4) no’lu denklemin diskriminant1 asagidaki gibi elde edilir:

A =Ab* —4dac
(-3 +8.3 —11)2 ~4-(3-6.3'+9)-(2-2.3') (2.5)

(—321 +8.3 —11)2 +4~(32’ -6.3 +9)-(2.3S —2)
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olur. Bu son esitlik incelendiginde />2 i¢in her zaman pozitiftir. Yani A >0 dir.
Dolayistyla (4) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsayi olup
olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri » oldugundan,
eger bu kokler tamsayr degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan

miilkemmel kod yoktur sonucuna vartlir.

Bu kokler;
—b+~b* —4ac
2= (2.6)
’ 2a
seklinde olur. «/Z nin durumunu inceleyelim.
JA = \/(—3” +8.3' -1 1)2 +4-(3-6.3'+9)-(23° -2) (2.7)

ifadesi ic¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (2.6) no’lu kokler higbir

zaman reel say1 olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, VA nin durumunu

asagidaki gibi ti¢ farkli sekilde inceleyebiliriz:
() /I=s
(2)s>1 (2.8)

3) s<I

(1) /=s olsun. Bu taktirde, (7) no’lu denklem

JA = \/(—32’ #83 —11) +4-(3" =6.3 +9).(2.3 -2) (2.9)

olur. (9) no’lu denklemde x =3 alinirsa

\/Z=\/(—x2 +8x—11) +4-(x* —6.x+9)-(2x-2)

JA =/x* —8x% +30x% —56x+49
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\/Z:1f(x2 —4x+7)2

VA =|x* —4x+7| (2.10)
olur ve (10) no’lu ifade de x* —4x + 7 daima pozitif oldugundan,

JA =x* —4x+7 (2.11)

olarak elde edilir. (2.11) no’lu denklem (2.6) no’lu kdklerde sirasiyla yerine yazilirsa,

Ry

h

2a

2 2
qu_(_x +8.x—11)—(x —4.x+7)
2:(x* —6.x+9)

; _x2—8.x+11—x2+4.x—7
b 2-(x2—6.x+9)
r=-2 (=) 2.12)

elde edilir. (12) no’lu esitlikte x=3" ve />2 oldugundan 7 kokii her zaman
negatiftir. 7 ’in pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolayr burada ¢dziim yoktur.

Diger kokte yerine yazilirsa,

_—b+«/Z

r2
2a
—(—x2+8.x—11)+(x2—4.x+7)
r = .
2-(x —6.x+9)

p _x2—8.x+11+x2—4.x+7
T 2(x-6x+9)

_2x2—l2.x+18

Y=
> 2xr—12.x+18
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=1 (2.13)

elde edilir. (13) no’lu esitlikte », koki istenilen deger olan pozitif tamsay1 degeri
olarak elde edilir. Ancak n =1 uzunlugundaki bir kodun agirlig1 ¢ = 4~(3)172 olamaz

ancak t:3-(3)1_2 ve t:2-(3)1_2 olabilir ki bu agirhiklarin durumlar1 da yukarida

incelenmistir.

(2) s>1 olsun. s>/ ise s =[+k yazilabilir. Burada, k € Z" dur.

(7) no’lu ifadede s=/+k ve x=3 (l > 2) yazilirsa,

JA = \j(—:%” +83 1 1)2 +4-(3"-6.3'+9)-(2.3" -2)

olur. Burada x =3’ alinirsa

\/Z=\/(—x2 +8x—11) +4-(x* —6.x+9)-(2.x-3" -2)

ﬂz\/x4+(—16+8-3").x3 +(78-48-3")-x* +(-128+72-3" )- x+49 (2.14)

elde edilir. Eger (4) no’lu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, (14) no’lu kokiin

rasyonel ¢ikmasi gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
xt+(-16+8.3")x’ +(78-48.3")x* +(-128+72.3" ) x +49 = (ax’ +bx+c)2 (2.15)
seklinde olmalidir. (15) no’lu esitligin sag tarafi agik bir sekilde yazildiginda

xt+(-16+8.3")x’ +(78—48.3")x2 +(—128+72.3")x+49 =

a’x* +2abx® + (b2 + 2ac)x2 +2bex +¢?

esitligi elde edilir. Polinom esitligi kullanilarak,
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a’=1 (2.16.1)
2ab=-16+8.3" (2.16.2)
b* +2ac=78-48.3" (2.16.3)
2bc=-128+72.3" (2.16.4)
c? =49 (2.16.5) (2.16)

bi¢iminde esitlikler elde edilir. Buradan a =F%1 ve ¢=%F7 olmak {izere 4 durumun

incelenmesi gerekir.
a)a=1,c=7
(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=—-16+83" =bh=-8+4.3" (17.1)
b* +14=78-48.3" (17.2)

elde edilir. (17.1), (17.2) de yerine yazilirsa,

(-8+4.3) +14=78-48.3"

= 64—64.3" +16.3%" +14 =78 —-48.3"
=16.3* -16.3" =0
=3¢ (3" —1) =0

elde edilir. 3*#0 oldugundan 3* =1=>k =0 bulunur. Fakat k<Z" olmasi

gerektiginden dolayr bu durum olanaksizdir.
b) a=1, c=-7

(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;
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2h=-16+83" =>b=-8+43" (2.18.1)
b —14="78-48.3" (2.18.2)

elde edilir. (2.18.1), (2.18.2) de yerine yazilirsa,

_8+43") —14=78-483"
( )

= 64—64.3 +16.3* —14=78—-48.3"
=16.3%* -16.3" —=28=0

=4m’ —4m—-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem

icin her zaman irrasyonel elde edilir.
c)a=-1,c=7
(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2h=-16+83" =>b=-8+43" (2.19.1)
b —14="78-48.3" (2.19.2)

elde edilir. (2.19.1), (2.19.2) de yerine yazilirsa,

—8+43") —14="78-483"
( )

= 64—-64.3 +16.3* —14 =78 —48.3¢
=16.3* -16.3"-28=0

=4m* —4m—-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem

icin her zaman irrasyonel elde edilir.

d)ya=-1,c=-7
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(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83" =>b=-8+43"  (2.20.1)
b +14=78-483" (2.20.2)

elde edilir. (2.20.1), (2.20.2) de yerine yazilirsa,

—8+43) +14=78—-48.3"
( )

= 64—64.3" +16.3% +14=78—-48.3"
=16.3*-163"=0
— 3 (3* —1) -0

elde edilir. 3" #0 oldugundan 3* =1=> k =0 bulunur. Fakat k=0 dir. Dolayisiyla

bu esitlik saglanmaz.

Bu 4 durumdan da goriilecegi iizere, \/Z degeri s>/ i¢in kok disina ¢ikamaz.

Dolayisiyla kokler her zaman irrasyonel olacagindan » degeri bulunamaz.
(3) s<! olsun. s</ ise / =s+k yani s =[—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(2.7)no’luifadede s =/—k ve x=3 (l > 2) yazilirsa,

JA = \/(—32’ +8.3' -1 1)2 + 4(32’ 6.3+ 9)(2.3’-" —2)

- \/<x2 ~8x+11) +8(x> —6x+9)(x3™ 1)

- \/x4 +(~16+8.37" )x’ +(78-48.37")x* +(-128+723" ) x+49 221
elde edilir. Pozitif tamsay1 kokler ilgi alanimizda oldugundan,

x* +(—16+8.3"‘)x3 +(78—48.3"‘)x2 +(—128+72.3"‘)x+49 = (ax2 +bx+c)2 (2.22)



28

seklinde olmalidir. (2.22) no’lu esitligin sag tarafi acik bir sekilde yazildiginda

X +(—16+8.3"‘)x3 +(78—48.3"‘)x2 +(—128+72.3"‘)x+49 =

a’x* +2abx® + (b2 + 2ac)x2 +2bex +¢?

esitligi elde edilir. Polinom esitligi kullanilarak,

a’=1 (23.1)
2ab=-16+83" (23.2)
b’ +2ac="78-48.3"" (23.3)
2bc =—128+72.37" (23.4)
> =49 (23.5) (23)

bi¢iminde esitlikler elde edilir. Buradan a =F1 ve ¢=3%7 olmak lizere 4 durumun

incelenmesi gerekir.
a)a=1,c=7
(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83"=b=-8+43" (2.24.1)
b* +14=78-4837" (2.24.2)

elde edilir. (2.24.1), (2.24.2) de yerine yazilirsa,

(-8+43* )2 +14=78-483*
—64—643"+163% +14=78-483"*
=163%*-163"%=0

— 3+ (3*" —1):0
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elde edilir. 37" #0 oldugundan 3 =1=k=0 bulunur. Fakat keZ" olmasi

gerektiginden dolay1r bu durum olanaksizdir.
b) a=1, c=-7
(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83" =bh=-8+43" (2.25.1)
b —14=78-483" (2.25.2)

elde edilir. (2.25.1), (2.25.2) de yerine yazilirsa,

(-8+4.37*) ~14=78-483"

= 64-6437 +16.37" ~14=78-48.3"
=163 -163"-28=0

=4m* —4m—-7=0

elde edilir. Son denklemin kokleri irrasyonel oldugundan 3* degerleri bu denklem

icin her zaman irrasyonel elde edilir.
c)a=-1,c=7
(2.16.2) ve (2.16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=-16+83" =>b=-8+4.3* (2.26.1)
b —14=78-483" (2.26.2)

elde edilir. (2.26.1), (2.26.2) de yerine yazilirsa,

_8+43*) —14=78—-483"
( )

—=64—-643"+1632 —14=78—-48.37*
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=163 -16.3"-28=0

=4m’ —4m—-7=0

elde edilir. Son denklemin k&kleri irrasyonel oldugundan 3" degerleri bu denklem

i¢cin her zaman irrasyonel elde edilir.
d)a=-1, c=-7
(16.2) ve (16.3) esitliklerinde bu degerler yerine yazilirsa;

2b=—-16+83" =>b=-8+43" (2.27.1)
b* +14=78-483" (27.2)

elde edilir. (2.27.1), (2.27.2) de yerine yazilirsa,

—8+43%) +14=78-48.3"*
( )

—64-643" +163%* +14=78-483F
=163 -163% =0
=3+ (3*k —1) -0

elde edilir. 3% #0 oldugundan 3 =1=k =0 bulunur. Fakat keZ" olmasi

gerektiginden dolayr bu durum olanaksizdir.

Bu 4 durumdan da goriilecegi iizere, \/Z degeri />s icin kok disina ¢ikamaz.

Dolayisiyla kokler her zaman irrasyonel olacagindan n degeri bulunamaz.

2.2.4 7, Halkasi iizerinde agirhig t:S.(3"2) ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore milkkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agithgr ¢ =5-3'" ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami Tablo 2.4.
yardimiyla
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2.n-(n—1)

1+(3’—3)n+2n+(3’—3) >

+(3'=3)-2:n-(n-1)

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore milkkemmel kod olup

olmayacagini incelemek i¢in, agirhgi ¢ = 5.(3”2) ya da daha kiiciik olan hatali vektor

sayisl

1+(3' =3)n+2n+(3 -3) n(n-1)

+(3'=3)-2:n-(n-1) (2.28)

biciminde olur. (28) no’lu denklem diizenlenirse;
(3% =23 =3)n* +(-3" +43' +1)n+2 (2.29)
elde edilir. Miikkemmel kod olup olmadig: tespiti asagidaki gibi incelenir:

(3 -2-3'=3)n” +(-3" +43' +1)n+2=2.3 (2.30)

(3% =23 =3)n” +(-3" +43' +1)n+2-2-3' =0 (2.31)
(30) no’lu denklemin diskriminantini inceleyelim:
A=(-3"+43 +1) —4-(3¥ -2-3' -3)(2-2-3")

Son esitlik incelendiginde />2 ic¢in her zaman pozitiftir. Yani A>0 olur.
Dolayisiyla (31) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsay1 olup
olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri » oldugundan,
eger bu kokler tamsayr degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan

miikemmel kod yoktur sonucuna varilir.

Bu kokler;
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~b+b* —4ac

h, = > (2.32)

seklinde olur. \/Z nin durumunu inceleyelim.

JA = \j(—:%” +4.3 +1)2 +4-(3%-2-3'-3)(2:3' -2) (2.33)

ifadesi i¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (31) no’lu kokler higbir zaman

reel say1 olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, /A nm durumunu asagidaki

gibi ¢ farkli sekilde inceleyebiliriz:
() /I=s
(2)s>1 (2.34)

3) s<I

(1) /=s olsun. Bu taktirde, (33) no’lu denklem

JA = \/(—32’ +43 +1) +4-(37 ~2.3' -3)(2-3' -2) (2.35)

olur. (35) no’lu denklemde x =3 alinirsa

\/Z=\/(—x2 tax+1) 4 (x* ~2x-3)-(2-2.x)
JA =x —10x7 +25

A=\ -5)

JA =[x -3 . (2.36)

(36) no’lu ifade de x* — 5 daima pozitif oldugundan,
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JA=x-5 (2.37)

olarak elde edilir. (2.37) no’lu denklem (2.32) no’lu koklerde sirasiyla yerine

yazilirsa,

n=

2a
—_ — 2 — 2_

. (x +4.x+1) (x 5)
2-(x* —2x-3)

r_x2—4.x—1—x2+5

: 2-(x2—2.x—3)

o, (x71) (2.38)

elde edilir. (2.36) no’lu esitlikte x=3" ve />2 oldugundan 7, kokii her zaman
negatiftir. 7 ’in pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolayr burada ¢oziim yoktur.

Diger kokte yerine yazilirsa,

_—b+\/Z

I
2a

—(—x2 Jr4.x+1)+(x2 —5)

=

: 2-(x* —2x-3)
. X —4x-1+x>-5
: 2-(x* —2x-3)
2x*—4.x-6
=~
2x°—4x-6
rn=1 (2.39)

elde edilir. (32) no’lu esitlikte », kokii istenilen deger olan pozitif tamsayr degeri

olarak elde edilir. Yani, n=1 dir. Ancak n=1 uzunlugundaki bir kodun agirlig:
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t:5-(3)l_2 olamaz ancak t:4-(3)1_2, t:3-(3)1_2 ve t:2-(3)1_2 olabilir ki bu

agirliklarin durumlar1 da yukarida incelenmistir.

(2) s>1[ olsun. s >/ ise s =/+k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(2.35) no’lu ifadede s =/+k ve x=3'(/>2) yazilirsa,

JA = \[(—3” 143 +1) +4-(3¥ -2-3' -3)(2-3" ~2)

Burada x =3’ alinirsa

\/Z=\/(—x2 tax+1) +4-(x* ~2x-3)(24-3" -2)

\/Zz\/x“+(—8+8-3")'x3+(6—16‘3k)-x2+(24—24-3")-x+25 (40)

elde edilir. Eger (31) no’lu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, (40) no’lu kokiin

rasyonel ¢ikmasi gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
xt(—8+8:3°)x’ +(6-16-3")-x* +(24—-24-3")- x+25 = (ax’ +bx+c)2 (41)

seklinde olmalidir. (2.41) no’lu esitligin sag tarafi agik bir sekilde yazilip polinom
esitligi kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

x4+(—8+8-3")-x3+(6—16-3")-x2+(24—24-3k)-x+25:

a’x* +2abx® + (b2 + 2ac)x2 +2bex +¢?

ise

a’=1 (2.42.1)
2ab=-8+8.3" (2.42.2)
b’ +2ac=6-16.3" (2.42.3)

2be =24-24.3 (2.42.4)
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¢* =25 (2.42.5) (2.42)

bi¢ciminde esitlikler elde edilir. Buradan a=F1 ve ¢=F5 olmak iizere 2 durumun

incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=-5 durumu ile a=-1, ¢=5 durumlart simetrik oldugundan ayni
sonucu verirler.

Bu degerler (2.42.2) ve (2.42.3) esitliklerinde yerine yazilirsa

2b=-8+83 =b=—4+43" (2.43.1)
b*-10=6-16.3" (2.43.2)

(43.1), (43.2) de yerine yazilirsa,

(4+43) ~10=6-163"

=16-32.3+16.3* -10=6-16.3"

=16.3"-16.3" =0

=3% -3 =0

=3"=1 veya 3“=0 elde edilir. Bu da bize boyle bir keZ" olamayacagin

gosterir.
b.) a=1, ¢=5 durumu ile a=-1, ¢=-5 durumlart simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.

Bu degerler (42.2) ve (42.3) esitliklerinde yerine yazilirsa

2b=-8+83"=b=—4+43" (2.43.1)
b*+10=6-16.3" (2.43.2)

elde edilir. (2.43.1), (2.43.2) de yerine yazilirsa,

(4+43) +10=6-163"
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=16-32.3" +16.3"" +10=6-16.3"

=16.3* -16.3" +20=0

=8-3"-8.3" +10=0

elde edilir. Bu denklemde A <0 oldugundan, k € Z" degeri bulunamaz.

(3) s<I olsun. s</ ise [ =s+k yani s =/—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(35) no’lu ifadede s=/—k ve x=3'(/>2) yazilirsa,

JA = \/(—321 +43'+1) +4-(3¥ 2.3 -3)(2-3" -2)

olur. Burada x =3’ alinirsa

\/ZZ\/(—XZ tax+1) +4-(x* —2x-3)(22-37 -2)

\/Zz\jx4+(—8+8-3")-x3 +(6-16-3")-x +(24-24-37)-x+25 (2.40)

elde edilir. Eger (31) no’lu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, (40) no’lu kokiin

rasyonel ¢ikmasi gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
x4 (-8+8-37 )%’ +(6-16-37) - x* +(24-24-37" ). x+25 = (ax’ +bx+c)2 (2.41)
seklinde olmalidir. (2.41) no’lu esitligin sag tarafi acik bir sekilde yazilirsa

xt(-8+8:3%)-x7+(6-16-37)-x7 +(24-24-3" ). x+25 =

a’x* +2abx’ + (bz + 2ac)x2 +2bex +c?
elde edilir. Burada polinom esitligi kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

a’=1 (2.42.1)
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2ab=-8+83* (2.42.2)
b +2ac=6-163" (2.42.3)
2be=24-243"* (2.42.4)
¢* =25 (2.42.5) (2.42)

bi¢iminde esitlikler elde edilir. Buradan a =F1 ve ¢=7F5 olmak lizere 4 durumun

incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=-5 durumu ile a=-1, ¢=5 durumlan simetrik oldugundan ayni
sonucu verirler.

Bu degerler (2.42.2) ve (2.42.3) esitliklerinde yerine yazilirsa

2b=-8+83"  =>b=-4+43" (2.43.1)
b*-10=6-16.3"* (2.43.2)

olur. (2.43.1), (2.43.2) de yerine yazilirsa,

(4+437") ~10=6-163"

=16-32.3"+163% -10=6-16.3"

=163 -163"=0

=3%-3%=0

=3%=1 veya 3*=0 elde edilir. Bu da bize boyle bir k €Z" olamayacagini

gosterir.

b.) a=1, ¢=5 durumu ile a=-1, ¢=-5 durumlart simetrik oldugundan ayni
sonucu verirler.

Bu degerler (2.42.2) ve (2.42.3) esitliklerinde yerine yazilirsa

2b=-8+83"  =>b=-4+43" (2.43.1)
b*+10=6-16.3" (2.43.2)
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olur. (2.43.1), (2.43.2) de yerine yazilirsa,

(4+43%) +10=6-163"

=16-32.3"+16.3* +10=6-16.3"
=163 -16.3"+20=0
=832 -8.3%4+10=0

olur ki bu denklemde A <0 oldugundan, k € Z" degeri bulunamaz.

2.2.5 Z,halkas: iizerinde agirhg t:6.(3’*2 ) ya da daha Kkiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligi t=6-3"7 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplam1 Tablo 2.4.

yardimiyla
1+(3’—3)n+2n+(3f—3)2-@+(3’—3)-2-n-(n—1)+
5 n(n—1)+(31_3)3 n.(n—l).(n—Q)

2

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikkemmel kod olup

olmayacagini incelemek i¢in;

Agithgr ¢ = 6.(3’ "2) ya da daha kii¢lik olan hatali vektor sayis1 agsagidaki gibidir:

2 n(n—l)

+(3'=3)-2:n-(n-1)+
(2.28)

(28) no’lu denklem diizenlenirse;
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(33’ ~9.3%427.3 —27)113 +(—33’ +30-3% -87.3 +84)n2 ¥
(2.29)
(2-33’ —21.3¥ +66-3' —63)n+6

elde edilir. Miikemmel kod olup olmadig tespiti asagidaki gibi incelenir.

(33’ —9.3% +27-3’—27)n3 +(—3” +30-3% -87.3 +84)n2 ¥
(2.30)
(2-33’—21-3” +66-3 —63)n+6—3“ 6=0

Bu denklem mod(9) a gore incelenirse;
4n’ -3n—-1=0 mod(9)

denklemi elde edilir. Bu denklemde n=1+9k ve n=2+9k denklemleri elde edilir.
n=2 degeri (2.30) no’lu denklemde yerine yazildiginda

321 — 3s

elde edilir. 7 = 6.(3"2) ya daha kii¢lik abir agirlikta kod varsa, 2/=s ve n=2

parametrelerini saglamasi gerekir.



BOLUM 3. Z, HALKASI UZERINDE HOMOJEN AGIRLIGA

GORE MUKEMMEL LINEER KODLARIN VARLIGIN TESPITi

Bu bolimde Z,, Z_ halkalar tizerinde homojen agirliga gore sayma islemleri
yapilmis ve bu durumlar 7Z, halkasi Gzerine genellestirilmistir. Homojen agirhigr ¢

olan soz sayilar1 hesaplanmis ve daha sonra hatali vektor sayilarina goére miikemmel

kodun varligiyla ilgili incelemeler yapilmistir.

3.1.Z, Uzerinde Agirliklara Gére Sayma

Bu kisimda Z,, Z; halkalari tizerinde homojen agirliga gore saymalar ve homojen

agirligl ¢ olan sz sayilart bulunmus ve Z, tizerine genellestirilmistir.
3.1.1. Z, Halkas iizerinde homojen agirhiga gore sayma iglemi

Z, halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibi

, x=0
, x=5,10,15,20
. x€Z,-{0,5,10,15,20}

Wiom (%) =

~ L O

olur.



Tablo 3.1. Z, Halkast Uzerinde Homojen Agirligi ¢ Olan Soz Sayist

41

n uzunluk parametresi olmak tizere;

n
tzO—)l-( ]
0
n
t:4—>20-[J

1
t=14-20-42 " |.|"
1)1 2
z=15—>43("J
3

Teorem 3.1.1. ¢ agihigl, t=4x+y ve 0<y<4 , xeZ", yeZ"' ve ie N olmak

iizere, i =0’dan (x—y)—5i>0 ist sinirina kadar ¢ agirhklarinin toplam sayisi,

Z , de genel agirlik formili;
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bigimindedir.

3.1.2. Z, Halkasi iizerinde homojen agirhiga gore sayma islemi

Z ; halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar asagidaki gibi

0 , x=0
Wiom (x) =125 , x=25,50,75,100
20 , X€ les-{0,25,50,75,100}

olur.

Tablo 3.2. 7, Halkasi Uzerinde Homojen Agirligi ¢ Olan Sz Sayist

n uzunluk parametresi olmak tizere;

n
tzO—)l-( ]
0
n
1:20—>120-(1j
t=25—->4. ( ]
n
2

)
)

£ =60 —120°- (Zj

t=40-—>120" (
t=45—->4-120

t=50—>4%. [
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Tablo 3.2. 7, Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhgi ¢ Olan Sz Sayist “Devam”

2
t=65->1202-4.|" || "
21
-1
t=70—>120-42| " |.| "
1)1 2
z:75—>43("j
3

Teorem 3.1.2. ¢ agihigl, t=4x+y ve 0<y<4 , xeZ", yeZ" ve i e N olmak
iizere, i=0’dan (x— y)—SiZO ist sinirina kadar ¢ agirliklariin toplam sayisi,

Z ; de genel agirlik formuld;

= ;((x —ny) - SJ(” o Si)J(SS —s) g

y+4i

bigimindedir.
3.1.3. 7, Halkasu iizerinde homojen agirhiga gore sayma islemi

Z, halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirhiklar asagidaki gibi

0 , x=0
Woom (x) =15"" , X€ SHZSZ - {0}
4.5 , xg577,

olur.



Tablo 3.3. 7, Halkas1 Uzerinde Homojen Agithgi ¢ Olan S6z Sayist
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n uzunluk parametresi olmak iizere;

=0(57) > (5 -3
r=4(5) > (5-5) ]
el
=8(52) (5 -5) )]
o)
t:lo.(sz—z)%z.@

Teorem 3.1.3. ¢ agihigl, t=4x+y ve 0<y<4 , xeZ", yeZ" ve ie N olmak

lizere, i=0’dan (x— y)—SiZO ist sinirina kadar ¢ agirliklariin toplam sayisi,

7, de genel agirlik formiild;
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y+4i
bi¢imindedir.
3.2. 7Z g Uzerinde Hatah Vektor Sayilarma Gore Miikemmel Kod incelemesi

3.2.1. Z, Halkas: iizerinde agirhg: t=4-3" ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligr t =4-377 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami Tablo 3.3.
yardimiyla

1+(5'=5)n

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine goére miikemmel kod olup
olamayacagini incelemek icin, agirhgr ¢ =4-3"7 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr
sayi1sl

1+(5'=5)n=>5"

olur. Burada |V| =5" oldugundan ve |C| =a alinirsa,

4

1 Skn—a

]
elde edilir. kn—a =s alinmaktadir.

1+(5'=5)n=5" denklemini (mod5) de inceledigimizde

1=0 (mod5)
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elde edilir ki bu da bize t =4- (51_2) ya da daha kii¢iik olan hatal1 vektor sayilar i¢in

miikemmel kod olamayacagini gosterir.

3.2.2. 7, Halkas: iizerinde agirhg t=5-37 ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligr t=5-57 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami Tablo 3.3.
yardimiyla

1+(5' =5)n+4n

oldugu goriliir. Verilen n wuzunluk parametresine gore miikemmel kod olup
olmayacagini incelemek igin, agirligi ¢ =5-5"7 ya da daha kiigiik olan hatali vektor
sayisl

1+(5]—5)n+4n=5s

bi¢imindedir. Bu esitlik diizenlenirse,

1+(51—1)-n=55

(5’—1)-n=5s—1

L5
S5

Bu esitlikte l|s parametreleri i¢in sonsuz ¢oziim vardir. Bazi (l,s,n) parametreleri

asagidaki tablodaki gibidir.
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Tablo 3.4.Bazi (l,s,n) parametrelerinin tablosu

1 s n

2 4 26

2 6 651

2 8 16276
3 6 126

3 9 15751
3 12 1968876
4 8 626
4 12 391251
5 10 3126
5 15 9768751

Eger miilkemmel kod varsa bu parametreleri saglamak durumundadir.

3.2.3. Z, Halkast iizerinde agirhg ¢ =8- 5" ya da daha Kkiiciik olan hata vektér

sayisina gore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligr ¢ =8-5" ya da daha kiigiik olan hatali vektor sayisinmn toplami Tablo 3.3.
yardimiyla

n-(n—1)

1+4(5' =5)n+2n+(5' —5) - 22—

(5'=3)n+2m+(5'=5) - —=

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikemmel kod olup

olamayacagini incelemek icin, agirligi =8-5'" ya da daha kiiciik olan hatali vektor

sayist

2 n(n—l)
2

1+(3' =3)n+4n+(3'-3) (3.1)



bi¢cimindedir. (1) no’lu denklem diizenlenirse;

21 21
SN TN FEI B A L (3.2)
2 2 2 2

elde edilir. Miikemmel kod olup olmadig tespiti asagidaki gibi incelenir:

(5 -10.5' +25)n” +(—5" +12.5' =27)n+2=2.5" (3.3)
(52’ ~10.5 +25jn2 +(—52’ +12.5' —27jn+2—2.55 =0 (3.4)
a b c

elde edilir. (4) no’lu denklemin diskriminanti asagidaki gibi elde edilir:

A =+b* —4dac
2

(-5 +12.5' =27) —4-(5" —2.5"" +25)-(2-2.5") (3.5)

(-5 +12.5' ~27) +4-(5¥ ~2.57 +25) (2.5 -2)

48

Son esitlik incelendiginde />2 i¢in her zaman pozitiftir. Yani A>0 olur.

Dolayisiyla (3.4) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsayr olup

olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri » oldugundan,

eger bu kokler tamsayr degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan

miikemmel kod yoktur sonucuna varilir.

Bu kokler;

_ —b+~b* —4ac

2a

o

(3.6)

seklinde olur. JA nmn durumunu inceleyelim.
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JA = \/(—52’ +12.5' —27)2 +4-(5 2.5 +25)-(2.5" -2) (3.7)

ifadesi icin delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (3.6) no’lu kokler higbir

zaman reel say1 olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, VA nmn durumunu

asagidaki gibi ti¢ farkli sekilde inceleyebiliriz:

() /I=s
(2)s>1 (3.8)
(3) s<I

(1) /=s olsun. Bu taktirde, (3.7) no’lu denklem

JA = \/(—521 +12.5' —27)2 +4-(5 2.5 +25)-(2.5' -2) (3.9)

olur. (3.9) no’lu denklemde x=35" alinirsa

JA = \/(—xz +120-27) +4-(x* ~100+25)-(2-2.x)

JA =x* —16x° +110x* —368x +529 (3.10)

\/Z = \/(xz —8x+ 23)2

\E:‘xz —8x+23‘

elde edilir. (10) no’lu ifade de x* —8x +23daima pozitif oldugundan,

JA =x* —8x+23 (3.11)

olarak elde edilir. (3.11) no’lu denklem (3.6) no’lu koklerde sirasiyla yerine yazilirsa,
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—b-+JA

2a
2 _ _ 2_
n=_(_x +12.x 27) (x 8.x+23)
2-(x2—10.x+25)
; _x2—12.x+27—x2+8.x—23
b 2 (a7 -10.x+25)
r=-2 (x1) (3.12)

elde edilir. (12) no’lu esitlikte x=5" ve [>2 oldugundan 7 kokii her zaman
negatiftir. 7’in pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolay1 burada ¢oziim yoktur.

Diger kokte yerine yazilirsa,

. _—b+\/Z

: 2a

—(=x" +12x=27)+(x* —8.x+23)

]/‘ =
: 2-(x2—10.x+25)

X2 —12x+27+x>—8x+23
1”2 = >

2-(x —10.x+25)

2x* —20.x+50
7"2 = 3

2x% —20.x+50
r=1 3.13
5 (

elde edilir. (3.13) no’lu esitlikte r, kokii istenilen deger olan pozitif tamsay1 degeri
olarak elde edilir. Ancak n =1 uzunlugundaki bir kodun agirhig1 ¢ = 4~(3)172 olamaz

ancak z‘=3~(3)172 ve z‘=2~(3)172 olabilir ki bu agirliklarin durumlar1 da yukarida

incelenmistir.

(2) s>1 olsun. s >1 ise s =I+k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(7) no’lu ifadede s =/+k ve x=5'(/22) yazilirsa,
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JA = \/(—52’ +12.5' —27)2 +4-(521 —2.5M" +25).(2.5’+k —2)

Burada x=35' alinirsa

JA = \/(—xz +120-27) +4-(x* ~10x+25)- (205" ~2)

\/Zz\/x4+(—24+8-5k)-x3 +(190-80-5")- x> +(-368+200-5" )- x+529  (3.12)

elde edilir. Eger (3.4) no’lu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, (3.12) no’lu

kokiin rasyonel ¢ikmasi gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x4+(—24+8~5")~x3+(190—80~5k)-x2+(—368+200-5k)-x+529

:<ax2 +bx-|—c)2 G139
a’ =1 (3.14.1)

2ab=-24+8.5" (3.14.2)

b* +2ac =190-80.5" (3.14.3)

2bc = —568+200.5" (3.14.4)

c* =529 (3.14.5) (3.14)

bigiminde esitlikler elde edilir. Buradan a=F%1 ve c¢=7F23 olmak iizere,

simetriklikten dolay1 2 durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=-23 durumu ile a=-1, ¢=23 durumlar simetrik oldugundan aym

sonucu verirler.

Bu degerler (3.14) no’lu denklemlerde yerlerine yazilirsa;

2:1-b=-24+8-5" = b=—12+4-5"
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2-(~12+4-5")-(-23) =—568+200-5"

bu esitlik diizenlenirse

_ 560
192

—276+92-5" =284-100-5" = 5
olur ki bu esitligi saglayan k € Z* yoktur.

b.) a=1, ¢=23 durumu ile a=-1, ¢=-23 durumlart simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.

Bu degerler (3.14) no’lu denklemlerde yerlerine yazilirsa;

2:1-b=-24+8-5" = b=-12+4-5"
2-(~12+4-5")-(23) =-568+200-5"

bu esitlik diizenlenirse

—276+92-5 =-284+100-5" = 5“:2:1 = k=0

olur ki bu esitligi saglayan k € Z" yoktur.
(3) s<! olsun. s</ ise / =s+k yani s =[—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(7) no’lu ifadede s =/—k ve x=5'(/>2) yazilirsa,

JA = \/(—521 +12.5' -27) +4-(5 ~2.5" +25). (2.5 ~2)

Burada x=35' alinirsa
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JA = \/(—xz +12.x—27)2 +4-(x* =10.x+25)-(2.x-57%-2)

\Ez\jx“+(—24+8-5’k)-x3+(190—80-5")-x2+(—368+200-5"‘)-x+529 (3.15)

elde edilir. Eger (4) no’lu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, (3.15) no’lu kokiin

rasyonel ¢ikmasi gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x“+(—24+8-5*")-x3+(190—80-5")-x2+(—368+200-5*")-x+529

=(ax2 +b)c+c)2 (10
a =1 (3.16.1)

2ab=-24+85" (3.16.2)

b* +2ac=190—80.5* (3.16.3)

2bc =—568+200.5" (16.4)

> =529 (16.5) (3.16)

bi¢iminde esitlikler elde edilir. Buradan a=F1 ve c¢=7F23 olmak iizere,

simetriklikten dolay1 2 durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=-23 durumu ile a=-1, ¢=23 durumlan simetrik oldugundan ayn

sonucu verirler.

Bu degerler (3.16) no’lu denklemlerde yerlerine yazilirsa;

2.1:-b=-24+8-5"= b=—12+4-5*
2:(-12+4-5%)-(-23)=-568+200-5"

bu esitlik diizenlenirse

560
192

—276+92-5%=284-100-5%= 5% =
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olur ki bu esitligi saglayan k € Z* yoktur.

b.) a=1, ¢=23 durumu ile a =—1, ¢=-23 durumlart simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.

Bu degerler (3.16) no’lu denklemlerde yerlerine yazilirsa;

2:1-b=-24+8-5" = b=-12+4-5"
2-(-12+4-5")-(23)=-568+200-5"*

bu esitlik diizenlenirse

—276+92-5%=-284+100-5" = 5*:2:1 = k=0

olur ki bu esitligi saglayan k£ € Z" yoktur.

3.2.4. Z, Halkas: iizerinde agirhg t=9.(5”2) ya da daha kiigiik olan hata

vektor sayisina gore milkkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligi t=9-5 ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami Tablo 3.3.
yardimiyla

2.1’1-(1/1—1)

1+(5’—5)n+4n+(5’—5) >

+(51—5)-4-n-(n—1)

oldugu goriiliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikkemmel kod olup

olamayacagini incelemek i¢in, agirlig t:9.(5’*2) ya da daha kiiclik olan hatal

vektor sayisi
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1+(5]—5)n+4n+(51—5)2-@+(5]—5)-4-n-(n—1)

bi¢imindedir. Bu denklem diizenlenirse;

20~ gl _ g2l l
(5 225 15Jn2+[ 5 +4;.5 +13jn+1 G.17)

elde edilir. Miikkemmel kod olup olmadig: tespiti asagidaki gibi incelenir:

(52’ —2-5’—15)n2 +(—52’+4.5’ +13)n+2=2-5"

(5 —2-5' =15)n +(-5' +4.5' +13)n+2-2-5' =0
denklemin diskriminantini inceleyelim.
A=(-5"+45 +13)2 ~4-(5"-2-5'-15)(2-2-5") (3.18)

Son esitlik incelendiginde /> 2 i¢in her zaman pozitiftir. Yani A >0 dir. Dolayisiyla
(18) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsay1 olup olmadigina dair
inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri #» oldugundan, eger bu kokler
tamsay1 degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan miikemmel kod yoktur
sonucuna varilir.

Bu kokler;

~b+~b* —4dac

2a

ho=

seklinde olur. JA nin durumunu inceleyelim.

JA = \/(—52’ +4.5' +13)2 ~4-(5"-2-5'-15)(2-2-5") (3.19)
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ifadesi i¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde kokler higbir zaman reel say1

olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, VA nin durumunu asagidaki gibi iig

farkli sekilde inceleyebiliriz:

(1) I=s
2)s>1 (3.20)
3) s<I

(1) I=s olsun. Bu taktirde, (3.19) no’lu denklem

VA= |5 a5 r3) —a (325 -15)2-25) @

olur. (3.21) no’lu denklemde x=35" alinirsa

\/ZZ\/(—XZ+4.x+13)2 —4-(x* =2x-15)-(2-2.x)

JA =+x* —34x7 +289

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, kokiin rasyonel g¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

JA = (x*-17)

A=|x* =17 (3.22)
ifadesi daima pozitif olur. Dolayisiyla
A=x"-17

olur.
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—b-+JA

: 2a
2 2
. —(—x +4.x+13)—(x —17)
2-(x2—2.x—15)
p _x2—4.x—13—x2+17 —4x+4 (3.23)

T2 (¥ 2x-15) 20 —4x-30
elde edilir. (23) no’lu esitlikte x=5" ve />2 oldugundan 7 kokii her zaman
negatiftir. 7 ’in pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolayr burada ¢oziim yoktur.

Diger kokte yerine yazilirsa,

_—b+«/Z

r

2a
—(—* +4x+13)+(x* -17)
T = 5
2-(x* —2.x-15)
x> —4x-13+x*-17
T = >
2x —4.x-30
2x*—4.x-30
= A an
2x°—4.x-30
n=1 (3.24)

elde edilir. (3.24) no’lu esitlikte 7, kokii istenilen deger olan pozitif tamsay1 degeri
olarak elde edilir. Ancak 7 =1 uzunlugundaki bir kodun agirlig1 ¢ = 4-(3)1_2 olamaz

ancak t:3-(3)1_2 ve t:2-(3)1_2 olabilir ki bu agirliklarin durumlar1 da yukarida

incelenmistir.

(2) s>1[ olsun. s >/ ise s =/+k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

s=l+k ve x=5", (122) yazilirsa,

JA = \/(—5” +4.5 +13)2 —4-(5"-2-5'-15)(2-2-5")
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Burada x =35' alinirsa

\/Z=\/(—x2+4~x+13)2—4~(x2—2~x+5)~(2—2~x~5k)

\/Zz\/x4+(—8+8-5").x3+(—18—16‘5")~x2+<120—120-5")-x+289

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsayr kokii varsa, kokiin rasyonel g¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
x* 4 (-8+8:5")-x +(~18-16-5")- 1 +(120-120- 5" )- x+ 289 = (ax’ + b+ )
seklinde olmalidir. Esitligin sag tarafi agik bir sekilde yazildiginda

x4+(—8+8-5k)-x3+(—18—16-5")-x2+(120—12O-5")-x+289

=a’x" +2abx’ + (b2 + chc)x2 +2bex +c’
elde edilir. Bu esitlikte polinom esitligi kullanilarak

a’ =1
2ab=-8+8.5"

b* +2ac=-18-16.5"
2bc =120-120.5"

> =289

bigiminde esitlikler elde edilir. Buradan a=F1 ve c¢=7F17 olmak iizere

simetriklikten dolay1 2 durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=—-17 durumu ile a=-1, ¢=17 durumlart simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.



59

2b=-8+85" =b=4-45"
2-(4—4.5")-17:120—120-5"

(1—5")-17 ~15-15-5
esitlik diizenlenirse

5=1 = k=0 olur. Bu esitligi saglayan keZ" olmadigindan buradan ¢dziim

gelmez.

b.) a=1, ¢=17 durumu ile a=-1, ¢=-17 durumlart simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.

2b=-8+85 =b=-4+45"
2-(—4+4.5")-17=120—120-5"

(-1+5")-17=15-15-5*
esitlik diizenlenirse

5=1 = k=0 olur. Bu esitligi saglayan k e€Z' olmadigindan buradan ¢dziim

gelmez.
(3) s<! olsun. s</ ise / =s+k yani s =[—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(3.7)no’luifadede s=/—k ve x=5' (l > 2) yazilirsa,

JA = \/(—52’ +4.5 +13)2 —4-(5"-2-5'-15)(2-2-5")

Burada x=35' alinirsa

\/Z=\/(—x2+4~x+13)2—4-(x2—2~x+5).(2_2.x.51-k)
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\/Zz\jx4+(—8+8~5"‘)‘x3+(—18—16‘5"‘)-x2+(12O—120-5"‘)~x+289

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, kokiin rasyonel g¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
x4 (-8+48:57) 2’ +(~18-16-57 ). +(120-120-5™)- x+ 289 = (ax’ + bx + ¢
seklinde olmalidir. Esitligin sag tarafi acik bir sekilde yazildiginda

x4+(—8+8-5”‘)-x3+(—18—16-5”‘)-x2+(120—120-5’k)-x+289

=a’x* +2abx’ + (b2 + 2ac)x2 +2bex +¢?
esitligi elde edilir. Polinom esitligi kullanilarak

a’ =1

2ab=-8+8.5F

b’ +2ac=-18-16.5"
2bc=120-120.5"

> =289

bigiminde esitlikler elde edilir. Buradan a=F1 ve c¢=7F17 olmak iizere

simetriklikten dolay1 2 durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=1, ¢=-17 durumu ile a=-1, ¢=17 durumlan simetrik oldugundan ayn

sonucu verirler.

2b=-8+85 =b=4-45"
2-(4—4.5*")-17:120—120-5*"

(1—5-k)-17:15—15-5-k
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esitlik diizenlenirse

5%=1 = k=0 olur. Bu esitligi saglayan k €Z" olmadigindan buradan ¢dziim

gelmez.

b.) a=1, ¢=17 durumu ile a=-1, ¢=-17 durumlar simetrik oldugundan ayni

sonucu verirler.

2b=-8+85* =b=-—4+45"
2-(—4+4.5*k)-17:120—120-5*"

(-145%)-17=15-15-5"
esitlik diizenlenirse

5%=1 = k=0 olur. Bu esitligi saglayan k e€Z" olmadigindan buradan ¢oziim

gelmez.

3.2.5. Z, Halkas: iizerinde agirhg z‘:l().(Sl’2 ) ya da daha kiigiik olan hata

vektor sayisina gore miikkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirligr t=10-5"7 ya da daha kiiciik olan hatali vektor sayisinin toplami1 Tablo 3.3.
yardimiyla

1+(5’—5)n+4n+(51—5)2-#+(5’—5).4.n.(n—1)+42.”'(’;_1)

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikemmel kod olup

olamayacagini incelemek i¢in, agirlig t=10.(5’"2) ya da daha kiiciik olan hatali

vektor sayisi
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1+(5]—5)n+4n+(51—5)2-@+(51—5)-4.n.(n—1)+42._n'(};_l)

bi¢iminde elde edilir. Bu denklem diizenlenirse;

50-2.5+1) , (-5 +45 -3

elde edilir. Miikkemmel kod olup olmadig: tespiti asagidaki gibi incelenir:

(52’ —2-5’+1)n2+(—52’ +4.5’—3)n+2:2-5s

(5 —2-5' =15)n +(-5' +4.5' +13)n+2-2-5' =0 (3.25)
denkleminin diskriminantini inceleyelim.
A=(-5"+45 —3)2 ~4-(5-2-5'+1)(2-2-5")

Son esitlik incelendiginde />2 icin her zaman pozitiftir. Yani A>0 olur.
Dolayisiyla (31) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsay1 olup
olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri » oldugundan,
eger bu kokler tamsay1 degilse, n degerleri de tamsay1 olamayacagindan miikemmel

kod yoktur sonucuna varilir.

Bu kokler;

_ —bx~b’ —4ac

}" =
1,2
2a

seklinde olur. JA nin durumunu inceleyelim.

\/Zz\/A:(—S”+4.51—3)2—4-(52’—2-51+1)(2—2-5“)
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ifadesi i¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde kokler higbir zaman reel say1

olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu ylizden, JAnmn durumunu asagidaki gibi U¢

farkl sekilde inceleyebiliriz:
() l=s
(2)s>1 (3.26)

(3) s<I

(1) I=s olsun. Bu taktirde, (3.25) no’lu denklem

JA = \j(—szl +4.5' +13)2 ~4-(5"-2-5'-15)(2-2-5") (3.27)

olur. (3.27) no’lu denklemde x=5" alinirsa

\/Z=\/(—x2+4.x—1)2—4-(x2—2x+1)-(2—2.x)

JA =X —6x2 +16x—7

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsayr kokii varsa, kokiin rasyonel ¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

xt—6x*+16x—7 :(ax2 +b)c+c)2
x'—6x* +16x—7 = a’x* + 2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bex +¢?

olur. Buradan
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elde edilir. Bu esitliklerde ¢*=-7 olamayacagindan /=s durumundan ¢dziim

gelmez.

(2) s>1 olsun. s >/ ise s =[+k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

s=l+k ve x=5", (122) yazilirsa,

JA = \/(—5” +4.5 +13)2 —4-(5"-2-5'-15)(2-2-5"")

Burada x=35' alinirsa

\/Z=\/(—x2+4.x—1)2—4-(x2—2x+1)-(2—2-x-5]‘)

\F\j +(8-8-5")- 2 +(10-16-5) - x> +(8+8-5")-x—7

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, kokiin rasyonel ¢ikmast

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
*4(10-16-5")-x* +(8-8-5) x> +(848-5" ) x =7 =(ax’ +bx+c)
seklinde olmalidir. Esitligin sag tarafi agik bir sekilde yazildiginda

x4+(8—8-5")-x3+(10—16-5")-x2+(8+8-5")-x—7

=a’x" +2abx’ + (b2 + 2ac)x2 +2bex +c’
olur. Burada polinom esitligi kullanilarak
a’=1

2ab=8-8.5"
b*+2ac=10-16.5"
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2bc=8+8-5"

ct=-7

elde edilir. Bu esitliklerde ¢®=-7 olamayacagindan s>/ durumundan ¢dziim

gelmez.

(3) s<I olsun. s</ ise /[ =s+k yani s =/—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(7) no’lu ifadede s =/—k ve x=5'(/>2) yazilirsa,

JA = \/(—52’ +4.5' +13)2 ~4-(5"-2-5'-15)(2-2-5")

Burada x=35' alinirsa

VA= [ el 4 o -2 (220005

xﬁz\jx4+(8—8-5’k)-x3+(10—l6-5”‘)-x2+(8+8-5’k)-x—7

elde edilir. Eger denklemin pozitif tamsayr kokii varsa, kokiin rasyonel g¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.
x +(10-16-5) -2 + (885" ) +(8+8-57) - x—7=(ax’ +bx+c)
seklinde olmalidir. Esitligin sag tarafi agik bir sekilde yazildiginda

x4+(8—8-5”‘)-x3+(10—16-5"‘)-x2+(8+8-5"‘)-x—7
=a’*x* + 2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bcx +¢?

olur. Burada polinom esitligi kullanilarak

a’=1

2ab=8-8.57"
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b*+2ac=10-16.5"

2bc=8+8-5"

ct=-7

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerde ¢*=-7 olamayacagindan />s durumundan

¢Oziim gelmez.



BOLUM 4. 7, HALKASI UZERINDE HOMOJEN AGIRLIGA

GORE MUKEMMEL LINEER KODLARIN VARLIGIN TESPITi

Bu boliimde Zp, halkas1 {izerinde homojen agirlia gore sayma islemleri

t= (2 p—l)( p”z) agirhigma kadar yapilmistir. Homojen agirhigi ¢ olan soz sayilari

hesaplanmis ve daha sonra hatalili vektor sayilarina gore miikemmel kodun

varligiyla ilgili incelemeler yapilmistir.

4.1. Z , Halkas: Uzerinde Agirhiklara Gére Sayma Islemi

Zp, halkasinda her bir elemana karsilik gelen homojen agirliklar agagidaki gibidir.

olur.

Tablo 4.1. Zp, Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhg ¢ Olan S6z Sayist

n uzunluk parametresi olmak {izere;

z=0(pl‘2)—>(pl_p)o(g]
t=(p=1)(r"*)>(p'~p) Uj
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Tablo 4.1. Zp, Halkas1 Uzerinde Homojen Agirhg ¢ Olan Sz Sayisi “(Devam)”

t:p(p”)%(P—U(“)O@
t=(2p—2)(1"_2)_’(”1_p)z[g
t=(2p=1)(p"7) > (p-1).(r'~p) UJG_IJ

t=2 p~( pl_z) agirlik icin genel bir ifade elde edilemedi ¢iinkii, 6rnegin p =3 i¢in

n

t=6-(31’2) agirhginda (3’ —3)3[3

n
J+22 (2] tane hatali vektorii varken, p=35 i¢in

t=10- (51_2) agirhginda 4° [Zj tane hatali vektorii vardir. Dolayisiyla bu ve bundan

sonraki agirliklarda genel bir p incelemesi yapilamamaktir.

4.2. Zp, Uzerinde Hatali Vektor Sayilarina Gore Miikemmel Kod incelemesi

4.2.1. Z , Halkas! iizerinde agirhgn = (p-1)-p'” ya da daha kiigiik olan hata

vektor sayisina gore milkkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agitligi ¢ =(p—1)- p'” ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami Tablo

4.1. yardimiyla

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikkemmel kod olup

olamayacagini incelemek igin, agirhgt /=(p—1)- p'* ya da daha kiigiik olan hatali

vektor sayisi
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1+(pl —p)n =p’

olur. Burada |V| = p" oldugundan ve |C | =a alinirsa,
|V| kn—a

A =P

€]

elde edilir. kn—a =s alinmaktadir.

1+( p - p)n = p° denklemini (mod p) de inceledigimizde

1=0 (modp)

elde edilir ki bu da bize ¢ = ( p —1) -p'? ya da daha kiiciik olan hatal1 vektdr sayilart

icin miikemmel kod olamayacagin1 gosterir.

4.2.2. 7 , Halkasi iizerinde agirhg1 1= p- p'~ ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agithgr ¢ = p- p'” ya da daha kiigiik olan hatali vektér sayisinin toplami Tablo 4.1.
yardimiyla

1+(pl—p)n+(p—l)n

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikkemmel kod olup
olmayacagini incelemek igin, agirligi ¢ = p- p'> ya da daha kiiciik olan hatal1 vektor

sayisl

N

1+(pl—p)n+(p—l)n=p

olur.Bu esitlik diizenlenirse,
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Bu esitlikte / |s parametreleri i¢in sonsuz ¢oziim vardir. Eger milkemmel kod varsa

bu parametreleri saglamak zorundadir.

4.2.3. Z , Halkasi iizerinde afirh ¢ = (2p—2)-p"? ya da daha kiiciik olan hata

vektor sayisina gore miikemmel kod olup olmadiginin tespiti

-2

Agirhgr t=(2p—2)-p"* ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisin toplami

Tablo 4.1. yardimiyla

1+(p1—p)n+(p—1).n+(p’—p)2.@

oldugu goriliir. Verilen n uzunluk parametresine gore miikemmel kod olup

olamayacagini incelemek igin, agirhg ¢ =(2p—2)- p" ya da daha kiigiik olan hatali

vektor sayisi

2 n-(n—l)

1+(p' = p)n+(p-1)-n+(p' - p) — (4.1)

olur. (1) no’lu denklem diizenlenirse;

21 2 _ 21+ l, 2+2 _2_ 2
(p——pl+l+%jnz+[ PP ( > p) P n+l (4.2)

elde edilir. Miikemmel kod olup olmadig: tespiti asagidaki gibi incelenir:



4l

(pzz —2p" +p2)n2+(—p2l +p' -(2+2p)—2—p2)n+2=2.ps (4.3)

S ——)

a

{pZZ—Zp”' +p2}72+[—pzl+p]-(2+2p)—2—p2 n+2-2.p"=0 (4.4)
%/_/

b 4

elde edilir. (4.4) no’lu denklemin diskriminant1 agagidaki gibi elde edilir:

A=b*—4ac
2

(—pzl +p -(2+2p)—2—p2) 4-(p21 —2pl+1+p2)-(2—2.ps) (4.5)

Son esitlik incelendiginde />2 i¢in her zaman pozitiftir. Yani A>0 olur.
Dolayisiyla (4.4) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsay1 olup
olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kokleri » oldugundan,
eger bu kokler tamsayr degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan
miikemmel kod yoktur sonucuna varilir.

Bu kokler;

_h4AlH2 —
. b++b* —4ac (4.6)

12
2a

seklinde olur. VA nmin durumunu inceleyelim.

\/Z:\l(—p21+pl~(2+2p)—2—p2)2—4-(p2]—2pl+' +p’)-(2-2.p") @47

ifadesi ic¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (4.6) no’lu kokler higbir

zaman reel sayl olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, VA nmn durumunu

asagidaki gibi {i¢ farkl sekilde inceleyebiliriz:

(1) I=s
2)s>1 (4.8)
(3) s<lI



(1) /=s olsun. Bu taktirde, (4.7) no’lu denklem

JA = \/(—pz’ wp(2+2p)-2-p) —4-(p¥ 20"+ p)-(2-2.0°) (a9)

olur. Denklemde x= p' alinirsa

\/Z:\/(—xz+x.(2+2p)—2—p2)2—4-(x2—2px+p2).(2—2.x)

\Ez\jx“+x3(—4p+4)+x2(6p2—8p)+x(—4p3+4p2+8p—8)+p4—4p2+4

\/Z:\/(x2+x(2—2p)+p2—2)2

\E:‘x2+x(2—2p)+p2—2‘

olur. Bu ifade daima pozitif oldugundan
JA =7 +x(2—2p)+p2 -2
olarak elde edilir. Oncelikle

—b-JA

2a

}"1:

ifadesinde yerine koyalim.

—(—x2+x-(2+2p)—2—p2)—(x2+x(2—2p)+p2—2)
2:(x-p)
xz—x~(2+2p)+2+p2—xz—x(2—2p)—p2+2
2:(x-p)

72
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elde edilir. Bu esitlikte x=p' ve />2 oldugundan 7 kokii her zaman negatiftir.
r,’in pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolay: burada ¢6ziim yoktur. Diger kokte

yerine yazilirsa,

_—b+«/Z

n

2a
. —(—x*+x-(2+2p)-2-p* )+ (¥ +x(2-2p)+ p* -2
2 2-(x—p)2
), = x2—x-(2+2p)+2+p2+x2jx(2—2p)+p2—2
2:(x=p)

= 2x§—4px+2pj

2x"—4px+2p
r,=1

elde edilir. Bu esitlikte r, kokii istenilen deger olan pozitif tamsay1 degeri olarak elde

edilir. Ancak n =1 uzunlugundaki bir kodun agirhg ¢= (2 p—2)~( p)li2 olamaz

ancak 1= p-( p)l_2 ve t=(p-1)-( p)l_2 olabilir ki bu agirliklarin durumlar1 da

yukarida incelenmistir.

(2) s>1 olsun. s>/ ise s =[+k yazilabilir. Burada, k €Z" dur.

(4.7)no’lu ifadede s =/+k ve x= p’(l > 2) yazilirsa,

\/Z:\j(_py_'_pl.(2+2p)_2_p2)2_4.(p21_2pl+1+p2)_(2_2.pl+k)

Burada x = p’ alinirsa

\/Zz\l(—x2+x-(2+2p)—2—p2)2—4-(x2—2px+p2).(2_2.x.pk)
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\/Z x4+x3(—4p—4+8pk)+x2(6p2+8p—16ppk)+

x(—4p3—4p2+8p2pk+8p—8)+p4—4p2+4

elde edilir. Eger bu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, bu kokiin rasyonel ¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x* +x3(_4p—4+8pk)+x2(6]92+8p—16ppk)

x(—4p3 —4p* +8p°p* +8p—8)+p4 —4p*+4= (ax2 +b)c+c)2
olmalidir. Bu ifade diizenlenirse

x4 x’(-4p—4+8p")+x7 (6p> +8p—16pp" )+ x(—4p’ —4p” +8p7 p* +8p -8)

+p4 _4p2 +4=a’x* +2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bex + ¢

elde edilir. Burada polinom esitliginden;

a’=1
2ab=-4—-4p+8.p"

b2+2ac:6p2+p(8—16p")

2be=—4p’ + p*(-4+8p")+8p -8

(-2

esitliklerini elde ederiz. Buradan a=F1 ve c:i-( p2—2) olmak tzere,

simetriklikten dolay1 iki durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=1, c=—(p2—2) durumu ile a=-1, c (p2—2) durumlar1 simetrik

oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2:-1-b=-4-4p+8.p" = b=-"2-2p+4.p"
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2-(-2-2p+4.p*)(-p* +2)=—4p’+ p*(—4+8p")+8p-8

olur. Bu esitlik diizenlenirse

p+1
elde edilir. Burada Ll tamsay1 olmadigindan, bu esitligi saglayan k € Z" yoktur.
p+

b.) a=1, c=(p2—2) durumu ile a=-1, c=—(p2—2) durumlart simetrik

oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2-1-b=-4-4p+8.p" = b=-2-2p+4.p"

2-(-2-2p+4.p")(p*—2)=—4p + p’ (—4+8p" ) +8p-8
olur. Bu esitlik diizenlenirse

pk =1 = k=0

olur ki, bu esitligi saglayan k € Z" yoktur.

(3) s<! olsun. s</ ise / =s+k yani s =[—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(7) no’lu ifadede s =/—k ve x=p'(/>2) yazilirsa,

\/Z=\/(—p21+pl~(2+2p)—2—p2)2—4~<p21—2p”1+p2)~(2—2.p1_k)

Burada x = p’ alinirsa

\/Zz\j(—xz+x-(2+2p)—2—p2)2—4-(x2_2px+p2).(2_2,x_pfk)
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i [ =8 t)ed (o' +8p-16pp )+

x(—4p3—4p2+8p2p_k+8p—8)+p4—4p2+4

elde edilir. Eger bu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, bu kokiin rasyonel ¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x* +x3(_4p—4+8p_k)+x2(6pz+8p—16pp_k)

x(—4p3—4p2 +8p°p™ +8p—8)—i—p4—4pz+4:(ax2 -1-bx+c)2

olmalidir. Bu ifade diizenlenirse
x* +x3(—4p—4+8p/‘)+x2 (6p2 +8p—16pp"‘)+x(—4p3 —4p*+8p°p* +8p—8)

+pt—4p* +4=a’x" +2abx’ + (b2 + 2ac)x2 +2bcx + ¢
elde edilir. Bu esitlikte polinom esitliginden,;

a’ =1
2ab=—4—-4p+8.p"

b2+2ac:6p2+p(8—16pk)

2be=—4p’ + p*(-4+8p")+8p -8

(-2

esitliklerini elde ederiz. Buradan a=F1 ve c=$( p2—2) olmak Tizere,

simetriklikten dolay1 iki durumun incelenmesi gerekir.

a.) a=l1, c=—(p2—2) durumu ile a=-1, c=(p2—2) durumlart simetrik

oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2-1-b=—4—-4p+8.p" = b="2-2p+4.p™
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2-(2-2p+4.p ") (-p*+2)=—4p’+p’ (—4+8p™)+8p-8
olur. Bu esitlik diizenlenirse

p+l1
p’+2p

_zpk =

elde edilir. Bu esitligi saglayan k € Z" yoktur. .

b.) a=1, c=(p2—2) durumu ile a=-1, c=—(p2—2) durumlart simetrik

oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2:1-b=—4—4p+8.p™* = b=-"2-2p+4.p™"

2-(2-2p+4.p™)(p —2)=—4p + p’(—4+8p™")+8p-8
olur. Bu esitlik diizenlenirse

pk:I = k=0

olur ki, bu esitligi saglayan k € Z" yoktur.

4.24. 7 , Halkas: iizerinde agirhg t=(2 p—l).( pl’z) ya da daha kiiciik olan

hata vektor sayisina gore miitkemmel kod olup olmadiginin tespiti

Agirhg t=(2 p—l).( p’fz) ya da daha kiigiik olan hatali vektdr sayisinin toplami

Tablo 4.1. yardimiyla
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oldugu goriliir. Verilen n wuzunluk parametresine gore miikemmel kod olup

olamayacagini incelemek i¢in, agirlhigi ¢ = (2 D— 1) - p'? ya da daha kiiciik olan hatali

vektor sayisi

1+(pl—p)n+(p—l)-n+(pl—p)2-%_I)Jr(pl—p)(p—l)w-(n—l) (4.10)

bi¢ciminde olur. (4.10) no’lu denklem diizenlenirse;

A_npl_ 210 o 1,2
(p p2p t2p | p | 2P AP J;p 2r=21, 4 @.11)

elde edilir. Miikemmel kod olup olmadig tespiti asagidaki gibi incelenir:

(pzz —2pl—p2+2p)n2+(—p21+4pl +p2—2p—2)n+2=2.ps (4.12)

(pzl—2p1—p2+2p}12J{—py+4p1+p2—2p—2}n+2—2.p‘ =0 (4.13)
S

a b c

elde edilir. (4.13) no’lu denklemin diskriminant1 asagidaki gibi elde edilir:

A =+b*—4dac
(-p” +4p'+p —2p—2)2 —4-(p" -2p'-p*+2p)-(2-2.p") (4.14)

Son esitlik incelendiginde />2 icin her zaman pozitiftir. Yani A>0 olur.
Dolayisiyla (4.13) no’lu denklemin reel iki kokii vardir. Bu koklerin tamsay1 olup
olmadigina dair inceleme asagida yapilmistir. Bu denklemin kdkleri » oldugundan,
eger bu kokler tamsayr degilse, n degerleri de tamsayr olamayacagindan

miikemmel kod yoktur sonucuna varilir.

Bu kokler;
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_ +J 2 _
Ho = bEND —dac (4.15)
’ 2a

seklinde olur. JA nmn durumunu inceleyelim.

\/Z=\/(—p2] tap'+pP—2p-2) —4-(p* ~2p'— p*+2p)-(2-2.p*) (4.16)
ifadesi i¢in delta kokiin disina ¢ikamiyorsa bu taktirde (15) no’lu kokler higbir zaman

reel say1 olamayacagindan, tamsay1 olamaz. Bu yiizden, A nm durumunu asagidaki

gibi ti¢ farkli sekilde inceleyebiliriz:
) Il=s
(2)s>1 4.17)

3) s<I

(1) I=s olsun. Bu taktirde, (16) no’lu denklem

B =(-p"+ap 4 pP2p=2) ~a(p" -2 - p*+2p)(2-207)  a19)

olur. Denklemde x = p' alinirsa

\/Z:\/(x2+4x+p2—2p—2)2—4-(x2—2x—p2+2p)-(2—2.x)

VA = [+ (2p7 +4p—4)+ p' —4p  +8p —8p+4

ﬂz\/[xz—(p2—2p+2)]z

\E:‘xz—(pz—2p+2)‘

elde edilir. Bu ifade daima pozitif oldugundan

\/Z:xz—p2+2p—2
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olarak elde edilir. Oncelikle

R

r
1 2a
ifadesinde yerine koyalim.

—(—x2+4x+p2—2p—2)—(x2—p2+2p—2)
2-<x2—2x—p2+2p)

]/‘1:

_x2—4x—p2+2p+2—x2+p2—2p+2
2%’ —4x-2p* +4p

h

_ (x-1)
e 2(x2—2x—p2+2p)

elde edilir. Bu esitlikte x=p' ve />2 oldugundan 7 kokii her zaman negatiftir.
r’in  pozitif degeri ile ilgilendigimizden dolay1 burada ¢6ziim yoktur. Diger kokte

yerine yazilirsa,

_—b+\/Z

: 2a

—(—x2+4x+p2—2p—2)+(x2—p2+2p—2)

7, =

? 2-(x2—2x—p2+2p)

p X —4x—-p +2p+2+x’—p’+2p-2
’ 2x° —4x-2p* +4p

p _2x2—4x—2p2+4p

P 2x"—4x-2p*+4p

r,=1

elde edilir. Bu esitlikte », kokii istenilen deger olan pozitif tamsay1 degeri olarak elde

edilir. Ancak n=1 uzunlugundaki bir kodun agirhg 7=(2p—1)-( p)l_2 olamaz
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ancak 7= p-( p)l_2 ve t=(p-1)-( p)l_2 olabilir ki bu agirliklarin durumlar1 da

yukarida incelenmistir.

(2) s>1 olsun. s >/ ise s =/+k yazilabilir. Burada, k € Z" dur.

(7)no’lu ifadede s =/+k ve x=p'(I>2) yazilirsa,

\/Z:\/(—p” +4p' + p? —2p—2)2—4-(p2[ —ZPI—PZ"'ZP)'(Z_Z-ka)

olur. Burada x = p' alinirsa

\/Z=\/(—x2+4x+p2—2p—2)2—4-()62—2X—p2+2p)'(2_2ka)

I x4+x3(—8+8pk)+x2(—2p2+4p—16ppk+12)+
A =

x(sz -8p°p* —16p—16ppk)+p4—4p3+8p2—8p+4

elde edilir. Eger bu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, bu kokiin rasyonel ¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x* +x3(—8+8pk)+x2(—2p2 +4p—16pp* +12)+x(8p2—8p2pk —16p—16ppk)

+p4—4p3+8p2—8p+4=(ax2+bx+c)2

olmalidir. Bu ifade diizenlenirse

x4+x3(—8+8pk)+x2(—2p2 +4p—16ppk+12)+x(8p2—8p2pk—l6p—l6ppk)

+pt—4p’ +8p° —8p+4=a’x* +2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bcx +c’
elde edilir. Burada polinom esitliginden;

a’ =1

2ab=-8+8.p"
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b’ +2ac=-2p>—16p* +4p+12

2bc=8p> —8p°p* —16p+16pp"

¢’ =(pz—2p+2)2

esitliklerini elde ederiz. Buradan a=F1 ve c= i( p =2p+ 2) olmak tizere,

simetriklikten dolay1 iki durumun incelenmesi gerekir.

a) a=l1, c:—(p2—2p+2) durumu ile a=-1, c:(p2—2p+2) durumlari

simetrik oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2-1-b=-8+8.p" = b=—4+4.p"

2-(—4+4.pk)~(—p2 Jr2p—2)=8p2 -8p*p* —16p+16pp"
olur. Bu esitlik (mod p) de incelenirse

16

1]
o

sonucu elde edilir ki bu da bize bu denklemin tamsay1 ¢6ztimii olmadigin1 gosterir.

b) a=1, c:(p2—2p+2) durumu ile a=-1, c:—(p2—2p+2) durumlari

simetrik oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2-1-b=-8+8.p" = b=—4+4p"

2-(—4+4.pk).(p2 —2p+2) =8p> —8p*p*—16p+16pp*
olur. Bu esitlik (mod p) de incelenirse

-16=0



sonucu elde edilir ki bu da bize bu denklemin tamsay1 ¢éziimii olmadigin1 gosterir.

(3) s<l olsun. s</ ise [ =s+k yani s =/—k yazilabilir. Burada, k € Z" dir.

(7)no’lu ifadede s =/—k ve x=p'(/>2) yazilirsa,

\/Z=\/(—p21+pl~(2+2p)—2—p2)2—4~<p2[—2p”1+p2)~(2—2.p1_k)

olur. Burada x = p' alinirsa

\/ZZ\/(—)CZ+x-(2+2p)—2—p2)2—4-(x2—2px+p2).(2_2.x.p*k)

o [ =8 t)e (o' +8p-16pp )+

x(—4p3—4p2+8p2p‘k +8p—8)+p4—4p2+4

83

elde edilir. Eger bu denklemin pozitif tamsay1 kokii varsa, bu kokiin rasyonel ¢ikmasi

gerekir. Dolayisiyla tamkare olmalidir.

x* +x3(_4p—4+8p_k)+x2(6[92+8p—16pp_k)

2

x(—4p3 —4p*+8p°p™* +8p—8)+p4 —4p’+4= (ax2 +bx+c)
olmalidir. Bu ifade diizenlenirse

x4+x3(—4p—4+8pk)+x2(6p2 +8p—16pp_k)+x(—4p3—4p2+8p2p_k +8p—8)

+pt—4p* +4=a’x" +2abx’ +(b2 +2ac)x2 +2bex +¢?

elde edilir. Burada polinom esitliginden;

a’ =1

2ab=-4—-4p+8.p"
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b*> +2ac=6p° +p(8—l6pk)

2be=—-4p’ + p*(-4+8p")+8p -8

= (p2 — 2)2

esitliklerini elde ederiz. Buradan a=F1 ve c¢= -T-( p - 2) olmak tizere,

simetriklikten dolay1 iki durumun incelenmesi gerekir.

( p2 - 2) durumlart simetrik

a) a=1, c:—(p2—2) durumu ile a=-1, ¢

oldugundan ayn1 sonucu verirler.

2-1-b=—4—-4p+8.p" = b=2-2p+4p™*

2-(2-2p+4.p ") (—p*+2)=—4p’+p’(—4+8p™)+8p-8
olur. Bu esitlik diizenlenirse

p+l1
p’+2p

_zpk =

elde edilir. Bu esitligi saglayan k € Z" yoktur. .

b) a=1, c=(p2—2) durumu ile a=-1, c:—(p2—2) durumlar1 simetrik

oldugundan ayni1 sonucu verirler.

2:-1-b=—4-4p+8.p" = b="2-2p+4.p™*

2-(2-2p+4.p™)(p —2)=—4p + p’(—4+8p™")+8p-8
olur. Bu esitlik diizenlenirse

p' =1 = k=0, olur ki, bu esitligi saglayan k € Z" yoktur.



BOLUM 5. SONUCLAR VE ONERILER

2. boliimde Z, halkas: tizerinde homojen agirliklara gore saymalar yapilip, hata

vektor sayilarina gore miikemmel kod incelemesi yapildi. Bazi agirliklarda
milkemmel kodun olabilecegi, bazilarinda ise miikemmel kod olmasimin mimkiin

olmadig: gosterildi.

3. bolimde 7, halkasi tzerinde homojen agirliklara gore saymalar yapilip, hata

vektor sayilarina gore miikemmel kod incelemesi yapildi. Bazi agirliklarda
milkemmel kodun olabilecegi, bazilarinda ise miikemmel kod olmasimin miimkiin

olmadig: gosterildi.

3. boliimde Zp, halkasi iizerinde homojen agirliklara goére saymalar yapilip, hata
vektor sayilarina gore milkemmel kod incelemesi yapildi. Bazi agirliklarda
miitkemmel kodun olabilecegi, bazilarinda ise miilkemmel kod olmasinin miimkiin
olmadig: gosterildi.

Ly, Ly ve Zp, halkalar1 tizerinde, n uzunluk parametresine gore belli bir agirliga

3[ b
kadar olan denklemler incelenmistir. Daha ileriki ¢alismalarda yiiksek agirliklar
incelenebilir. Baz1 agirliklarda, baz1 parametrelere gore miikkemmel kod olabilecegi
sonucuna varildi. Bu sonucglar bir program yardimiyla degerlendirilip, gercekte

miikemmel kod olup olmadigi ayrica incelemeye deger bir ¢aligmadir.
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