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Resumo

Sejam JF, um corpo finito com ¢ elementos, e C, um grupo ciclico de n elementos
com mdc(q,n) = 1, Iniciamos nosso trabalho inspirados nos resultados de Vega [19],
estabelecendo condigoes para que um cédigo de F,C), tenha peso constante. Com tal
resultado concluimos que um cédigo de peso constante em F,C,, é da forma {rg‘e|r €
F,.0 <@ <n}. Apartir disto, determinamos a quantidade de cddigos de peso constante
de F,C,,, e construimos exemplos de c6digos de dois pesos em F,(C,, x C},). Em seguida,
estabelecemos sob quais condicoes um cédigo em F, A, para A um grupo abeliano finito,
tem peso constante. Analisamos também os c6digos de peso constante em RG, quando
R um anel de cadeia finito e €}, é um grupo ciclico de n elementos com mdc(n, q) = 1.
Além disso, analisamos o caso em que os elementos de um ideal de RA, para R um

dominio de integridade infinito e A um grupo abeliano finito tém peso constante.

Palavras-chave: Cdédigos de peso constante, anéis de grupo, anéis de cadeia, grupo

ciclico, grupo abeliano.
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Abstract

Let F, be a field with ¢ elements, C,, be a cyclic group of order n and suppose that
gcd(g,n) = 1. In this work conditions are given to ensure that a code in F,C,, is a
one weight code, inspired in the work of Vega [19]. As a consequence of this result
we showed that a one weight code in F,C,, is of the form {rg‘e|r € F,,0 < i < n}.
With this, we determined the number of one weight codes in F,C,,, and constructed
examples of two weight codes in F,(C,, x C,,). After this, we gave conditions to ensure
that a code had constant weight in F, A, for A a finite abelian group. We also analyzed
the one weight codes in RG, R a chain ring and C,, a cyclic group with n elements with
gcd(n,q) = 1. Moreover, we analyzed the case when the elements of an ideal in RA,

for R an infinite integral domain and A a finite abelian group, have constant weight.

Key words: One weight codes, group rings, chain ring, cyclic group, abelian group.
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Introducao

Ao se tentar transmitir uma informacao, que consiste de uma sequéncia finita de
simbolos que sao elementos de um alfabeto finito, podem ocorrer erros de tal modo que
o receptor da mensagem receba uma informacao distorcida, podendo assim cometer
erros na interpretacao da informagao. A Teoria de Codigos auxilia para que estes
erros tornem-se menos frequentes, ajudando a detectar e corrigir os erros ocorridos na
transmissao da informagao.

Segundo [13], um dos marcos iniciais desta teoria é um famoso teorema de C.E.
Shannon, encontrado no artigo intitulado “A Mathematical Theory of Communica-
tion”, também publicado no “The Bell System Technical Journal”[16], que garante a
existéncia de cédigos que podem transmitir informacao com uma probabilidade arbitra-
riamente pequena de erro, sendo um campo de pesquisa muito ativo na atualidade em
diversas areas do conhecimento, como Matematica, Computacao, Engenharia Elétrica
e Estatistica. Um dos propositos da Teoria Algébrica de Cédigos é desenvolver métodos
para a construcao de tais codigos.

E importante na teoria o estudo do peso de Hamming de um cédigo. Em particular,
temos os cddigos de peso constante, isto é, aqueles em que todas as suas palavras nao
nulas tém o mesmo peso de Hamming. Muitos dos trabalhos nesta area estao baseados
no estudo de cédigos binarios de peso constante, que possui varias aplicagoes, como
por exemplo na comunicacao mével. Atualmente, tem crescido também o interesse em

codigos nao binarios de peso constante, pelo crescente uso de alfabetos nao binarios



(veja por exemplo [3]). Mas tais cédigos foram bem menos explorados comparados com
os codigos binarios.

Em nosso trabalho estudamos c6digos, nao necessariamente binarios, em determina-
dos anéis de grupo, buscando inicialmente dar condi¢oes para que tais coédigos tenham
peso constante.

O primeiro capitulo traz os resultados e defini¢des encontrados na bibliografia e que
serao utilizados ao longo do texto.

No segundo capitulo, analisamos os cédigos de peso constante em F,C,,, para F,
um corpo com ¢ elementos e C,, um grupo ciclico de n elementos com mde(q,n) = 1,
buscando dar condigoes para garantir que um cédigo de F,C),, tenha peso constante.

Tal trabalho foi baseado no seguinte resultado de Vega [19]:

Teorema 0.1 ([19], Teorema 9). Seja F, um corpo com q elementos, n = )\qk_—_ll, com
q

A dwidindo (¢ — 1), e C um cdédigo ciclico de F, de comprimento n e dimensao k,

gerado por g(x), e com polinomio de checagem h(x). Entao, C tem peso constante se,

e somente se, w(ge) = A(¢*1).
Nosso trabalho deu origem ao seguinte resultado:

Teorema 0.2. Sejam F, um corpo com q elementos, n wm inteiro positivo tal que
mdc(qg,n) = 1, C,, =< g > um grupo ciclico com n elementos, e F,C,, o anel de
grupo de C,, sobre F,. Considere e um idempotente primitivo de F,C,, C = F,Cpe o
respectivo codigo irredutivel e dimy,C = k. Sao equivalentes:

1. C tem peso constante;

2. Todo elemento nao nulo de C tem peso qk_;k(—q__ll)n;

3. Existe um elemento de C cujo peso € qk_qlk(;’:ll)";

4. (FgCre)* = FreCue.

Como consequéncia de tal resultado concluimos que os cddigos de peso constante

de F,C,, com mdc(n,q) = 1, sdo da forma {rg‘e|lr € F,,0 < i < n}. Em seguida,

X1



chegamos a uma féormula que determina a quantidade de cédigos de peso constante
em F,C,. Finalizando o capitulo, construimos exemplos de cédigos de dois pesos em
F, (C x C).

O terceiro capitulo foi destinado a dar condigoes que garantissem que um codigo é
de peso constante em outras classes de anéis de grupo. Analisamos os cédigos de peso
constante nos anéis de grupo F,A, com A um grupo abeliano finito, RG, com R um
anel de cadeia finito e G um grupo ciclico de ordem n, com mdc(n,q) = 1, além de
analisar os ideais de peso constante de RG, para R um dominio de integridade infinito

e G um grupo abeliano finito.

x1i



Capitulo 1

Preliminares

Daremos aqui as principais definigoes e resultados encontrados na bibliografia [8], [9],

[10], [14], [15] e [17], e que serao usados ao longo do texto.

1.1 Grupos

Definicao 1.1. Um grupo (G, ) consiste de um conjunto G, fechado em relacdo a

operacdo bindria -, tal que 0s sequintes axiomas sao satisfeitos:
1. A operacao bindria - € associativa.

2. Eziste um elemento 1 € G tal que 1-x = x-1 =z, para todo x € G (tal elemento

¢ chamado elemento identidade de (G,-)).

3. Para cada a € G, existe um elemento ' € G com a propriedade que
a-d =d-a =1 (tal elemento a’ é chamado inverso de a com respeito a

operagao - ).

Denotaremos o grupo (G, -) por G.

Se a operacao - é comutativa o grupo G é dito abeliano.

Definicao 1.2. Dados G,G’ dois grupos, uma fun¢ao f : G — G’ € wm homomor-
fismo de grupos se, dados a,b € G, f(ab) = f(a)f(b). Se f é também bijetora
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entao temos um isomorfismo de grupos, e dizemos que G € isomorfo a G', o que

denotamos por G ~ G'.

A ordem de um grupo G é a quantidade de elementos de G, que pode ser finita ou
infinita. Neste trabalho, todos os grupos considerados tém ordem finita. Denotamos
por |G| a ordem do grupo G.

Dado g € G, caso exista um natural n tal que ¢” = 1, o menor natural positivo tal

que isso ocorre é chamado de ordem de g.

Defini¢ao 1.3. Um elemento a de um grupo G gera G se (a) = {a"|n € Z} = G. Um

grupo G ¢ dito ciclico se existe algum a € G que gera G.

Definicao 1.4. Seja H um subgrupo de um grupo G e a um elemento de G. O subcon-
gunto aH = {ah|h € H} é a classe lateral a esquerda de H contendo a enquanto

Ha = {halh € H} € a classe lateral a direita de H contendo a.

Se G é um grupo abeliano aH = Ha é simplesmente a classe lateral de H contendo

a.

Definicao 1.5. Um subgrupo H de um grupo G ¢ normal se, para todo a € G,

al = Ha, ou equivalentemente, se aHa™' C H, para todo a € G.
Note que se G é abeliano, todo subgrupo de G é normal em G.

Definicao 1.6. Seja H subgrupo normal de um grupo G. Definimos um novo grupo

G/H, cujos elementos sio as classes aH, a € G, e a operagao € dada por
(aH)(bH) = (abH), para todos a,b € G.

Notacao: Denotaremos por [G : H| o indice de H em G, que ¢ o ntimero de classes

laterais de H em G.

Teorema 1.7. ([8], Teorema 2.5)[Teorema de Lagrange] Seja H um subgrupo de um

grupo finito G. Entao, a ordem de H divide a ordem de G. Mais precisamente, temos
Gl = G H]|H].

Teorema 1.8. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entdo
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1. Para cada subgrupo K de G contendo H, o conjunto & = {zH : x € K} € um

subgrupo de %

. . . a ~
2. Reciprocamente, se K ¢é um subgrupo do grupo quociente %, entio a
pré-imagem K = {x € G : xH € K} é um subgrupo de G contendo H tal

_ K
que K = 3.

Definicao 1.9. Dado um grupo G, definimos o expoente de G como o menor inteiro

positivo m tal que g™ = 1, para todo g € G, caso tal numero exista.

Teorema 1.10. Se Hy, Hy < G, G ciclico finito, entdo |HiHs| = mme(|Hy|, |Hsl), €
|Hy N Hy| = mde(|Hy |, |Hs)).

Prova:  Pelo Teorema de Lagrange, |H,|||H1Hs| e |Hs|||H1Hs|, donde
mmc(|Hy|, |Ha|)||HiHz|. Como HyH, é subgrupo de G, entao Hy H, é ciclico ja que G
é ciclico. Digamos HiHy =< a >, com a = 1s, 1 € Hy, B2 € Hy. Logo

omme([Hl[Ha]) — (5152)mm0(|H1||H2|) — 517"”00111||H2|)6;nmc(|H1||H2|) -1

)

donde |HiHy| = o(a)|mme(|Hy| |Hal), e portanto |HyHs| = mmc(|Hy||Hs|). Como
‘Hl‘ |H2| = mmc(’Hﬂ s ’Hgy)de(lHl‘ s ‘HQD, bem como |H1| ’HQ’ = ’H1H2’ ’Hl N HQ‘

o resultado segue. 0]

1.2 Anéis e Anéis de grupo

Definicao 1.11. Um anel (R, +,-) consiste de um conjunto ndo vazio R munido de
duas operagoes bindrias + e -, que chamamos adicao e multiplicagao, tal que os

sequintes ariomas sao satisfeitos:
1. (R,+) € um grupo abeliano.
2. a multiplicagao € associativa.

3. Para todo a,b,c € R, a lei distributiva & esquerda, a-(b+c¢)=a-b+a-c, e

a lei distributiva a direita, (a +0)-c=a-c+b-c, ocorrem.
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Denotaremos (R, +, ) por R. Se existe um elemento 1 € Rtal que 1-x =z-1 =z,
para todo x € R, entao R ¢é dito um anel com unidade e, se a operagao - ¢ comutativa,
R é dito anel comutativo. Ao longo do texto, por anel estaremos entendendo anel
comutativo com unidade. Um corpo é um anel comutativo com unidade tal que todo

elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

Definigao 1.12. Dados R, R’ anéis, uma funcdo f : R — R’ € um homomorfismo
de anéis se, para todos a,b € R, f(a+b) = f(a)+ f(b) e f(ab) = f(a)f(b). Se f €
também bijetora, entdao f € um isomorfismo de anéis. A notacio R ~ R’ significa

que existe um isomorfismo entre os anéis R e R’ que sao, assim, ditos isomorfos.

Teorema 1.13. Se K é um corpo finito, o conjunto K* = K — {0} € um grupo ciclico

com a operacao multiplicacao de K.

Definicao 1.14. Dado um anel comutativo com unidade R, um conjunto M ¢é dito
um R-mdédulo se M é um grupo abeliano e se existe uma fungao - : R x M — M

satisfazendo, para todos x,y € R, m,n € M:
1. (z4+y)m =zm+ym.
2. x(m+n) =xm + xn.
3. (xy)m = x(ym).
4. Im =m.

Definicao 1.15. Dados dois R-mddulos M, M', uma funcio f : M — M' €é um
homomorfismo de R-médulos se € um homomorfismo de grupos aditivos que satisfaz

flam) = af(m), para todosa € R, m € M. Se f € bijetora é chamada de isomorfismo

de R-modulos.

Definicao 1.16. Um ideal de um anel R (comutativo) é um subconjunto I de R,

fechado para a soma de R e tal que, para todor € R, x € I, rx € 1.

Definicao 1.17. Dados I, Iy ideais de um anel R, o ideal I + I é denotado por
I, & I, e dito soma direta de I, e Iy, se Iy N I, = {0}.

Definicao 1.18. Um ideal é dito indecomponivel se ¢ diferente de 0 e nao pode ser

escrito como soma direta de ideais nao nulos.
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Definicao 1.19. Um dominio de integridade D ¢ um anel comutativo com unidade

sem divisores de zero, isto é, sem elementos nao nulos a, b tais que ab = 0.

Definicao 1.20. A caracteristica de um anel R € o menor inteiro positivo tal que

nr =0, para todor € R. Se um tal inteiro nao existe, dizemos que R tem caracteristica

0.
Denotaremos a caracteristica de um anel por char(R).

Teorema 1.21. A caracteristica de um dominio de integridade € 0 ou wm niumero

priImo.

Definicao 1.22. Um elemento e de um anel R é chamado idempotente se e? = e.
Dois idempotentes e e es sao chamados ortogonais se e; - eo = 0. Um tdempotente e
¢ chamado primitivo se nao existem ey, ey idempotentes ortogonais nao nulos tais que
e = ey + e2. Um conjunto de idempotentes de um anel com unidade {ey,---,e,} € um
conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonais se ey +---+e¢, =1,

cada e; € primitivo e e;e; =0, se i # j, paral <i,7 <n.

Proposicao 1.23. Se R = Iy © --- @© I;, I ideais de R, 1 < k < j, entao existem

idempotentes ortogonais eg, - - -, e tais que 1 = eg+---+ej eepyR = I, paral <k < j.

Definicao 1.24. Um elemento a em um anel R ¢é dito nilpotente se existe n € N
tal que a™ = 0. O menor inteiro positivo m tal que a™ = 0 é chamado indice de

nilpoténcia de a em R.

Defini¢ao 1.25. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R),

€ a intersecao de todos os ideais mazimais de R.
Definicao 1.26. Um anel R é dito local se possui um unico ideal maximal.

Teorema 1.27 (Lema de Nakayama). Seja R um anel e M um R-mddulo finito e I
um tdeal de R. Suponha que IM = M. Entdo existe um elemento a € R da forma
a=1+x, z€l, tal que aM = 0. Se além disso I C rad(R), entio M = 0.

Teorema 1.28. (/9/, Proposicio 7.14) Seja R anel comutativo e N um nil ideal em
R, isto €, um ideal cujos seus elementos sao todos nilpotentes, e seja f = u+ N um

idempotente de R = %. Entdo existe um unico idempotente e em R tal que f = e.
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Definicao 1.29. Um anel comutativo R é dito simples se R € nao nulo e nao possui

ideais além de (0) e ele proprio.

Defini¢ao 1.30. Um anel R (comutativo) é dito semisimples se qualquer de seus
wdeats € um somando direto, isto €, se para qualquer ideal I de R, existe um ideal J de
R tal que R=1¢&J.

Definicao 1.31. Um anel comutativo R é chamado anel de cadeia se o conjunto de

todos os seus ideais forma uma cadeia com a relagao de inclusao.

Exemplo 1.32. R = Z{igfg} ¢ um anel de cadeia, com a cadeia de ideais

R=(1)D(x)D---D(x") =0.

Teorema 1.33. (/4] Proposi¢ao 2.1) Para um anel finito R as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. R é um anel local e o ideal mazimal M de R ¢ principal, isto €, tem um conjunto

gerador unitario.
2. R é um anel local de ideais principais.
3. R € um anel de cadeia.

Dado um conjunto finito C, denotamos por |C| a cardinalidade de C, isto é, a
quantidade de elementos de C.

Temos o seguinte:

Teorema 1.34. ([{/, Proposi¢ao 2.2) Seja R um anel de cadeia finito e comutativo
com unidade, com ideal mazximal M = {(a), t o indice de nilpoténcia de a em R e

5_ R oo
R_M' Entao:

1. Para algum primo q e inteiros positivos k e 1, (k > 1), |R| = ¢*, R‘ =d ea

caracteristica de R e R sdo poténcias de q.
2. Parai=0,1,---t, |a'| = ‘R‘tii. Em particular, |R| = |R|t, isto €, k = lt.

Dado R um anel e G um grupo, podemos definir um novo conjunto, que denotamos

por RG, cujos elementos sdo da forma ) a,g, com o, € R.
gelG



1.2 Anéis e Anéis de grupo 7

Defini¢ao 1.35. Dado um elemento o = ) a,g de RG, o suporte de «, denotado
geG

por supp(a) € dado por
supp(a) ={g € G : a, # 0}

Definicao 1.36. Dado G um grupo e R um anel, definimos um novo anel RG cujos

elementos sao combinagoes formais de suporte finito
o= E agg
geG

com soma dada por

Z agg + Z beg = Z(ag +by)g

geG geqG geqG

e produto dado por
(Z agg)(z bph) = Z agbngh.
geG hed 9,heC

Um tal anel é chamado anel de grupo.

Dados dois elementos a = > a,g € 8 = Y byg temos o = [ se, e somente se,
geG geq
ag = by, para todo g € G.

Definicao 1.37. O homomorfismo

e:RG — R
(Z asg) Z agy
geG gelG

€ chamado aplicacao de aumento e seu nicleo, dado por Ker(e) = {>_ az,(g —1):
gelG

g € G,g# 1}, é chamado ideal de aumento de RG.
Um dos resultados bésicos da teoria de anéis de grupo é o seguinte:

Teorema 1.38. ([14] Teorema 3.4.7)(Teorema de Maschke) Seja G um grupo. Entao,

o anel de grupo RG € semisimples se, e somente se, as sequintes condigoes ocorrem:
1. R € um anel semisimples.
2. G € finito.

3. |G| € invertivel em R.
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Um caso de particular importancia é o seguinte:

Corolario. Seja G um grupo finito e K um corpo. Entio KG ¢é semisimples se, e

somente se, char(K) ndo divide |G|.

Corolario. Se G é um grupo abeliano e K é um corpo tal que car(K) nao divide |G|,

entao KG € isomorfo a uma soma direta de corpos.
Vale o seguinte

Teorema 1.39. (/17], Teorema 2.1.3) Seja R um anel de cadeia finito, comutativo e
com unidade, com |R| = ¢*, M = {(a) ideal mazimal de R et o indice de nilpoténcia de
a em R. Seja G = C,,, em que q nao divide n. Se I € um ideal de RGe;, e; idempotente

primitivo, entdo I € da forma I = <akﬂ'ei>, com 0 < k; <t.

Proposicao 1.40. Se I ¢ um ideal bilateral de um anel R e G € um grupo comutativo,

entio I1G = {%:Gagg tay € G} € um ideal bilateral de RG e 55 ~ (H)G.
g

Teorema 1.41. ([11], Teorema VII.8) Seja e um idempotente central nao nulo de um

anel RG. As sequintes condi¢coes sao equivalentes:
1. e é primitivo.
2. RGe € um anel local.
3. RGe € indecomponivel.

Para um anel de grupo semisimples, sempre existe {e1, e, ..., €, } um conjunto com-

pleto de idempotentes primitivos ortogonais de RG tal que
RG = RG€1 @ RG@Q D---D RGGm
Para anéis locais, em particular para anéis de cadeia, vale o seguinte.

Teorema 1.42. ([17], Teorema 2.1.2) Sejam R um anel local com ideal mazimal
M = (a), com |R| = ¢* e G um grupo ciclico de ordem n, tal que q ndo divide n.
Se {€o,-++,€m} € um conjunto de idempotentes primitivos ortogonais de RG, entdo

{eg, -, em} € um conjunto de idempotentes primitivos ortogonais de RG.
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Um tultimo resultado estrutural sobre anéis de grupo é o seguinte.

Teorema 1.43. ([18] Proposicao 1.3.1) Seja R um anel comutativo com unidade, G
e H grupos. Entio R(G x H) ~ (RG)H.

Prova: Considere a fungao:

01 R(G x H) — (RG)H

ST agn(gh) = SO agmgh

geG,heH heH geG

Temos que ¢ estd bem definida. Vejamos que é um homomorfismo de anéis. Sejam
a = Z a(g,h)(ga h) e f = Z B(g,h)(gah) < R(G X H)? Entao a + f =

geG,he H geG he H

S (0w + Bw)(g.h) bem como af = X g,y (9102 hiha).
ge€G,he H 91,92€G,h1,ho€H

Logo,

pla+B)=> O (agn +Bam)Dh =D O agnah+ Y O agmg)h

heH gelG heH gelG heH geG

= o(a) + ¢(B).
Também

p(aB) = Y O gun)Bignngig2)hrha.

hi,ha€H geG

Por outro lado,

@(Q)Sﬁ(ﬁ) = [Z(Z a(g,h)g>h][z<z 5(g,h)g)h} = Z (Z a(g1,h1)ﬁ(g2,h2)g1g2>h’1h2'

heH geG heH geG hi,ho€H geG

Donde p(af) = p(a)p(B). Além disso, ¢ é injetora, pois se > (g, h) €
geG,he H

R(GxH)étal que p(a) = Y (D agmg)h =0, como H gera (RG)H sobre RG entao

heH geG

> g9 = 0, para todo h € H e, portanto, oy ) = 0, para todos g € G, h € H e,

geG

assim, & = 0. Por fim, ¢ é sobrejetora, pois se y € (RG)H, y = > aph. Como cada
heH

ap € RG, entao ap = Y (qgn))g. Tomando o = Y an(g.h) € R(G x H),

ged gEG,heH
obtemos () = y. O
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1.3 Coddigos

Seja A um conjunto finito, ao qual chamaremos alfabeto.

Definicao 1.44. Um cédigo de comprimento n é um subconjunto proprio de A™.

Os elementos de um codigo serao chamados as palavras do codigo.

Definigao 1.45. Sendo |A|= s, e tomando um cédigo em A™ com M palavras, a taxa

de informacgao de um codigo € dada por R = %.

Com o objetivo de medir a distancia entre dois elementos do cédigo, definimos:

Definigao 1.46. Dado © = (x1,....,x,) € y = (y1,...,Yn) dois elementos de A", a
distancia de Hamming d(z,y) entre x e y € o numero de posi¢coes nas quais T ey
diferem, isto €,

d(z,y) = {is2 #yi, 1 < i <n}.

Note que a distancia de Hamming é de fato uma distancia, isto é, satisfaz os trés
axiomas de distancia.

A distancia minima de um cédigo C C A" é o inteiro
d(C) = min{d(x,y);z,y € A", x # y}.

Dado um alfabeto A, com |A|= ¢, ¢ poténcia de um nimero primo, o nimero
maximo de palavras de um codigo de comprimento n e distancia minima d é denotado
por A,(n,d). Um cédigo sobre A™ de distancia minima d contendo A,(n,d) palavras
¢ chamado um cédigo 6timo. E objeto de estudo na Teoria de Codigos limitantes

superiores e inferiores para A,(n,d). Alguns desses limitantes sao:
Teorema 1.47. ([15], Teorema 4.5.6) Limitante de Singleton: A,(n,d) = ¢"~ 1.

Teorema 1.48. ([15], Teorema 4.5.4) Limitante de Gilbert-Varshamouv:
A = ¢
Q(n> d) -

d—1 [ n

(¢ — 1)
=0 \ k

A classe de codigos que sera alvo de nosso estudo é a seguinte:
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Definicao 1.49. Dado R um anel finito, um subconjunto proprio C' de R" é chamado

cbédigo linear de comprimento n sobre R se C' é um R-submaodulo de R".

Definigao 1.50. Dado o = (v, ..., ;) € R™, 0 peso de o € dado por
w(a) = [{i;; 0,1 <i<n}.
O peso minimo de um cddigo C' é o inteiro
w(C) = min{w(a);a € C\ {0}}.
Observe que o peso minimo em um codigo linear é equivalente a distancia minima.

Definicao 1.51. Um cddigo linear nao nulo C de R™ € dito irredutivel se nao existe

codigo nao nulo Cy de R"™ contido propriamente em C.
A classe de codigos lineares com a qual mais trabalharemos sera:

Definicao 1.52. Um cédigo de peso constante é um cddigo tal que todos os seus

elementos nao nulos tém mesmo peso.
Outro tipo de codigo linear ¢ o seguinte:

Definicao 1.53. Um cddigo linear C' é dito cédigo ciclico se, para toda palavra

a=(ag,...a,) € C, apalavra (o, oy, ...,a,_1) esta em C.

Quando as palavras do cédigo sao vistas como polinomios, temos que um codigo C

¢é ciclico se é um ideal de
Fq [x]
(zn —1)

Usando essa linguagem polinomial, temos o seguinte resultado.

R, =

Teorema 1.54. ([15], Teorema 7.4.1) Seja C' um ideal em R,,.

1. Eziste um tnico polinémio ménico g(x) de grau minimo em C. Este polinémio

gera C, isto é, C' = (g(z)), e é chamado polinébmio gerador de C.

2. O polinomio gerador divide x™ — 1 e, reciprocamente, se p(x) € R,, divide ™ — 1,

entao p(x) gera um cddigo ciclico.
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3. Se gr(g(z)) =r, entao C' tem dimensao n —r.

Como o polinémio gerador g(z) divide ™ — 1, entdo existe um polinémio A(z) tal
que
" —1=g(x)h(z).
Tal polinomio h(z) é chamado polinémio de checagem de C.

Definigao 1.55. Um polinomio e(z) € R,, € dito idempotente em R, se ¢*(z) = e(x).

Teorema 1.56. ([15], Teorema 7.4.9) Seja C um cddigo ciclico em R,, com polinomio
gerador g(x) e polinomio de checagem h(x), com mdc(charR,n) = 1. Entdo g(x) e

h(z) sao relativamente primos e, portanto, existem polinémios a(x) e b(x) para os quais
a(x)g(z) + b(x)h(z) = 1.
O polinomio e(x) = a(x)g(x)mod(x™ — 1) tem por propriedades:

1. e(x) € o unico polinomio unidade em C, isto é, p(x)e(x) = p(z), para todo
p(x) € C.

2. e(x) € o unico polinomio em C que é idempotente e gera C'.

Dado RG anel de grupo, com G um grupo ciclico de n elementos gerado por g, um

codigo C' de R™ é ciclico se, e somente se, ¢(C') é um ideal de RG, com
¢: R"— RG

@ = (g, ..y Ap_1) > Ao + a1g + ... + ap_1g""*

um isomorfismo de R-mdédulos. De fato, supondo C cédigo de R™, usando o fato
de ser ¢ isomorfismo de R-moédulos, basta provar que, dado 5 = (ag,...,a,-1) € C,
go(B) estd em p(C). Agora go(8) = an_1 + agg + ... + an_2g""'. Como C é ciclico,
(an_1,00, ..., an_o) € C, donde gp(B) = ¢(an_1, a0, ...,an_2) € p(C) e, portanto, ¢(C)
¢ ideal de RG.

Reciprocamente, suponha ¢(C') ideal de RG. Dado entao g = (ag,...,a,-1) € C,
go(B) € p(C), isto é, ap—1+ agg + ... + an—2g" "' = p(an_1, ag, ..., an—2) € p(C), donde

(@n—1, a0, ...,an_2) € C e C é ciclico.
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Como podemos ver um cédigo ciclico como um ideal de R,, podemos associar um
ideal de RG, G grupo ciclico com n elementos gerado por g, com um cédigo ciclico de
R,,, associando g a . Com isso, podemos associar o polinémio gerador g(z), bem como
o idempotente e(z), a um gerador de um ideal de RG, bem como a um idempotente e
de RG.

Um dultimo resultado que gostariamos de mencionar serd muito importante no
capitulo seguinte e por isso apresentaremos sua demonstragao. E um resultado bastante

conhecido da teoria de codigos e diz o seguinte:

Teorema 1.57. Seja G = {g1,---,gn} grupo abeliano de n elementos, F, corpo de q
elementos e C codigo nao nulo de F,G de dimensao k. Entao a soma dos pesos dos

elementos de C ¢

S wla) =nlg— )¢

aeC

Prova: Seja o = > a;(«)g; um elemento nao nulo de C. Entao existe algum j,

1 < j < n, tal que Za_jl(a) = m # 0. Neste caso, tomando gj_loz € C, neste elemento
a;(a) serd o coeficiente de 1. Também, para todo jy, 1 < jo < n, tomando o elemento
gjogj_la € C, nele aj(a) sera o coeficiente de g;,. Assim, dado um jy, existe § € C
tal que a;,(8) # 0. Mais ainda, se m € F, aj,(m(aj,(a)) ta) = m, isto é, para todo
m € F,, m # 0, existe § € C tal que a;,(5) = m. Com isso, fixado a € C tal que

aj, (o) = m, existe uma bijecao

{6 €Claj, () =me Fj} «— {B€Cla;(p) =0}
5 = [—a.

E assim |{3 € C|a;,(8) = m € F;}| = [{B € Cla;,(8) = 0}|. Observe ainda que os con-

juntos {f € C/a;,(B) = m € F,} sao disjuntos para valores distintos de m. Portanto,

C= Ume}-q{maj (8) = m}, conjuntos estes todos de mesma cardinalidade. E uma vez
que |C| = ¢*, obtemos ‘{5 € Cla;,(B) =m € F }| = % = gk 1.

Observado isso, vejamos qual é a soma dos pesos dos elementos de C. Dado « € C,
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w(a) = [{jla;(a) # 0}, entao

Y wla) = Y [{jlaj(a) # 0}

aeC aeC

= D> > ilala) =m}]

meFy ael

. Z > Ha €Claj(a) =m}|

= n(g—1)¢" "

O

Para finalizar o capitulo, daremos duas definicoes que serao usadas ao longo do

texto:

Definicao 1.58. A funcao ¢ de Euler, definida no conjunto dos nimeros naturais,

para cada x € N é dada por:
o(x) = {n € Njn < z|mdec(n,z) = 1}, > 1
ep(l)y=1
Definicao 1.59. O delta de Kronecker ¢ a notacdao 0;; definida por:

1, sei=7

0, sei#j

(51'3' —



Capitulo 2

Cddigos Ciclicos de Peso Constante

Neste capitulo apresentaremos condigoes que garantam que certos cédigos ciclicos
tenham peso constante baseados nos resultados de [19], mas fazendo uso aqui da
Teoria de Anéis de Grupos, ao contrario do que é feito no artigo de Vega [19], no qual
¢é utilizada a linguagem polinomial, sobretudo técnicas de sequéncias de recorréncia
linear. A vantagem é que, além da demonstracao ter se tornado mais simples, o
resultado se tornou mais geral. Os resultados serao obtidos em anéis de grupo da
forma F,G, com F, um corpo finito de ¢ elementos, e C,, um grupo ciclico com n

elementos tal que mde(q,n) = 1.

2.1 Quando o cédigo tem peso constante

Nesta segao iremos generalizar um dos resultados de [19], em que o autor usou como
ferramentas propriedades polinomiais. Trabalharemos aqui com cédigos ciclicos vistos

como ideais de anéis de grupos.

Sobre as hipdteses estabelecidas na introducao do capitulo o anel de grupo F,G ¢

semissimples. Dado H um subgrupo de GG, denotaremos por H o elemento ﬁ Y he
heH
G. Observe que tal elemento é um idempotente.

De acordo com [2], temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1. (/2] Defini¢io 2.2) Um idempotente primitivo e em F,G € dito
essencial se eH = 0, para todo H # 1, H subgrupo de G.

15
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Seja e um idempotente primitivo em JF,G nao essencial. Considere
H. ={H < G, He = e}. Note que EE = ﬁlﬁg, donde se Hq, Hy € H,, @e =e.

Seja H, := ][] H. Entao H. € H., e é o maior subgrupo H de G tal que eH = e.
HeH,
Dado um idempotente k, ou ek = 0 ou ek = e. De fato, se ek = 7 # 0, entao j seria

idempotente, e ej = eek = j. Dai, e =e—j+j,com (e—j)le—j)=e—2j+j=e—],
e (e—7)j=7—j=0, contradizendo o fato de ser e primitivo. Assim, se K € H.,,
eK = 0, pois senao, como }?I?e ¢ idempotente, e = eK = el?]—?e, 0 que seria uma
contradicao com a maximalidade de H,. Disto eK =e se, e somente se, K C H,.

Como visto em [2], Observagao 2.1 e Proposicao 3.3, temos:

Lema 2.2. Seja e um idempotente primitivo de F,G e H. como definido acima. A
funcao:

v F,GH, — F, (%)

gH, g

Z aggﬁe — Z Qyg

geG geG

¢ um isomorfismo de anéis, com V(e) idempotente essencial.

Prova: De fato, temos primeiramente HQ ~ (e, pois a aplicacao ¢ : G — Ge, dada
por g — ge é homomorfismo sobrejetor de grupos com Ker(¢) = H,, pois se h € H,,
he = hH.,e = H.e = e, e se ae = e, (a) C H,. Como Ge gera RGe sobre R segue que
U ¢ isomorfismo de anéis. Como eH, = e, ee€ quI:Ie.

Seja L < HQ Entao L = fl—;, para algum L’ subgrupo de G tal que H, C L' C G.
Suponha L # 1, o que ocorre se, e somente se L' # H,. Analisemos W¥(e)L = W(eL’).

Se ' D H., 'H, = L' — ﬁ >~ h. Como temos |H,| copias de h em <, entdo
heL/H. c

hel'/H. H.

L - ’
H. hef%

donde

—

U(e)L = xp(e)(H%) = U(e)U(L') = W(eL!) =0

pois L' nao estd contido em H, e portanto ¥(e) é um idempotente primitivo

essencial de ]:q(H%) : O
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Lema 2.3. (/2], Proposi¢ao 2.3) Seja e um idempotente primitivo em F,G, para G um
grupo abeliano finito. Entao e é essencial se, e somente se G ~ Ge via o homomorfismo
de grupos

m:G— Ge

g — ge.

Prova: O homomorfismo de grupos 7 é claramente sobrejetor. Suponha e nao essen-
cial. Entao existe H # 1 subgrupo de G tal que eH = e. Seja h € H, h # 1. Entao
he = hHe = He = ¢ e, portanto, m(h) = e, donde 7w nao é injetora, ndo sendo assim
isomorfismo. Por outro lado se m nao é isomorfismo, ou seja, se ™ nao é injetora, entao
existe h # 1 € G tal que 7(h) = e, donde, para todo i, h'e = e e, portanto, para

H = (Rh), eH = e, ¢ e ndo é essencial. O

No artigo de Vega [19], é muito usada a no¢ao de ordem e quase ordem de um
polinémio, definigdes essas que podem ser encontradas em [10]. Comecemos discutindo

o equivalente da defini¢cao de ordem na linguagem de anéis de grupo.

Definicao 2.4. Assuma C,, =< g > o grupo ciclico com n elementos, F, corpo finito
com q elementos e e um idempotente primitivo em F,C,. A ordem de ge, que deno-
taremos por o(ge), é o menor m inteiro positivo tal que (ge)™ = 1, isto €, € a ordem
de ge em Cpe. Observe que a ordem de ge € igual a ordem de p(z), em que p(x) é
Z;%:E;]) , p(x) dividindo x™ — 1.
Vejamos agora o que é a quase ordem na linguagem de anéis de grupos.

polinomio irredutivel de Fy[z| tal que F,Cye ~

Sabemos que, tomando e idempotente primitivo em F,C,,, F,Cye € um corpo. Con-
sidere 0s conjuntos F e e Cpe. Ambos sio subgrupos de (FyCpe)* = U(F,Cye), donde
Cne N Fge € U(F,Cre). Pelo Teoremal.10, |Che N Fre| = mdc(o(ge),q — 1). Mas
o tnico subgrupo ciclico de Cye de ordem mdc(o(ge),q — 1) é ((ge)°l9e)/mdelolgela=1)),
donde Cpe N Fre = ((ge)?0)/mdctelsela=) ¢ portanto, (ge)o9e)/mdcleloe)a=l) ¢ Fe,
digamos (ge)9e)/miclolee)a=l) — ke k€ Fr. E o(ge)/mdc(o(ge),q — 1) € o menor

inteiro X tal que (ge)* € Fre. Com isso, temos:

Definicao 2.5. Com a notacdo acima, a quase ordem de ge, que denotaremos por

o(ge)

qord(ge), é dada por qord(ge) = dclolec 7T
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Antes do nosso principal resultado desta secao, facamos um ultimo resultado sobre

um codigo em FoC,,:
Lema 2.6. Se C € um codigo de F,C,, de peso constante, entao C € irredutivel.

Prova: Tome C um cddigo de F,C,, de peso constante e suponha que ele nao seja
irredutivel. Seja Cy # 0 um cddigo contido em C e diferente de C. Suponha dimg,C = k,
e dimF,Co = ko. Entao ko < k. Se C tem peso constante, dado 0 # o € C, usando

a formula de soma de pesos, e sabendo que existem ¢* — 1 elementos nao nulos em
p k=1(g—1
C, concluimos que w(a) = qq,§+1)”
ko—1(, ) k—1(,
para o € Cp, w(a) = %—glm' Assim, fizando 0 # o € Cy C C, qq+11)n =w(a) =
¢"0 " t(g=1)n
T

Como Cy também terd peso constante, entao,

, 0 que € absurdo, uma vez que manipulando a iqualdade acima concluiriamos
que ¢© = ¢*, o que ndo ocorre uma vez que k # ko, e, portanto, o cédigo deve ser

rredutivel. O

Sendo assim, para determinar os codigos de peso constante em F,C,, basta que

analisemos seus codigos irredutiveis. Temos entao:

Teorema 2.7. Sejam F, corpo com q elementos, n wm inteiro positivo com
mdc(q,n) = 1, C,, =< g > grupo ciclico com n elementos e F,C, o anel de grupo
de C,, sobre F,. Considere e um idempotente primitivo de F,C,, e C = F,Cye o res-

pectivo cédigo irredutivel. Seja dimy,C = k. Sdao equivalentes:

1. C tem peso constante;

2. Todo elemento nao nulo de C tem peso qkjk(—q__lm;

g" " (g—1)n .

3. Existe um elemento de C cujo peso € s wan

4. (FgCre)* = FreCue.

Prova: (1 = 2): Segue do fato que para um cddigo abeliano C nas condi¢oes do

teorema vale, pelo Teorema 1.57, a sequinte formula de soma de pesos:

S w(a) = ¢ g - n

aeC

e do fato que existem ¢* — 1 elementos nao nulos no cédigo.
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(2 = 3) Imediata.

(3 = 4) Assuma inicialmente e essencial. Neste caso, |Cpe| = n, de acordo com o
Lema 2.5. Pelo Lema 1.10, |Cpe N Fye| = mde(|Crel, | Fre
Frel). Seja p = mdc(|Crel, |Fre|), et = n/u. S6 ha um subgrupo de

ordem p em (F,Cpe)*, que € (g'e). Como Cpe N Fre também tem tal ordem, entdo

), bem como |CreFie

mme(|Crel,

CheN Fre = (g'€). Logo g'e = Xe, para algum X\ € Fy. Seja a o elemento de peso

Flg—1)n

g s Como e € a unidade de FyChe, g'a = glea = Xea = Aa.. Como
a=ag+ag+ ..+ an_19"",
temos

ag' = apg" + a1g™ + o+ Qs+ Qg1 g a1 g"TT = A

Disto oy = ay\, bem como oy = ay, isto €, ay = oAt = A2 e, de um modo
geral, o ypy = a; X% para todos 0 <i<t—1,0<k< w—1.
Considere 8 = o + a1g + ... + oy_1g" L. Entao

o = /8 + )\—lﬂgt + )\—2/89215 .+ )\—(u—l)ﬁg(,u—l)t
pn—1
— ZA_Z‘Q”/B-
i—1
com supp(A"'g"B8) N supp(A\7g'B) = 0, se i # j. Disto

w(@) = w(B) + ... + W\ Bg V) = jw ()

f;eb divide ‘q—q_;m, isto €, mdc(n,q — 1) divide

e, assim, p = mde(|Cpel,
¢ (g=1)n
qk-1

. Como mdc(¢®=t, mde(n, q — 1)) = 1, pois por hipétese mdc(n, q) = 1, seque
que mdc(n,q — 1) divide (Zk_i)ln % =mmc(q—1,n) =

| FreCrel, isto é, |(F,Cre)*| divide | F;eCye|. Como FieCpe € subgrupo de (F,Cre)*,

entdo (FyCpe)* = FreCpe. Isto termina o caso em que e € essencial.

e, portanto, ¢* — 1 divide

Suponha agora e nao essencial. Tome entao H, o maior subgrupo de C,, tal que

eH, = e. Como vimos anteriormente F,CpH, ~ ‘Fq% via o isomorfismo ¢ tal que

\If(g]-]e) = g. Considere |H,| = dy, || = dy, com H, = <gd2>. Seja a € qu’nﬁe de

k—1 -1 - ~
peso qqk(—‘il)". Entao, como aH, = o, como antes, temos

a = (ag+arg+ .. +ag 192" +agg™ +---
= (w4 aig+ ... + ag,_1g™ Y H,,
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e assim
w(a) = wlag+o1g + ... + ag,_192 ") | He|.

Agora

U(a) =ag+ 1§+ ... +ag_1927",

w(a . k=1(q— n k=1(g— 2
logo w(¥(a) = 262, ¢ daf w(W(a)) = (L850 Jay = L% com dy = |G ).
Em qul—’:\lf(e), U(e) € essencial e, neste caso, ]:;‘\If(e)g—’;\l’(e) = (]:qg—z\ll(e))*. Deste

fato, um elemento qualquer é da forma \g'¥(e), logo, voltando pela W= (pois U € iso-
morfismo), seque que os elementos de (F,Cpe)* sao da forma Ag'e e temos o resultado

também neste caso.

(A== 1): Como (F,Cpe)* = FyeCpe, os elementos nao nulos de F,Cye sio da forma

Agie, com \ € Fy, donde todos tém o mesmo peso. O]

Uma consequéncia imediata deste resultado € o sequinte:

Corolario 2.8. Se C € um cddigo de F,C,, (com mdc(n,q) = 1), entao C tem peso
constante se, e somente se, C = {0} U{kg'elk € F;,g' € Cp}.

Prova: Do teorema anterior, um codigo de F,C,, tem peso constante se, e somente se,

(FoCre)* = FpeChe, isto €, se, e somente se, C = {0} U{kg'elk € F;,g' € C,,}. O

A partir do teorema obtemos o sequinte resultado encontrado no artigo de Vega em

[19].

Corolario 2.9 ([19], Teorema 9). Seja F, um corpo com q elementos, n = )\q;_—_ll,

com \ diwidindo (¢ — 1), e C um cédigo ciclico sobre F, de comprimento n e dimensdo

k, gerado por g(x) e com polinomio de checagem h(x). Entdo qord(ge) = % se, e

somente se, w(ge) = A(g"1).

Prova: De fato, qord(h(z)) = % ¢ igual a q::f se, e somente se
o(ge)(g—=1)

— Ak _ ; 5 _ «
mde(o(ge).q-1) 1 1, isto €, se, e somente se, (F,Cpe) = F eCne, o que ocorre de

acordo com o Teorema 2.7 se, e somente se, C tem peso constante. Assim, isto ocorre

k=1l(g—1 -1) .
e a=n - Come A = MY sso ocorre se, e somente se
g —1 gF—1 ) ’

w(ge) = Mq*). O

se, e somente se, w(ge) =
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2.2 Quantidade de cédigos de peso constante

Agora que jd sabemos quais sao os cddigos de peso constante, mosso objetivo aqui €
determinar a quantidade de codigos de peso constante de dimensdao k e comprimento n
em F,Cy, C,, = (g) grupo ciclico de n elementos com mdc(n,q) = 1, usando para isso
o Teorema 2.7, bem como propriedades de idempotentes essenciais encontradas em [2],
generalizando assim o Teorema 12 de [19] . Para isso, come¢aremos com uma andlise
dos idempotentes primitivos de F,C,,.

Sejan = pi'py?---pit. Entao C, = Py x--- P, em que P; € o p;-Sylow de C,,. Como
C,, € ciclico, seus subgrupos sao ciclicos e, em particular, cada P; é ciclico, donde existe

K; subgrupo minimal de P;, para cada i, 1 <11 <t. Entao
60:<1—K1)(1—K2)(1—Kt)

¢ um idempotente e um idempotente primitivo e de F,C, € essencial se, e somente
se, eeg = e. De fato, se e € essencial, eH = 0, para todo H subgrupo proprio de
C,, donde eeg = e(1 — K1)(1 = K3)--- (1 = K;) = (e —eKy)(1 — Ky) -+ (1 — K,) =
(e—0)(1—-Ky)---(1=K,) = --- = e. E see nio for essencial, existe H # 1
subgrupo proprio de C, com eH = e. Como H é um subgrupo nao trivial de C,,
existe i,1 < i < t, tal que K; C H. Assim eeq = eHeg = 0, pois f[(l — f(l) = 0.
Disto, ao decompor ey como soma de idempotentes primitivos dois a dois ortogonais,
digamos ey = ey + e + - - - + €., uma vez que teremos epe; = e;, para todos 1 < i < m,
o que implicard que cada e; € essencial, bem como todo essencial € um dos e; pois
eo = e; + (eg — €;), obtemos eg = Y le, isto €, eg € soma de todos os idempotentes

essenciais em FqC,,.

Em [2], encontramos o sequinte resultado:

Teorema 2.10. (/2], Teorema 4.2) Seja C,, um grupo ciclico com n elementos e com

gerador g e seja m o menor inteiro positivo tal que n|(¢™ — 1). Entao:
1. dim(F,Cp)eqg = p(n), em que ¢ denota a fungdo de Euler.
2. FExistem precisamente % idempotentes essenciais em F,C,,.

Com esse resultado e o Teorema 2.7, temos o sequinte:
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Teorema 2.11. Sejam F, um corpo com q elementos, n um inteiro positivo com
mdc(qg,n) = 1, C,, =< g > grupo ciclico com n elementos e F,C, o anel de grupo
de C,, sobre F,. O niumero de codigos de peso constante de comprimento n e dimensao

k é
5 o(d)
> ("~ mme(dg—1) "

dn

em que ¢ € a funcao de Fuler e § € a funcao delta de Kronecker.

Prova: Pelo Teorema 2.7, dado e idempotente primitivo de F,C,,, F,Cye de dimensao
k tem peso constante se, e somente se, (F,Cpe)* = F eCye, isto €, se e somente se,
sendo d = o(ge) e ¢ —1 =mme(q—1,d).

Seja d|n com ¢* —1 = mmc(q—1,d). Considere Cy grupo ciclico com d elementos,
e tome 0s idempotentes primitivos essenciais em F,Cqy, que sao, de acordo com o Lema
2.2 os idempotentes primitivos de F,C,, com o(ge) = d, temos, como eg =y, e, e

e essencial
usando o Teorema 2.10, sendo | o nimero de essenciais de F,Cq:

FiCaco = P FyCue
e essencial
= dimg, F,Coeo = Y dimz,F,Cae
:>(p(d) _ ;_&zmcml
d
Sy)

Como o numero de idempotentes essenciais determina a quantidade de codigos distintos
de peso constante, temos para um tal d que a quantidade de codigos de peso constante
s p(d)

¢ 5. Somando as quantidades para cada dn que satisfaz " —1 = mme(q —1,d),

obtemos o resultado. O

2.3 Codbdigos de dois pesos

Nesta secao construiremos codigos de dois pesos, usando para isso o que sabemos sobre
codigos de peso constante pela se¢cao anterior.
Considere o anel de grupo Fy(Cym_1 X Cym_1) = (F,(g)) (h), em que g (bem como

h) gera Cym_y. Seja e um idempotente essencial de F,Cym_1, 0 qual representaremos
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pore(g) em F,(g) e pore(h) em F,(h), e suponha que F,Cyn_1e tenha peso constante.

Seja
) 1 i
0<i<gm—2
bem como
~ 1 .
h= >oonw
97 = 1 g<icgm—2

Entio § e h sdo idempotentes e, assim, e(g)fAL e e(h)g sao idempotentes. Seja

€y = e(g)ﬁ +e(h)g. Analisemos entao o cddigo
]:q(oqm_l x C m_1)€0.

Queremos saber quais os pesos dos elementos nao nulos deste codigo. Para isso, veri-

fiquemos antes quais sao os elementos de tal codigo.

Teorema 2.12. Com a notacdo introduzida acima, o0s elementos ndao nulos de
Foy(Cyn_y X Cym_1)eq sio da forma gle(g)h,1 <i < ¢™ —1, hie(h)§,1 <i<q"—1, e
gtheg, 1 <t,s <q¢™—1.

Prova: Considere L = {0} U{g'e(g)h} U{hie(h)§} U{g'h*eo}. Vejamos que L = (eq).

A inclusio L C (eq) € verdadeira, pois uma vez que e(h) e e(g) sdo essenciais em
(h) e (g), respectivamente, temos e(h) -h = 0 = e(g) - §, e devido a isso ¢é imediato
que os elementos da forma gie(g)ﬁ, 1 <1< g™ —1, bem como os elementos da forma
hie(h)g,1 <i < q™—1, além do 0, estao em Fy(Cym_1 x Cyn_1)eg. Jd para elementos
da forma g'h®eqg, com 1 <t,s < ¢™ — 1, a inclusao € imediata.

Para verificar a inclusao {eg) C L, uma vez que ey € L, basta provar que L € ideal.
Vejamos inicialmente que L é fechado para a soma.

Comecemos analisando a soma g'hfeq + g'*h*'eqy, quando esta é ndo nula. Temos

g'heo+ghvey = g'h*(e(g)h+e(h)g) + " h* (e(g)h + e(h)g)
= g'elg)h+g"e(g)h+ hee(h)g + h*e(h)g
= ((¢" +g"M)e@)h+ ((B* + h™)e(h))g.
Note que o elemento (¢ + g")e(g) € um elemento do cddigo F,Cym_1e(g). Supo-

nha inicialmente que g' + g € diferente de zero. Como F,Cym_1e(g) tem peso cons-

tante, temos, pelo Teorema 2.7 (que pode ser aplicado aqui pois mde(q,q™ — 1) = 1),
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(FiCym—1e(g))* = Fre(g)Cgm_re(g). Como e(g) € essencial, pelo Lema 2.3,
Cyn_1e(g) ~ Cyn_1, donde |Cym_1e(g)| = ¢" — 1 e, assim, |F,Cym_1e(g)| = ¢ — 1,
donde |(F,Cyn_1e(g))*] = ¢™ — 1. Como e(g) € essencial, g'e(g) # ¢’e(g), se i # j,
donde [{g'e(9)}| = q™ — 1 e, dai, (¢' +g™)e(g) = g'e(g), para algum i, 1 <i < g™ —1.

O mesmo vale para (h*+h* )e(h), caso a soma h*+h* seja diferente de zero.Portanto

g'hieg + g hey = ((g' + g™)e(9)h + ((B° + h*)e(h))g
= gle(g)h+he(h)g = g'heo,

pois § = ¢'g, e h = hih.

Caso alguma dessas somas dé igual a 0, recaimos numa soma em (e(g)) (ou {e(h))),
que € ideal, sendo portanto fechado para a soma.

Por fim, se tomamos elementos da forma g'h*eq + g"e(g)ﬁ, temos que tal soma é
igual a g'e(g)h + he(h)§ + gie(g)h = (g' + g')e(g)h + hie(h)§, donde recaimos na
andlise feita anteriormente. O mesmo vale para a soma g'heq + hie(h)g. Assim, L é
fechado para a soma.

Além disso, dado 0 # r € F,, temos rL = L. De fato, rgie(g)fz = gje(g)ﬁ,
pois {e(g)) € essencial. Pela mesma razao rhie(h)g = hle(h)g e, por fim, do mesmo
argumento seque rg'h*eq = r(g'e(g)h + he(h)g) = g're(g)h + h*re(h)j = g h*'ep.

Finalmente, é claro que gL = L (bem como hL = L) e, portanto, L € ideal e o

resultado seque. 0.

Com isso temos o sequinte:
Corolério 2.13. O cddigo Fy(Cyn_1 X Cym_1)eq € um cddigo de dois pesos.

Baseados no Teorema 2.12, podemos calcular os pesos dos elementos de
Fq<0qm_1 X Cqm_l)eo.

Observe inicialmente que

w(e(g)h) = w(e(9) (g™ = 1).

Vamos entao determinar o peso de e(g). Como e(g) € idempotente essencial,

dimg, FyCqm_16(g9) = m e, como F,Cym_1e(g) tem peso constante, pelo Teorema 2.7,

;" g=D " -1)
o peso de e(g) é %

w(e(h)) =¢™ (g —1).

= ¢" Yq —1). O mesmo vale para e(h), isto é,
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Chamemos de C = Fy(Cym_1 X Cym_1)eg. Tal cédigo tem dimensao 2m, donde a

soma dos seus pesos €
> w(a) =g g — 1)(¢" — 1)
acl

Como FyCym_1e(g) e F,Cym_1e(h) tém peso constante, a soma dos pesos em cada um

desses conjuntos € ¢™ (¢ —1)(¢™ —1). Dai

¢ q" = 1)2(q—1) —2¢" g — 1)(¢" — 1)
(gm—1)?
= ¢ Ng—1)—2¢"""(¢—1)

= (@' =2¢""")(g-1).

w(gihjeg) =

Assim, temos determinados os dois pesos do cddigo Fo(Cym_1 x Cym_1)eq.

Exemplo 2.14. Para ilustrar o que discutimos acima, vamos trabalhar com o anel de

grupo F3Cs, Cys subgrupo ciclico com 8 elementos gerado por g. Comecemos encon-

F3(x)
(z8-1)

tal, usaremos a tabela de polinémios irredutiveis encontrada em [10], a partir da pdgina

. Para

trando um idempotente essencial, usando para isso o isomorfismo F3Cg =

553. Um dos polinomios fornecido pela tabela é
112)=a*+a+2=0*+2—1=p).

A notagao (1 1 2), usada em [10], indica justamente as coordenadas do polinémio em
.Fg (l‘)

Considere o codigo isomorfo a (F5(z)

(p(2)) *
Queremos encontrar um polinomio e(x) tal que ge seja raiz de p(x) em F3Cse (em

que e é a unidade), isto €, tal que g*c + ge — e = 0. Seja
e(z) = arr” + aga® 4+ asx® + agr* + asz® 4+ agx® + a1w + ag.

Podemos montar entao um sistema de equacoes com coeficientes em JF3 para encontrar

3

cada um dos als, usando para isso também o fato de que e® = e. Para isso utilizamos

a equagio g*e + ge —e = 0 (encontrando para isso g*e e ge) e fazendo a igualdade

3 2

de polinomios, além de tomar a3 = a; uma vez que e° = e (pois e* = e), obtemos o
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sequinte sistema de equagoes:

a = —ai+ag

as = —ag+ a

ay, = —as-—+as

as = —ay4+as

ag = —a5+ a4

a; = —ag-+ as

as = Qi
Resolvendo o sistema, encontramos que as = 0, donde a1 = ag, as = —as, a5 = a4,
ag = 0 e a; = a5. Tomando a; = —1, encontramos como solucao para o sistema
(1101 =1 =10 —1)=14a+2a°—a*—2°—2" = ke,k € F3. Obtemos
essas duas possibilidades de solucao uma vez que utilizamos e3> = e. Como €? = e, e

temos que (1 +x+ 2% — 2t — 25 —2")? =1+ o+ 2% — 2 — 25 — 27, concluimos que
k=1ce, assim,e=1+x+ 2% —2* —2° — 27, em que g € tal que Cy = {g). Assim,
e é essencial. De fato, os subgrupos préprios ndo triviais de Cg sio {1, g% g* ¢°} e
{1,¢*}, eex (14 ¢*) =0=ex (14 ¢*+ g* + ¢°), bem como e x § = 0. Além disso,
F3Cse tem peso constante, pois F3Cge é um cddigo de comprimento 8, e, sendo h(x)
polinémio tal que F3Cse ~ (h(x)), como grau de p(x) é dois, temos gr(h(z)) = 6,
e portanto pelo Teorema 1.54, a dimensao de F3Cse € 8 — gr(p(z)) = 8 — 6 = 2,

32-1x92x8

e portanto w(e) = 6 = "5

, donde temos satisfeita a condicao 3 do Teorema
2.7. Conseguimos assim construir um codigo de dois pesos em F3(Cs x Cg), usando o
idempotente essencial e construido acima, tomando o cédigo Fs(Csx Cs)(e(g)h+e(h)g).

Vejamos quais sao os pesos de tal codigo. FEfetuando a multiplicacdo, temos
w(e(g)h) = w((1+g+¢* —g* — > — g7 )1+ h+h? + B> + h* + h® + 1O + hT)) = 48,

uma vez que todos os termos da multiplicacao terao suporte distintos. Além disso,
(I4+g+¢*—g"—¢"—g")1+h+h+h>+h*+h° + R +h")+
149+ P+ +d" +9"+"+g)1+h+h —h'—h —h") =
2429+ h®+2¢° +2h — 2¢*h" + 2¢°h + ¢*h* + 2¢°h3 + ¢*h°

+g°h + ¢*h® — g*h* — ¢*h° — ¢*hT + 2gh + gh® + 2gh® + gh® + ¢°
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+2h3—g7h2 _2g7h4 _2g7h5 _g7h6 —2g7h7+g6h+g6h3 —g6h4 —g6h5
_g6h7_g5h2 _2g5h4_2g5h5 _g5h6 _2g5h7_g4h2 —2g4h4—2g4h5
—g4h6+h2+g6

donde w(e(g)h + e(h)j) = 42, que sio justamente os pesos obtidos nos cdlculos

anteriores ao exemplo para o caso geral.



Capitulo 3

Cddigos de peso constante em

outras classes de anéis de grupos

Analisaremos aqui condicoes que garantam que um codigo tenha peso constante tra-
balhando agora com outras classes de anéis de grupos, usando novamente como ferra-

menta propriedades de anéis de grupo.

3.1 Grupo Abeliano

Comecgaremos trabalhando com o caso do anel de grupo F,A, em que A é um grupo
abeliano com n elementos. Primeiramente, vamos assumir que mdc(n,q) = 1, isto €,

que F,A € um anel semissimples.

Teorema 3.1. Sejam F, um corpo com q elementos, n um inteiro positivo com
mdc(q,n) = 1, A um grupo abeliano com n elementos e F,A o anel de grupo de A
sobre F,. Considere e um idempotente primitivo de F,A e C = F,Ae o respectivo

cédigo irredutivel. Seja dimy,C = k. Sdo equivalentes:

1. C tem peso constante;

2. Todo elemento nao nulo de C tem peso qqul,g;’:ll)”;

3. FExiste um elemento de C cujo peso é —qkf,;k(‘i}””;

28
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4. (FqAe)" = FrAe.

Prova: As implicagoes (1 = 2), (2 = 3) e (4 = 1) sdao demonstradas de modo
andlogo ao Teorema 2.7. Vejamos entao o caso (3 = 4). Caso o idempotente e
seja essencial, a demonstracao € similar a feita no Teorema 2.7, pois a argumenta¢ao
s0 usa o fato de F,Ae ser corpo finito, que resulta em (F,Ae)* ser um grupo ciclico,
o que ainda vale no caso em que A € abeliano. Analisemos por fim o caso em que
e € nao essencial. Observe que na demonstracao do Teorema 2.7, para este caso, a
arqgumentacao foi baseada somente mo fato de g—z ser um grupo ciclico. Assim, se

mostrarmos que Hie ¢ ciclico, com H. = [ H, em que He = {H < A;He = e}, o

HeHe
resultado se demonstra de maneira andloga.

Considere entao a funcao
0 A— (FAe)"

a +— ae

que é um homomorfismo de grupos. Calculemos Ker(p). Seja a € Ker(y). Entdo
ae = e, donde a'e = e e, assim, ﬁZaie = e, consequentemente, (a) € He, ou seja,
(a) C H., logo Ker(p) C He. Se h € H,, he = hH.e = e e ker(p) = H,. Disto, Hie é
isomorfo a um subgrupo de (F,;Ae)*, que € ciclico, donde tal subgrupo € ciclico e temos

assim (3 =>4). 0O

Trabalhemos agora com o caso em que A € um grupo abeliano com n elementos,
mas sem a hipotese de que mdc(n,q) = 1, isto é, sem a hipdtese que F A é semis-
simples. Seja A = Ay x A,, com A, o somando de A cujos elementos tém ordem
relativamente prima com p e A, o p-subgrupo de Sylow de A. Entao F,Ay é um anel
de grupo semissimples, digamos FyAy = FgAyer @ ... ® F Apye,, com e; idempotentes
primitivos e F Ay e; = K;, com K; um corpo finito. Sob tais condigoes, concluimos que
FA=F(Ay x A) = (FA)A, = (K1 & ... & K)A, = KA, & ... 8 KA,

Vale o sequinte:

Lema 3.2. Com a notagao acima, K;A, é um anel local, para todo 1 < i < t, cujo

radical € o ideal de aumento Ker(e).

Prova: Seja Ker(e) ={a= ) a,9 € K;Ap;YXa, =0} o ideal de aumento. Seja p" o
9€Ap
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expoente de A,. Entao, se « = Y, a,g pertence a Ker(e), o = (Sa,9)? = (Say) =
9€Ap
0. Seja 8 um elemento de K;A, nao pertencente a seu ideal de aumento. Entdao

€(B) =k #0edai B—k € Ker(e). Logo B="Fk + (8 —k)=k(1+kB—Fk)).
Vejamos que 1+ k; (B — k1) = 1+~ € inversivel, o que fard com que B seja inversivel.
Como v € Ker(e), 7*" = 0. Dat, (1+ 7)1 —~y+2— ..+ (=) 47" ) =1, el+~
¢ inversivel. Como isso vale para qualquer elemento fora de Ker(e), seque que ele é
maximal. Além disso € o conjunto dos nao inversiveis de K;A, e assim K;A € local

com radical Ker(e). O

Seja Ap = > ae <Ap> = KiAp/ip o ideal de K;A, gerado por Ap. Vale entao:

acAp

Lema 3.3. Com a notacao introduzida acima, </Ip> € o unico ideal irredutivel de
K;A,.

Prova: De fato, <Ap> ¢ minimal, pois se 0 #£ J C <Ap>, entao, dadox € J, v = k:ifip
com k; € K;. Dai, como J € ideal, A, = k;'k;A, € J, e J = <Ap>. Disto <Ap>
irredutivel. Vejamos que ele é o unico.

Suponha I um ideal irredutivel de K;A,. Entio Ker(e)l CI=0oul. Se MI =1,
pelo Lema de Nakayama, I = 0. Disto MI = 0. Dado qualquer a € A,, 1 —a €

g

)
€

Ker(e). Logo, para o € I, (1 —a) =0. Como o = ) ayg e (1 —a)a =0, temos
9€Ap
Yay(1l —a) =0, donde todas as coordenadas de Yoy(1 — a) sao nulas, em particular a

coordenada que acompanha a € G, isto €, a1 — aa =0 e, assim, o, = 1. F isto vale

para todo a € A,, donde av = k:ifip e, portanto, I = <Ap>. O

Como os ideais irredutiveis de F,A sao os ideais trredutiveis de K;A,, uma vez que

F A=K A, & - & KA, temos como consequéncia

Corolario 3.4. Os ideais irredutiveis de F,A sao da forma }"qu/ei/Ip, para todo

1< <t
Temos ainda o sequinte resultado:

Lema 3.5. Seja F, um corpo finito com q elementos e A um grupo abeliano com n

elementos. Se um codigo de F,A tem peso constante, entao ele € irredutivel.
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Prova: E a mesma do caso em que o grupo é um grupo ciclico, veja Lema 2.6. 0]

Assim, para que um cédigo de F,A seja de peso constante, ele deve ser irredutivel,
e pelo Lema 3.3, o codigo deve ser da forma qup/eiAp. Como um elemento de tal
conjunto € da forma o = alfip (e para cada g # h € A,, suppaig e suppogh sdo
conjuntos disjuntos), com oy € F Aye;, seu peso € w(o)|A,|, ou seja, a andlise do
peso dos elementos do codigo se restringe a andlise do peso dos elementos de FyAye;.

Disto, pelo ja visto no caso anterior, vale:

Teorema 3.6. Sejam F, um corpo finito com q elementos, n um inteiro positivo com
mdc(g,n) # 1, A um grupo abeliano com n elementos e F,A o anel de grupo de A
sobre F,. Considere e um idempotente primitivo de F,A ¢ C = F,Ae = F,AyeA,
o respectivo cédigo irredutivel. Seja dimy,C = k. Entdo C tem peso constante se, e
somente se, dados todos os elementos o = alfip, com oy € FyAye, tém o mesmo peso,

isto €, se, e somente se, F,Aye; tem peso constante.

Observe que, com tal teorema, temos em particular uma caracterizacao para oS
codigos de F,C,,, com C,, um grupo ciclico, para o caso em que F,C,, nao é semissim-

ples.

3.2 Dominio de Integridade

Seja R um dominio de integridade infinito e A um grupo abeliano finito. Nessas
condicoes, tomando o anel de grupos RA, embora nao possamos falar nos ideais de
RA como cédigos, ainda assim podemos olhar o peso de Hamming dos elementos des-

tes ideais. Para este caso, temos o sequinte:

Teorema 3.7. Sejam R um dominio de integridade infinito e A um grupo abeliano
finito. Considere o anel de grupo RA e seja I um ideal de RA. Entao w(l) = |A] se,

e somente se, I tem peso constante.

Prova: Seja I um ideal de RA e suponha w(l) # |A|. Entdo ezxiste « € I com

w(a) # |A|. Assim, se oo = Y ayh, existe g € A tal que oy = 0. Suponha que oy # 0
heA

(se a; = 0, basta multiplicar o por (¢')~*

, com g # 0 e teremos o desejado ). Como A
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¢ finito, existem finitos h € A tais que o coeficiente oy, # 0. Como R é um dominio de
integridade, existe k € R tal que oy, # kapg—1, para todo h com ay, # 0. Em particular
como a1 # 0, temos kay # 0. Com esse k, tome o elemento o« — kga. Tal elemento
estd em I, uma vez que I € ideal. Para todo h € A, o coeficiente de h em o — kga serd
ay — kayg-1. Pela escolha de k, os coeficientes ay, de o que sao nao nulos continuam
sendo coeficientes diferentes de 0 em a — kga (pois o coeficiente de h € A em o — kga
€ ap—kayg-1). Além disso, o coeficiente de g em ov—kga serd oy —kayg™ = kay # 0.
Assim, w(a) < w(a — kga), donde I nao tem peso constante. Portanto, para I ter
peso constante € necessdrio que w(I) = |A|.

Por outro lado, se w(l) = |A|, entdo, como o maior peso possivel € |A|, seque

imediatamente que I tem peso constante. 0

Exemplo 3.8. Seja K um corpo infinito e A um grupo abeliano finito. Analisemos os
ideais de peso constante de K A:

Pelo teorema acima, um ideal I de KA tem peso constante se, e somente se,
w(l) =|A|. Seja I um ideal de KA.

Se dimy(I) = 1, entdo existe o € I tal que I = {kalk € K}. Neste caso, todos
os elementos de I tém o mesmo peso de «, ou seja, I tem peso constante, donde
w(a) = |A].

Agora, seja I um ideal nao nulo de KA e suponha que todos os elementos nao nulos
de I tenham o mesmo peso. Vejamos que neste caso I deve ter dimensdo 1 sobre K.

Seja o = Y ayg um elemento nao nulo de I, e suponha que exista = ) fBy,g € I
geA geA

tal que B # ra, para todo r € K. Como w(l) = |A|, oy # 0 # By, para todo g € A.
Em particular, aq # 0 # B1. Tome k = a1(B1)™" # 0. Entao kB =1+ >, kB,g.

gEA,g#1

Como 8 # ra, para todo r € K, 8 # k~ta, isto €, kB # a. Considere v = kff — o #
0. Temos~y € I. Masyi = kB —a; = a1(B1)7'8 — a1 = ay — a1 = 0, donde
w(y) < |A|, contradizendo o fato de que todos os elementos de I tém peso |A|. Disto
I ={ra|r € K}, isto é, dimy(I) = 1.
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3.3 Anel de Cadeia

Seja R um anel de cadeia finito, com ideal mazimal (p) e com cadeia de ideais
0C (1) C ... C pP*) C (p), em que r € o indice de nilpoténcia de p. Seja
% = R =TF,, com q poténcia de um nimero primo.

Considere G = (g) um grupo ciclico com n elementos e o anel de grupo RG. Supo-
nha que mdc(q,n) = 1. Entio RG ¢é semissimples, donde existem ey, es, ..., e idem-

potentes primitivos ortogonais em RG tais que
RG:RGel@@RGek

e, pelo Teorema 1.42, existem €, ..., €} idempotentes primitivos ortogonais em RG,
com €, = e; e tais que
RG = RGe| @ ... ® RGe,.

/

Vamos agora analisar os codigos de peso constante em RGe;. Para isso, vejamos

mictalmente o sequinte resultado:

Lema 3.9. A funcdo:

V(R4 = (07 F)
T - plz
com {p"') wisto como ideal de R, é um isomorfismo de grupos que dd origem, para

cada e; idempotente em RG, a bijecdo

U: RGe; — <pT71€/<>

i
= ) r—1 /
agge; = P aqge;
geG gelG

com (p"~tel) wvisto como ideal de RG. Tal bijegcdo preserva soma e peso.

Prova: Note que V' estd bem definida, pois dados x, y € R com T = §, entao
r—y =pa, a € R Assim, p" 1 (x —y) = p""tpa = 0, donde p"'z = p"~ly, isto
é, W'(z) = V'(y). Além disso, dados T, y € R, V'(z+4) =V (z+y)=p Lz +y) =
U'(z) + U'(y). Também, se W'(z) = 0, entio p" 'z = 0, donde x = pa,a € R, logo

T = 0. Por fim, dado p"~'x € (p"™1), basta tomar T € R e temos V'(z) = p"la.

Portanto V' ¢ isomorfismo de grupos.
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Como V' € isomorfismo e dele se origina V, € imediato que ¥ € bijecao e preserva

soma. Além disso,

w(p' ') = {x, € supp(z)| v, é unidade}
= {z, € supp(z)| ©, # 0}
= w(7)
e, portanto, ¥ preserva peso. O

Observe que com tal resultado podemos concluir que se (p"~‘el) tem peso constante
em RG, e; deve gerar um ideal de peso constante em RG, isto €, se e; gera um ideal que
ndo tem peso constante, entdo o ideal gerado por €, nao pode ter peso constante, uma

r—1_/

vez que (p"el) ndo terd peso constante e (p"~'el) C {(el). Mais ainda, concluimos que

um ideal de RGe} tem peso constante se, e somente se, RGe; tem peso constante.
Lema 3.10. Se I' € um ideal de RG de peso constante, entao I' é indecomponivel.

Prova: Tome I' ideal de RG decomponivel, digamos I' = I} & I. Entdao I; contém
um minimal (p"~te}), bem como Iy contém um minimal (p"1eb), com €} # €. Entdo
(prt(el +¢eb)) C (prtel) @ (prley) C 1. Como um subideal de um ideal de peso
constante tem peso constante, o ideal (p"~'(e| + €4)) tem peso constante, donde, pelo
Lema anterior, sendo €, = e, €y = €5, {(e1 + €3)) deve ter peso constante em RG. Mas
isto ndo ocorre, uma vez que se um codigo em RG tem peso constante entdo ele deve

ser irredutivel de acordo com o Lema 2.6. Portanto, para um ideal ter peso constante

em RG ele precisa ser indecomponivel. O

De acordo com o Teorema 1.39, sabemos que os ideais de RGe, sio da forma (p’e’)
para 0 < j<r—1el <i<n. Assim, dado I' um ideal de RGe,, ele deve ser igual a
algum dos (p’el).

Podemos entao dizer o sequinte:

Teorema 3.11. Sejam R um anel de cadeia finito com ideal mazimal (p), p com indice

R
7 (p) _
com n elementos tal que mdc(q,n) = 1. Considere e; idempotente primitivo de RG

de nilpoténcia r =R~ Fy, Fq corpo finito com q elementos, e G um grupo ciclico

que gera um codigo de peso constante, €, idempotente primitivo de RG, com € = e;,
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e seja 1" um ideal de RGej. Se w(e;) # |G|, I' tem peso constante se, e somente se,
I = <pr—1€{>

)

Prova: Seja I = RGe; cédigo nao nulo de peso constante e assuma w(I) # |G|. Entdo,
pelo Lema 3.9, temos que <pr’le;> tem peso constante. Vejamos que neste caso, para
um cédigo I' em RGe. ter peso constante, ele precisa ser da forma (p"'el).

Suponha, por absurdo, que exista I' = (p’el), com j < r — 1 de peso constante.

Como w(I) # |G|, existe g; € G, para e; = Y a,9, com a, = 0. Assim €] tem
geG
coordenadas que sao unidades e coordenadas que ou sao nulas ou sao maultiplas de

p. Se todas as coordenadas de p’e} sio nao nulas, entio € porque as coordenadas de
e também sdo ndo nulas, e pelo fato de e; ter coordenadas nulas seque que €, tem
coordenadas em (p). Disto (p’el) ndo poderd ter peso constante, pois nesse caso tal
coordenada estard em (p’*1), mas hd coordenadas de p’e. que estao em (p’) \ (p’*1)
(pois hd coordenadas de €} que sao unidades) e, assim, multiplicando p’e’ por p=177,
obteremos w(p’el) > w(p"~'"Ipe}). Assim, podemos assumir que p’el tem alguma

coordenada nula.

Tomemos entao a € (p'ej), a = 3 agg, tal que algumas das coordenadas
geG
de a € nulo. Como I' = (p’el), podemos tomar este o tal que exista ¢ € G com

o € (p)\ (V). Temos dois casos a considerar:

Caso 1: todas as coordenadas nao nulas de « estao em (p’) \ (p’*1):

Neste caso, multiplicamos o por p(g')~g". Neste caso, tomando o+ p(g') 9", como

as coordenadas de o estio em (p’) \ (P"™') e as coordenadas de p(g')~'g"a estao em

(P, as coordenadas ndao nulas de o continuam ndao nulas em o + p(g')~tg"a. Além

disso, a coordenada de ¢", que em o € nula, em o+ p(g')~1g"a € diferente de 0 (pois
¢ igual a ayp, e a, € (p') \ (PP, com j <r —1). Disto w(a+p(g) '¢g"a) > w(a),

uma contradicao.
Caso 2: alguma das coordenadas nao nulas de a estando em (p*):

Assim, multiplicando o por p"==7, teremos pela mesma argumentacdo do caso anterior

w(a) > w(p"~a), uma contradigao. Portanto, para ter peso constante, I' = (p"~1el).
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Reciprocamente, seja I' ideal em RGe, e suponha que (e;) ndao tem peso constante.
Entao existem x,y € (e;) com |supp(x)| # |supp(y)|, digamos |supp(x)| > |supp(y)]

- . ~ ! (A

(0 outro caso € andlogo). Entdo, dados levantamentos ' = > a,g e y' = Y B,9 de
gelG gelG

x ey, respectivamente, como eziste ao menos um ¢ € G a mais em y, comparado

a x, tal que a coordenada que acompanha g € nula, para tal g’ temos By € (p), isto
é, By = pyy. Dai, ou vy = 0, para todo g’ com esta caracteristica e, neste caso,
w(z') > w(y'), ou algum v, # 0, e dai, como p"~ 'y € I', teremos w(z') > w(p"™'y').
Em qualquer dos casos concluimos que I' nao tem peso constante, donde para I' ter

peso constante I deve ter peso constante. 0

Para o caso em que w(e;) = |G|, vale o sequinte.

Teorema 3.12. Sejam R um anel de cadeia finito com ideal mazimal (p), p com indice
de nilpoténcia r, % = R ~ F,, F, um corpo finito com q elementos, e G um grupo
ciclico com n elementos tal que mdc(q,n) = 1. Considere e; idempotente primitivo
de RG que gera um ideal de peso constante e e idempotente primitivo de RG, com
e, = e;. Suponha w(e;) = |G|. Entdo RGe!, bem como todos os seus subideais, tem
peso constante.

Prova:  Suponha w(e;) = |G|. Entdo, para e; = ) az9, ag # 0, para todo g, e

geG
portanto, para qualquer levantamento de e; e, em particular, para €;, suas coordenadas

sao todas unidades. Como w(e;) = |G|, temos que (e;) tem dimensdo 1. De fato,
como (e;) tem peso constante, w(e;) = % = n, entao % = 1, isto €,
" — ¢t = ¢* — 1 donde ¢*~! = 1 e consequentemente k = 1. Neste caso, |{e;)| = g,

donde |(p"Yel)| = q e |{€})| = ¢". Assim, os elementos de (e} sio da forma kel, k € R,
pois dados ki, ke € R, ki€ # ko€, uma vez que as coordenadas de € sao unidades.
Disto todo elemento de (€;) tem peso |G| e, portanto, (e;) tem peso constante, donde

(p’el) tem peso constante, para 0 < j <1 — 1. O

Para o nosso ultimo exemplo, precisaremos da sequinte defini¢cao:

Definicao 3.13. Dado A um grupo abeliano finito, g um elemento de A e ¢ um nimero

primo, a classe g-ciclotomica de g € o conjunto

Sy = {gqj|0 <J<ty— 1},
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em que t, € o menor inteiro positivo tal que ¢ = 1(modo(g)).

Em [6] encontramos o sequinte resultado, que pode ser visto como uma generaliza¢ao
de um resultado de Berman [1] e Witt [20]:

Teorema 3.14. Seja F' um corpo finito, com |F| = q, e seja A um grupo abeliano
finito com mdc(q, |A|) = 1. Entao o nimero de componentes simples de F'A € igual ao

numero de classes q-ciclotomicas de A.

Exemplo 3.15. Vamos analisar quais sao os ideais de peso constante em ZgC'.

Observe que Zg € um anel de cadeia com cadeia de ideais
Zs 2 (2) 2 (4) 2 (0)

Entao, pelos resultados anteriores, para determinar os ideais de peso constante de
ZsCx, basta definirmos os de peso constante em ZsCr = FoCr. Para isso, estabelecemos
inicialmente os idempotentes primitivos ortogonais de FoC7. Com um cdlculo similar
ao feito no Exemplo 2.1}, encontramos os idempotentes e = G, ea = 1 4+ g + ¢*> + ¢*,
ees =1+ ¢+ g°+ ¢° Um cdlculo direto mostra que tais idempotentes sao dois a
dois ortogonais, com soma 1. Além disso, as classes 2-ciclotomicas de C7 sao {1},
{92, 9% g%} e {g>, g°, g%}, isto é, sio 3 classes 2-ciclotomicas, donde sao 3 as compo-
nentes simples de FoC7 e, portanto, tais idempotentes sao primitivos. Logo {ey, es, €3}
¢ um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos. Ainda, dim({g)) = 1,
ew(g) =7= W, bem como dim({e1)) = dim({e;)) = 3 = W (tais di-
mensoes obtidas usando o grau do polinomio que gera cada um desses idempotentes e
com o Teorema 1.54, tal como foi feito no Exemplo 2.14), donde pelo Teorema 2.7 tais
idempotentes geram codigos de peso constante.

Na demonstracao do Teorema 1.28, € feita a construcao do idempotente em R
dado um idempotente em R. Usando tal construcdo, concluimos que os idempotentes
associados a e1, ey € ez sdo, respectivamente, €| = 7q, ey, =5+ 3g + 39> + 6¢° + 3g* +
69°+64°, e = 5+6g+69>+3g>+6g*+3¢° +3¢°. Assim, os cédigos de peso constante
de ZsCy devem ser ideais de (€}), (e}) e (). E facil ver que (¢}) tem peso constante,
donde seus ideais também tém peso constante. Jd para {(e}), note que w(4ey) < w(e),
donde (e}) bem como (2¢4) nao tém peso constante. Jd (4eh) tem peso constante pelo

Lema 3.7, uma vez que {es) tem peso constante. O mesmo vale para a andlise de (ef)
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e seus ideais. Logo, como nos teoremas acima, os ideais de peso constante de ZgCr sao
(€) (e seus ideais), (4eh) e (4eh).



Capitulo 4

Conclusao

Nesta tese trabalhamos com codigos sobre os sequintes anéis de grupo :

o F,A, com F, um corpo finito com q elementos e A um grupo abeliano finito;

e RC,, com R um anel de cadeia finito e C,, um grupo ciclico com n elementos tal

que mdc(n, q) = 1.

As contribuicoes deste trabalho foram dar condicoes que garantissem que um codigo
tenha peso constante nessas classes de anéis de grupo, além da construcao de codigos
de dois pesos usando os codigos de peso constante em ]-"qC;l_l.

Como perspectivas futuras, pretendemos analisar codigos de peso constante sobre
RA, em que R é um anel local finito e A € um grupo abeliano finito. Também queremos

trabalhar com codigos de exatamente dois pesos.
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