Repaso de Analisis vectorial

Introduccion.

Las leyes de la fisica no dependen de la orientacion del sistema de coordenadas: son
invariantes frente a transformaciones de coordenadas de tipo ortogonal.

= Anélisis Vectorial

Dentro de la teoria clasica, los campos sélo actian sobre sus propias fuentes.

El principal problema que plantea la teoria electromagnética es el de relacionar los vectores
de los campos eléctrico y magnético y sus derivadas, con sus fuentes fisicas y cualquier
otro parametro que se requiera para describir las propiedades de una region del espacio.
Suele convenir introducir términos para describir fendmenos electromagnéticos, que tienen
significado dentro de la teoria y que describen de forma matematica dicho fenomeno; pero
que no representan cantidades fisicas reales.

Cuando aplicamos las leyes de la fisica a situaciones particulares, es evidente que los
resultados han de ser independientes del sistema de referencia elegido, (cartesiano,
cilindrico, esférico), asi como de donde situemos el origen de coordenadas; con el empleo
de vectores cumplimos con este requisito de independencia respecto de las particularidades
del sistema de referencia, que hayamos utilizado.

Sea una transformacion de coordenadas del tipo:
X = kX,
i
con > Ay =3 ={
i

0 sii#] . .
) _J —| Los ejes de cada uno de los sistemas son
1 sit=] ortogonales entre si.

en un espacio de tres coordenadas tendremos:

r_ '
X{ =A% +A0X, +7‘13X3 X, A A }\’13 X
! !
=X = 7“21)(1 +7‘22X2 +7‘23X3 =X |= }“21 }‘22 7‘23 X,
r_ ’
S _7“31)(1 +7"32X2 +k33X3 X3 | 7‘31 }‘32 }‘33 | Xy
matriz A

Escalar es una magnitud que no resulta afectada por una de tales transformaciones.

Un vector es un conjunto de magnitudes A; que se transforma al pasar del sistema X; al

sistema X, mediante una matriz de transformacion A resultando: A’ = Z LA -

i
Las leyes utiles de la fisica son las que no dependen de la orientacion del sistema de
coordenadas.
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Producto punto (escalar).
Definicion (para vectores en el mismo sistema de coordenadas ortogonales):

AB=> AB —P escalar A=(A,A,...A..), B=(B.B,....B....)

Escalar = magnitud que permanece invariante ante transformaciones de coordenadas

Dem. Sean A’ y B/ dos transformaciones de coordenadas:

A =D A
: = AB'=) AB/= Z(Zx”Aj](ink Bk]: Z(injxikJAj B, =) AB,=AB

Bi’ = zkik Bk i ik
k

el valor del producto punto no resulta alterado por transformaciones de coordenadas.

La distancia desde un punto (A, A,, A,)definido por A, al punto (B,,B,,B,)definido por
B, esta dada por:

-6l- (87 ~\[A-8K(A-5)
la raiz cuadrlada de un producto escalar.

= la distancia es invariante respecto de
transformaciones ortogonales de coordenadas.

—

Ahora si 0 (0<0<m) es el angulo entre A y B
entonces: AsB = |A||I§| cosO = ABcos6
= el angulo formado por dos vectores es invariante

respecto de transformaciones ortogonales de
coordenadas.

En las transformaciones ortogonales se conservan las distancias y los angulos entre
vectores.

Propiedades del producto punto: Si A, B y Cson vectores en R", ry s escalares.
Entonces:

(d) AA=

~~
o
N
=
—
>
os ]}
—_—— —
Il
—
=
|
\7/
o
Il
'S
—_
=
.
N —

A|2 =A’>0yAA=0siysolosiA=0
(e) (rA+ sé)-é = r(Aoé)+s(E§-5)
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Producto cruz (vectorial).

El producto cruz Gmicamente esta definido para vectores en R*. Sean Ay B dos
vectores en R*. El producto cruz se define como:

AxB=C=(C,C,,C,) donde C, =) ¢, AB,
.k

0 si dos subindices son iguales
tensor Levi-Civita g, = 1 sii, j,k forman permutacion par de i, j,k

—1 sii, j,k forman permutacion impar de i, j,k
€1 = 8&p =&y = 0 €123 = €33 = &3, =1 €13 = €513 = €3y, =1

sii=11las gy #0 son g,, y &, N\
entonces C, =¢,,AB, +¢,,,AB, =AB, - AB,

sil=2las g #0 son &,, y &,

entonces C, =¢,,,AB, +¢,,AB, = AB - AB, > C=(AB,-AB, AB -AB,,AB,-AB,)

sii=3las g #0 son g, y &y,
entonces C, =¢,,AB, +¢,, AB, =AB,-AB,

Ahora A'(AX B)=(A|’A2>A3)°(AZB3 _&Bz’AjBl _A183>A|Bz _AZBI) 0
é-(,&x E)Z(BlaBzaBz)’(AzB3 -AB,,AB -AB;,AB, _AZBI):O

— c0s0'=0=0"=90°, aqui 0 es el angulo entre A y C }

U
—
?1 :?1
O O
Il Il
oS O

= cos®' =0=0"=90°, aqui 8 es el angulo entre B y C

— C = Ax B es un vector normal al plano definido por A yB

p
X
W

el sentido de AxB es, por convenio, el de avance de un
tornillo derecho cuando gira en el sentido de A a B B
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Si 0 es el angulo entre A y B entonces:
= |é | = |A| | L3>| seno = 4rea del paralelogramo formado por los vectores A y B

B

Alsend

Area = base -altura=||§||

‘A‘ senod

altura

A
De los resultados anteriores podemos observar que el producto vectorial Ax B tiene las

siguientes caracteristicas:

a) Determina el area del paralelogramo formado por los vectores AyB

b) Es ortonormal (perpendicular) al plano de Ay B

Entonces toda superficie plana puede estar representada por un vector normal a ella y de
magnitud igual al area de la misma.

Propiedades del producto cruz: Sean A, B,C yD vectores en R® diferentes de cero.
Entonces si 'y S son escalares cualesquiera:

—Bx A
0siysolosiA=0,B=00sen0=0

(@) Ax
(b) Ax

(¢) Ax A=0 (todo vector es paralelo a si mismo)
(@) (rA)x(sB) =rs(AxE)

@ Ax(3<C) = ()8 {A5)C
(f) (AxBJ{(CxD)=A{Bx(
xB

(@) (AxB)(CxD)=((A

Vectores unitarios. A=(A,ALA)=8A+6,A +6A =D &A

B=
B=

).

& & &
AxB=>e, 6AB =|A A A

o
o

[\S)

0
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Un campo depende de la posicion T del espacio

Campo escalar: Mapeo ¢:R* >R

re— ¢(|_;) = ¢(X1,X2,X3)

Campo vectorial: Mapeo AR o R®

s AF) =] AKX %) A (X X0 X )5 A (X, X, X,)

campoescalar
AR >R

Derivada total.
Sea ¢(r)=¢(F (1)) = (I)(Xl (), X, (1), X, (t)), la derivacion respecto a la variable t se efecta

segun la regla de la cadena:

G i o Bo g0

= = diferencial total de ¢: ddp = Z@dx
dt ox dt ox, dt Ox, dt ox, dt
La diferencial total del vector de posicion T = (X, X,,X;) es df = Z—dx

Coordenadas cartesianas.
Gradiente: V= £8¢(r) , (1) , 8¢(r)J = operador nabla V = (i,i iJ
X

ox X, | 0x 0%, O,
campo vectorial
Divergencia: V-A=%+%+8—A3— oA _v 0 NE.
oX, OX, OX, Z OX; Z‘axi A )

campo escalar
g-A:ZBiA con g:v:(@%’i,a%J
1 2 3

Rotacional: VxA= Z Eij (i}ﬁk (campo vectorial)

(VXA)i:ZSijk(a%JAk IR

8x2 ox, OX, Ox, OX OX,
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Laplaciano: V2¢=V'(V¢)=Zaix£§_x¢jzzg

Propiedades operador V

@ Vx(Vd)) =0

Dem.

(Vx(Vé))=

0(Ve), _o(Ve), o(Ve), o(Ve), o(Vé), o(V9),
X, ox, | ox ox,  0X X,

_| 0% )| 0| [0 O[] 0| 00

X, \ 0%, | ox,\ ox, ) ox\ ox, ) ox L ox, ) ox | ax, | ox, | ox,
T % 0% 0% 0% 00 | (50,0)-0
OX, 0%, OX,0X, OX,0% ~ OX,0X, OX,0X, OX,0X, T T

o0 0%
OX;OX;  OX;0X;

(para campos continuos)

En las definiciones (*) y (**) de la divergencia y el rotacional, observamos que estas se
pueden pensar como el producto punto y el producto cruz, respectivamente, del operador V
con el campo vectorial A , ya que tienen similares propiedades algebraicas.

Tenemos que V x (V(I)) , s de la misma forma que AX(Ad)) , pero: AX(A(I)) :(Ax A)q) =0.

Entonces haciendo A:V, debemos tener que Vx(V(I)):O, tal como habiamos

demostrado.
De igual manera:

(b) V+(VxB)=0
ya demostramos que A«(AxB)=0 y en consecuencia tenemos: V-(V X Ig) =0
(©) Vx(Vxé)z?

Este producto es de la misma forma que: Ax ( B x é) = (A-(f) B- ( A-é) C
Haciendo A=B=V
V x (V X é) = (V-é)v - (V-V)é =7, el operador V debe tener, a la derecha, un campo

sobre el cual “operar”. Entonces reacomodando los términos:
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Ax(BxC)=B(AC)—(AB)C = Vx(VxC)=V(V:C)~(V-V)C=V(V-C)-V°C
= Vx(VxC)=V(V:C)-v*C
Se pueden aplicar el dlgebra vectorial al algebra del operador V, pero teniendo cuidado en
observar sobre quien “opera”, por ejemplo: (V\y) X (V(I)) =?, podriamos estar tentados a

decir que es igual a cero, puesto que es del tipo: (Ar)x(,&s) = rs(Ax A) =0; pero en este

ejemplo los dos operadores V no son iguales, el primero opera sobre y y el otro opera
sobre una funcion diferente ¢ . Y si bien representamos a ambos con el mismo simbolo V,

deben considerarse como dos operadores diferentes. Claramente la direcciéon de (V)

depende de y y no hay razoén para que sea paralela a (V). En general (Vy)x(Vé)=0.

Afortunadamente, no tendremos que utilizar este tipo de expresiones en el curso.

Lo que hemos dicho no cambia el hecho de que Vx(V¢)=0 para cualquier campo

escalar o V-(Vx I§)=0 para cualquier campo vectorial, por que aqui los dos
operadores V actlan sobre la misma funcion.

El inciso (a) Vx(V¢)=0 implica el siguiente teorema:
Si VxA=0=3¢ talque A=V¢
El inciso (b) V-(V X E) =0 implica el siguiente teorema:

Si VeD=0=3C talque D=VxC

El vector de posicion F =(X,X,,X;) y dF =(dx,dx,,dx;)

Ademas, V= % % % por lo que: dreVp=— % —dx, +— % dx, + — d)
ox,” Ox,  Ox, OX, OX, OX,

Pero por definicion de diferencial total d¢ = Z:@dxi = @dxl +— % dx, + — d) X,
T OX; oX, 0X, ax3

do=dreVe |. .. (**%)

este resultado es invariante ante transformaciones de coordenadas ortogonales.
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» Transformacion de coordenadas ortogonales

Elemento de volumen.

coordenada
cartesianas

—
a(Xl’ X2’ X3)

dV = | ————= |dxdx;dx; _ _
O(X[, X5, X3) Jacobiano (representa el cambio del &rea al
nuevas transformar un sistema de coordenadas a otro)
coordenadas
x4 0y
OX;  OX, OXg
. O(X, X,, X oX, OX, OX
Jacobiano = J = (X{ 2 ?) ==z 2
O(X[, X5, %) |OX  OX;  OXq
x o
OX;  OX, OX,
or
. - . . OX
Para un sistema de coordenadas ortogonal los vectores unitarios se definen como €; =—-
or
donde T se pone en coordenadas cartesianas X

Coordenadas cilindricas.

ZA

N>

coordenadas cartesianas P = (X, X,,X;) =(X, Y, 2)

5>

coordenadas cilindricas P =(x;,X;,%;) = (p, ¢, 2)

p

OoX OX OX

— >y % o

J_0kyD) |y oy

op,92) |Op O Oz

X=pCOSQP g g @

---------------------------- y = pseno o 0p 01
X 71=1
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cose —psenp O

J _oy.2) sengp pcose 0| =cosq(pcose)+psenp(seng)=p
o(p. 9. 2)
0 0 1
| dV=pdpdodz

vector de posicion: F=(x,%,,%)=(x,y,2)=(pcose,pseno, z)

» vectores unitarios cilindricos:
or
. 0p _ (cosg,sen,0)
P |oF|  \Jcos? o+ sen’p
op
ar
o _ (—pseng, pcos¢,0)
af‘ Jp?cos? @+ psen’e

= XCOS @+ ysenp

= —XSene + Y cos @

2

o

5o - (001 _;
o 1

oz

estos tres vectores son perpendiculares, ademas p y ¢ no son constantes dependen de ¢,
el Gnico vector unitario constante es Z

en forma matricial:

) cosp senp 0)(X
¢ |=|-senp cose 0| ¥ |= obteniendo latranspuesta de la matriz de transformacion
Z 0 0 1)\zZ
matriz de transformacion
Ilegamos a:
X\ (cose -sene O)(p X = pCOSP— Pseny
J|=|senp cose O ¢ |=13Y=psenp+@pcose
4 0 0 1\ 2 =1
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Il
o -

- ~ A.A:A.A:’Z\.zz
e,-ej=8ij:{f)f) (AP(ZAP 55
po(p:(po = op
PxQ=12; Ixp=0, PpxZ=p (A
é.xéj:ékg,,.k:{p 0= 1xp=@i fx2=p
pxp=Ix2=0xp=0

Ahora el vector de posicion en coordenadas cilindricas se expresa como:
r :(p (p,z): pp+ QP+ 22

or or or| - or or
=dr = :—d +—de+—dz= dp+ odo+|—|Zdz = pdp + pod o + 2dz
Z o 0P 3 00+ 57 927 55 PP 5|90 7, pdp+pdde
:>drzpdp+p(pd(p+zdzz(dp,pd(p,dz)
s, =pdedz

elemento A i )
= de superficie] 3¢ =dPYZ = dS = (pdedz,dpdz, pdpde) = ppdedz + $dpdz + Zpdpde
P ds, =pdpde

Un campo escalar ¢ = ¢(p ¢, ):>d¢_ ¢d +S¢d +8_¢dz
¢
ademas dr = pdp +ppde + Zdz

Ahora de la ecuacion (***) sabemos que: ddp =drsVo

= Vo= —(I) +0= 1% 2@ (gradiente en coordenadas cilindricas)
z

o Tpag
= nabla=V= pi+(p£i+zi
op pop oz

sea un campo vectorial A=Ap+A ¢+ AZ = ladivergenciaen coordenadas cilindricas es

AT AT

VA= [ 5 " aZ]-(App+A\Pq>+Azz)z
A, A 00, 50A

[ +A’ 89+A”6p dp Azﬁpj+

(pl[ o, +A&, AP+A¢8_$+2GA+AZ%J+

p ¢

+z{ A”+Ap o2, A*’az Az Azazj

82
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~

o _0h_or_ot_ob_ot_op_

Usando el hecho que: =0,
8p op Op Op 0Oz 01 O

p_~ 0 .
—=-p, Y €€ =0;
20 =0 20 P,y i = 9jj
- 0 0 0
LAY A A 10y 1OA OA
op p op 82 p&p pop oz

De manera similar, el rotacional en coordenadas cilindricas:
- (.0 .10 0
VxA=|p—+0p=—+7— [x(Ap+Ap+A?Z
[pa P azj(pApcp Az)

P poY
oA, A 5 00, 5OA
[ p+Ap 89+A“’60 op Azﬁp}r

op
1. A o7
+(p><—[p +A, AP A(p Az Az_j"‘
ol o 6(p acp o0 o¢
. AaA op 6A¢ AZ 07
+7 —b 4 +
><paz A”@z (pﬁz A"az AZ
B 0 o ss s
Usando %ch, a—(P——p, Yy € %€ =68
B A ~ oA .0
VAo o0 S[L10A Y, Aﬁ 18AZ 5
. d (@ . oA
L VxAZp 1(3AZ A, +é Ap_aAz n ——(pA(p)—l—p
pop oz oz op p Ip p 0¢
p pp 1
—=VxA= 1 6 i Q
pap op oz
A PA, A
2
el Laplaciano en coordenadas cilindricas sera: V2¢:V-V¢——— o + 12 _42)+8_<l>
ap p° 0p° oz
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AZ
Coordenadas esféricas.

.
coordenadas cartesianas P =(X,,X,,X;)=(X,Y,2) r
d d f' H P: !’ !, ! — ’e’ o~
coordenadas esféricas P =(x;,x;,%;)=(r,6,0) r 056 [0)
X = rsend cos ¢ 0
y = rsenfseno
Z=rcos0 - >
- y
X ____________________________
5 o e senfcose rcosfcose —rsendseng
J :%: % % % =|senBsenp rcosOsenp rsenfcos¢|=
r
O) jor ? cos0 —rseno 0
@ a2 &
or 00 O¢

= Seno cos (p( r’sen’0.cos (p) +rcos0cos (p( rseno cos 6 cos (p) + rsenesen(p(rsenzesen(p +rcos’? esen(p)

= r’sendcos’ ¢(sen’0+cos’ )+ r’sendsen’e(sen’0 +cos’ 0) = r’send

dV =r?send dr do d¢

vector de posicion: T =(x,X,,X;)=(X,y,z)=(rsendcos, rsenfsene, r coso)

> vectores unitarios esféricos:

or
f_g _or (sen6cos , senbsene, cos )

r

= (sen6 cos ¢, senbseng, cos 6)

or \/senze cos’ @+ sen®0sen’p + cos” 0
or
= [ = Xsenf cos ¢ + ysenbseng + Z cos O
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or
- 20 3 r(cosecos ¢, CO0S esencp,—senG)

0=6 =20 = = (cos 6.cos g, cos Oseng, —send)
a r\/cos2 0(cos® +sen’p)+sen’d
00
— 0 = %c0osHCcos -+ § cosHsenp — 7send
or
A r (—senBseng, senb cos ¢, 0 —senBseng, send cos ¢, 0
¢=€, = a(f = ( @ 9.0) :( @ A ):(—sencp,cosq),o)
or r\/senzesench+ sen’0cos’ @ send
o9

= (@ =—Xsene + Y Ccos e
estos tres vectores son perpendiculares, ademéas no son constantes.

r senfcose senBseng cosO \( X

0 |=| cosOcosp cosOsene -—send || ¥ |= obteniendo la transpuesta de la matriz de transformacion
o) —seng CoS @ 0 2

matriz de transformacién

llegamos a:

X\ (senBcosep cosBcose —seng)( f X = rsen0 cos ¢ + cos 6 cos g — psene

Y |=| senBsene cosOsenp cosg || O [={ ¥ =senBsenp+ 0 cosOsene + Ccose

z cos0 —seno 0 Jio 7 = Fcos0—0send

Ahora el vector de posicion en coordenadas esféricas se expresa como: F =rf

:dfzzﬁdxgzﬁ—rdr+6—rde+a—rd(p:
~ox ' or a0 o9

rdr + 6—; 0d0 + 2r pdo = idr + rodo + rsendpde
¢

o
;

— dF = fdr + r0d0 + rsendpd ¢ = (dr,rd6,rsenfde)

ds, = r’sen6dode
ds, = rsenfdrd e
ds, = rdrd@

elemento
de superficie

=ds= (rzsened 0d ¢, rsenddrd ¢, rdrd 6) = fr2sen0d0de + Orsenddrd ¢ + Grdrde
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Un campo escalar ¢ =¢(r,6,¢0)= d¢:%dr +%d9+@d(p
ademas df = fdr +r0d0 + rsendpd ¢

Ahora de la ecuacion (***) sabemos que: d¢ =dr-V¢

= Vé=F—+0
¢ or roe (Prsene [0)

= nabla = V_ri+éli+A 1 0

o roo (prsen(%%

(gradiente en coordenadas esféricas)

00 5100 ~ 1 59
0

sea un campo vectorial A= AF+ AB+ A,¢ = ladivergencia en coordenadas esféricas es

~ [~0 210 . 1
VeA=IT—+0——+ F+AO+
[ar r oo (prseneacpj(A A A“’(P)
[ L OA oF -~ OA, GAP

=Sl Ir——+A —+0—+

( or A’ar or Aear or A"ar
1~(.0A . of ~oA , 00 .0A . 0

+—0 r——+A —+0—+A —+0—+A — |+

: ( A" A9ae o0 A‘“ae

. o~ 6
08 r%+ﬁ¥ﬂ+0%+Ae A" Ap
rseno o o op 6(p ﬁcp 6(p
or 86 8(p 8(p 8_? 0 N 8_?

or or or o9 00 0

~

Usando : —

A~

@: cos 0, ﬁz —sendr —cos 00
o op
. 9]
— VA= aAr 1('“» +%)+ Asen9+Aecose+i
o r 00 ) rsend 2l0)

or r rod r rsen®  rsend oo

- 0
:>V-A_i£r %+2Arrj L (senea'%+A\gcoseJ+Li
r or rseno 00 rsend oo

-~ 10
:V-AZFE(I’ZA)+

0
L i(Aesene)+ L%
rsend 00 rsend oo
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Ahora, el rotacional en coordenadas esféricas:

. 0 A18+A 1
or r 0o rsend o

j (AF+AD+AD)=
. . .
e [ a(;A: Aar aAe Aaae oA,

or or ar

g
3

—+
+

Ao

+ré(aaA AYar AaAg Agae N A
o

A0

00 66 00
. or 0. P
+ ! (px( A’ Ar r 8Ae A8 +(p A”+ (PJ
rseno (p acp op op [0)
Usando o @ % a(p =0, ﬂ:é, a—:—F, ﬂ:sene(b, @:cosecb,
or or or 00 00 00 o0 o
%:—sener—cosee y €x€ =8g
o
- . ~ O N 0 A " A N
SVXA:@%_ i 1 —(p8A+(pAe+ A + ! eaA 6A9 A@( 63en6+rcos@)
or o r 00 00 rsend\ oo

:VXA:F(EGA‘”+A”COSO— L ap‘*j+é£ ! aA_aAp_ij (p[ap\e_l% 1A9J

r oo rsend  rsend o rsen@ op or r o raoo r

bl - S

rsend op send op or
Fr0  rsenod
o V X A = 3 1 i i i
reseng|or 00 o
A TA, TrsenbA,

el Laplaciano en coordenadas esféricas sera:

2
V= VVd)_ (r ad)j # [se 54)) L 5 8—42)
Zor or ) r?send 00 00 ) r’sen’d d¢
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Integral de linea.

Sea A un campo vectorial en R® que sea continuo sobre la trayectoria ¢ : [a,b] - R,

Definimos IA-dF la integral de linea de A a lo largo de ¢, como:

j AsdrF = [ A(c(t))«c'(t)dt

D C——y T

Ej. A=x*R+Yy*J+22%2
¢ — parabola y*=x entre (0,0,0) y (2,\5,0)

y fijando x:

c:(x,\/;,o):c(t):(t,\/f,o)

¢ = [1,1 x_%,Oj —c'(t) = (1,1(% , 0)
2 2

! . ! : 2
" ’ o i jﬂ-df:j(t2+lt%jdt=§+&
) ) 3 3

2

Fijando y:

c=(y*y,0)=c(t)=(t*,t,0)=c'(t)=(21,1,0)
Alct))=t'8+t°y ;  A(c(t))c/(t) =2t° +1

_ V2 o 3 V2
:IA-dF:I(2t5+t2)dt_— —| =
c 0 3 0
LA v20 24 25 (Y2 2 52
De otra manera: A=X"X+Yyy+z z_(x,y,z) 120
Asdr = | (X2, y?, z%)(dx,dy,dz) = [ x?dx+ y?dy + z’dz  Pero: y=x
I !( y?.2* s(dx, dy )! y’dy V—xm o dx
2ydy =dx => dy=—=

2y 2Jx
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Integral de superficie.

J.A-d§ =I Asids  donde fi=vector unitario, normal a la superficie S

A
superficie abierta Q
n
o A=r
Superficie cerrada ) )
Radial hacia afuera

A=F

Ej. Sea A= yzXk+ 2xy + xy?2
S — primer cuadrante de un circulo de radio a

y XZ + y2 — a.2
A . PN
a la superficiees L a z ..n=2,-Z
tomando n =7
«
I Aeds = I Aeids = J' xydxdy
a > X
A
— .

Integrando primero sobre “y” con x = constante, .
luego sobre todos los posibles valores de x dx

P:(x,(az—xz)%) ay

J' Aeds :T de(a?ij)“ ydy = jl xdx (% yzj(a o
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Teorema de la divergencia.

Sea A(F) un campo vectorial con segundas derivadas parciales continuas y V un volumen
con una superficie cerrada S(V) entonces:

jv-Adv <_§ A«ds — flujo
S(V)
Comentario. El flujo rotacional a través de una superficie cerrada es cero:

36 (vxZ\)-d§=jv-(vXA)dv =o:>3[> (VXZ\)-d§=o:>va:o
% S(V)

S(V)

~ k. . . :
Ej. Sea A— —r , comprobar el Teorema de la divergencia considerando el volumen entre

dos esferas concentricas deradiosR1 Y Rz, R1 <R3

z ds =(rzsen9d6d(p, rsenodrd ¢, rdrde)
R _
2 j Aeds =I Aends
y ; ;
R
S, >R :fi= —F} id
A A (= Aends = Ads + Ards
X Sg - R2 n=r qj S(rIRl) s(rIR :

T T 2n
qSA-d§: ” Rlsenede(p+ ”—stenedad(p— 4?k2 + 4?k2 =45 k{ 1 }_2}
s 00 R R, Ry~ R1

Ahora, por otro lado:

VeA= ii(ﬁ Lj = Li(r‘”*z) = %((—n +2) r(’””)) =(-n+2)kr "

n Ry —n+2 Re
J'V-AdV:“'j(—n+2)kr "Dr?senodrddd ¢ = 4r(—n+2) kjr dr =4n(-n+2)k ' }
00R (_n+2)

Ry

:jv -AdV =4n k{ = LZ}
RZ Rl

g@ Aeds = j V.AdV
s \%
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Teorema de Stokes.

Sea A un campo vectorial con al menos segundas derivadas continuas y sea S un area
orientada de contorno C entonces se cumple que:

§ At (7 s

S

Comentario.
Para un campo vectorial conservativo se sabe que 3 un campo escalar ¢ tal que A=V¢

= VxA=Vx(V$)=0=VxA=0=> por el Teo.Stokes: cﬁ A«dF =0 (independencia del camino)
En la otra direccion si <j§ A«dr =0, para cualquier camino cerrado C
= .[(V X A)-d§ =0 para una superficie S cualquiera, con contorno C.

= Vx A=0 (no tiene vértices)

Ej. Dado A= xyzX+ x?yy , comprobar el Teo. Stokes para un camino cerrado sobre el plano
z =1, dada por lacurva y =1—x’ y la interseccion con y =0

y
9
oy
Xyz x°

o S,) | » N
o Z

= VxA=gxy+Z(2xy—xz)
2=1=>VxA=yxy+2(2xy—x)

ds = Ads = Zdxdy

[(vxA)d

s 1 0

v
Il
—
—

y:l—x2
(2xy —x)dydx = Zjdx[ZXy?z— xy} = Zjl[x(l— X2 )2 - x(l— X2 )}dx
0 0

0
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1
= (v} -2 [x(1—2x2+x“)—x+xs]dxzZI(‘X”XS)"X:Z{_TX:X?}O:
+1J:2(—3+2j:_1
6 12 6

@A-dr:}i&(c(t))-c'(t)dt: [ Adr+ [ Audi- | A-dr:iii-dr—_f/&-dr
c a y= 0

0 1

y=1-x° y=1-x
si y:O x>0 x<0
A=0

z=1

A= xyz>“<+x2y§/lxyf<+x2y§/

c=(x1-x"1)=c(t) =(t.1-t*,1) = ¢'(t) = (1,-2t,0)
A(c(t)) =t(1-t*) R+t (1-t*)§

c(t))c'(t) =t(1-t7)—2t° (1-t*) =t —3t° + 21°

<J'> AsdF :jl(t —~3t°+2t° )t —:fl(t —~3t°+2t° Jdt = [£—3i4+2—t6j
c 1

e oat )
____+_
) 2 4 6 ) (2 4 6}
[ 6t?—ot* +4t°

12

1 1 1

12 12 6

-1

: ([ 6t* -9t +4t°
12
1 0

Funciones de coordenadas relativas

Constantemente se encuentran funciones que dependen exclusivamente de las diferencias
entre coordenadas, es decir que son funciones de las combinaciones x—x',y-y',z—2'

estas combinaciones son simplemente las componentes del vector de posicién relativa R

r=(xY,2z)
F' — (X” yl, Z')
R=F-F=x-xX)X+(y-y)y+(z-2")2

>y
X
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Las funciones de este tipo tienen propiedades que permiten simplificar muchas expresiones
Sea funa funcion de este tipo, f podria ser un escalar o la componente de un vector.
i (§)= f(x-x,y-v,z2-2")=f(X,Y,Z)
Por regla de la cadena

of _of ox _af of _of aX
ox oX ox oX
_a(R)_a(R)

o _otox _ o
o oX X oX

P o existen expresiones similares para derivadaseny y en z
X X
vezZi92: L L v (R)=Vi(R)

ox' “oy o

=V y V' pueden intercambiarse cuando se manejan funciones de coordenadas relativas
intercambiando el signo.

Si un vector A es funcién solamente de coordenadas relativas, tenemos que:

o i ) ~ VeA=-V'"A
A= (R):(/A&(R),Ay(R)fAz(R)):{VXA=—V’XA

Y +¥J no cambia, ya que:

o't _ofaty_of_of __i(ﬂ __i(_ﬂj_ﬁzf
ox>  ox\ox) ox\ ox ox'\ ox ox'\ ox') ox”?
de forma similar para las derivadas con respectoay y z

V2 =V3f

2 2 2
Ahora el operador Laplaciano[v2 =VeV = 6_2+ 0 0

Ej. El vector de posicion R=7 —F' = (x—X)X+(y—-y)y+(z—2)2

—R= [(x —X) +(y-y) +(z- z’)ﬂ% = (R) ejemplo de funcion de coordenadas relativas
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Se encuentran resultados similares para funciones de R:

99(R) _09 R _dg g
ox  Rox dR

en particular V(R”) = —V’(R”): nR™R

Sin=-1:V ljz_v’ 1 :_iz_ﬂ
R R R2 R3
la componente en X es:

X — X! 2
i(lj = _i(ij = _( 5 ) , derivando de nuevo: 8—2
ox\ R ox'\ R R OX

similarmente paray yz:

6_2(1):_1+M

ayZ R R3 RS

o (1 1 3(z-2)
P Bl R
oz \ R R R

R, , de maneraque Vg(R)=-V'g(R)=

(

1

R

dg(

R)

=R

drR

j:

2
Vz(%]:_%+%=0:v2(%):v2(%j=0 (para R = 0)

A —

Como V> =VsV y v(%j:-v{l}—i:—%, entonces

R R?
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