e Teoria microscopica de los dieléctricos.

Polarizacién molecular
p.=aE_..(1)
donde P, =momento dipolar promedio de una molécula
o = polarizabilidad
Em = campo eléctrico polarizante que actia sobre la molécula.

Objetivo: expresar o en términos de cantidades macroscopicas tales como la susceptibilidad
Xe O la permitividad .

El campo E,_ responsable de la polarizacion de la molécula es el campo eléctrico total en
una posicion molecular del dieléctrico, y es producido por el campo promedio
macroscopico E y por el campo Ep (campo eléctrico debido a los dipolos del material)
producido por todas las moléculas polarizadas del dieléctrico (con excepcion de la
molécula en el punto en consideracion). Entonces: E, =E+E,

Alejandose de la molécula en cuestion, los dipolos apareceran como distribuidos en forma
continua, por lo que es apropiado describirlos en términos del momento dipolar uniforme

por unidad de volumen P .
(2)...P = Np,, = polarizacion, donde N es el nimero de moléculas por unidad de volumen.

Los otros dipolos que estan muy proximos a escala microscopica (a una distancia r’que
define el radio de una esfera) apareceran como dipolos discretos localizados en puntos
especificos.

Por lo tanto dividimos el dieléctrico en dos regiones, en el exterior de la esfera de radio r’
los dipolos seran descritos por Py contribuiran con E; a E_; mientras que en el interior

de la esfera se les tratara en forma individual y su contribucién a E serd E'.

~E =E+E +E

—

—» E

T ¥ 3 . 1]
Dieléctrico E Esfera de radio I
S
%Y — _|_
Em

Para el material en el exterior de la esfera de radio r' sus propiedades eléctricas descritas

por P se ven representadas por las densidades de carga de polarizacion: volumétrica
p, =—VeP, ysuperficial 5, = Pe.
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Pero para un material dieléctrico homogéneo p, = ~VeP=0 ya que:

Por definicion
B-s,E+P=P=D-gf

— —

Pero D=¢E =

o N . . |
D= V.P= VeD=-—%p , dondepes la densidad de carga libre

s_ (a7l

r

p pero para el dieléctrico p=0 = p, =0

Ahora sobre la superficie esférica

_ b o - 5
G, = Pei = —Pef’ = —P cos 6’ Dieléctrico
Pp,=0
£ =——[2FR
ne, v R
donde R=|r—7|=[0-F|=r'
=E, = 1 J.dezsli 5,
4dme, v R
1 ds’ | - Pcos0ds’ o't seng'da’d send’ cos ¢’
=E = y chyzs (~#")= - J~ cos,'2 S'ar_ ) II P cos Sen ¢’ send/'seng’
. r
TC80 S TESO s TESO 00 cos e,
U 3 ’ s
= E, .[d(PJ‘COS 0'sen6’'d6’ = P J.cosz 0'senf’dd’ = P cos&) P (g):i
i 4n80 2g) % 2¢g, 3 o 28,\3 3e,
—E -
3

Falta por calcular la contribucion en el interior de la esfera (cavidad) donde los dipolos se

les tratara en forma individual y su contribucion a sera E’. Considerando un material
homogéneo si hay muchos dipolos en la cavidad y estdn orientados paralelamente pero
distribuidos al azar en su posicién y si no hay correlaciones entre las posiciones de los
dipolos entonces E'= 0 (debido a que estan distribuidos al azar, la suma de las
contribuciones se anula).
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Veamos que pasa si los dipolos no estan distribuidos al azar, si no que estan situados en
posiciones atomicas regulares; haremos los siguientes supuestos:

(a) Todos los dipolos atdmicos son iguales en su valor absoluto y en su direccion.
(b) Los dipolos estan ordenados en una red cubica con constante del cubo = a.
Entonces podemos escribir para las posiciones de los dipolos:

i =a(i, j.k) Vi, j,k € Z, con el origen en cualquier nodo de la red.

Asi T se refiere a la distancia en multiplos de la constante a en la direccion de los ejes de
la estructura cubica.

Recordando que en el punto 0 un dipolo en el lugar F causa el campo eléctrico dipolar ED ,
que esta determinado por la ecuacion

e __1 {3(r.p)5r—pr2]

° 4ne, r

entonces en 0 un dipolo en el lugar T, de la red cibica causa el campo eléctrico dipolar

1 3(ﬁjk'ﬁ)rijk_pnﬁ<
€9

5
4n ik

Ei}k , dado por: Ei]k =

hallamos el campo total con la suma sobre todos los indices 1, j, k que corresponde a los
lugares dentro del volumen de la cavidad:

~ - 3(F, «p)F, — pr?
E':ZEi}k _ 1 Z( ( ijk p) ik — P uk] sustituyendo ﬁjk =a(i, j,k)

5
ijk 4me, i Fi

! ! 3(ipX+jpy+kpz>(i’j’k)_(px’ py: pz>(i2+j2+k2)
E= 4me a3 Z . . 7
0% ik (|2+ j2+k2) 2

La componente x se expresa como:

e 1 3i(ip, + jp, +kp, ) - p, (i*+ j* +K*)
X 47[80a3 ijk (|2+ JZ+k2)%
ij ik e
usando el hecho quezz = — =0, yaque los indices 1, J, k

ijk (i2+j2+k2)% %(Iz_i_ j2+k2)é

en todo el volumen pasan por los mismos valores positivos y negativos .
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y que por la simetria cibica ocurre que:
2 +2 k2

Z I %=Z J )%=Z

ik (i2+ j2+k2) ik (i2+ i +k? ik (i2+ j2+k2)%

nos queda para la componente x:

L 3% p, - p, (31°)
E )%

o = 5 =0, similarmente E; =E/=0 =E'=0
475803 ijk (

i+ j°+k?

que para distribuciones muy simétricas E' =0, nos permite suponer que para conjuntos de

moléculas irregulares también E'=0.

= = = = = P
entonces tenemos .. E, =E+E,+E'=E +3—
€

Combinando esta ultima ecuacion con las ecuaciones (1) y (2) obtenemos:

P=Np, =NaE, = Noc[ﬁ +3LJ, ahora sustituyendo P =g,y E
€
e E = Na| E+ fkeE :Na[1+&jézaoxe=Na(1+&j:>a= Eoke __ _3Eoke
3¢, 3 3 N(1+Xej N(3+x)
3

Pero y,=¢,-1 =a= 3€5Xe _ 380(8r_1) :380(8r_1)
N(3+x.) N(3+e-1) N(2+¢,)

a= 3& gf—_l — ecuacidén de Clausius-Mossotti
N (g +2

Moléculas polares.

Una molécula polar presenta momento dipolar permanente aun en ausencia de E_, pero

estos dipolos individuales estan orientados al azar, por lo que la suma de sus contribuciones
se anula a nivel macroscopico, por lo que porciones macroscopicas de un dieléctrico polar
no estan polarizadas.

Si el dieléctrico polar se somete a un campo eléctrico, los dipolos tienden a alinearse.
Teoricamente si el campo es lo suficientemente intenso los dipolos se alinean por completo

y la polarizacion alcanza el valor de saturacion P, = NP, , pero en realidad la polarizacion

P esta lejos de IS’S P ISS, y si la temperatura se eleva la polarizacion se vuelve atn

menor.
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La falta de alineacion dipolar completa se debe a la energia térmica de las moléculas, que
tienden a producir orientaciones aleatorias de los dipolos.

A fin de encontrar el momento dipolar promedio para condiciones de equilibrio a una
temperatura dada, se debe recurrir a un resultado de la mecanica estadistica que expresa que
la probabilidad de encontrar un sistema en un estado cuantico de energia W, esta dado por:

g PV 1
P (W )=—=——— donde f=—
n(Wn) Z o PV, p T
k = constante de Boltzmann =1.38x107> ‘%< y T = temperatura

el denominador es a fin de que la probabilidad total de encontrar el sistema en algin estado

sea 1, es decir(ZPm :1].

Sea yuna variable dindmica de interés cuyo valor en el estado m-ésimo es y, su valor
promedio  estara dado por la  definicion usual de un  promedio:

D ye

<\|J> = Z\yum = ”‘Z:e—_ﬂwm , en el limite donde es aplicable la mecénica clasica:

Z—>I dp,dV , donde P, es el momento lineal

_ J-Wme_me dpl dv
- [e ™~ dp,dv

por lo que <\|1>

Ahora
W_ = energia potencial de un dipolo en un campo Em =U,=-

m

p-E, =—pE, cosO
donde p es el momento dipolar

entonces
H”U p cos 0’5 <*dp r’senddrd0d ¢ I d(p_[ rzdrjjj dr)lf p cos 0efP5*’senpd o
(pcos@)=2""D =2 I
J'”J'UeBpEm""S"dﬁlrzsenedrded(p do|rdr|{|dp [ ePPEnc5en0d 0
o0 r P v([ vr[ J.vi!-J- Iv([
f p cos 0P *?sen0d O
= < p cos 9> =0 — transformando cos0 =p = senbdd =—-du

Ieﬁ”Em“’sesenede

0
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1
J' ppefPEnrd c pj'ueyudu
:><pcose>:*‘1—,sea yz[&pEm:iTm :><pcose>— =
J'eBpEmudu J'eyudM
-1 -1
i
1 uedu
ahora como i(lnv):lﬂ entonces: — lnjey”du _ldv_ -
y v dy dy| 7 v dy Iey“d
4 u
v -1
i
p|upetdu | |
= <pcos(9> == pdi(lnj.eyuduJ - piln(Ley“j - piln(L(ey _e—y)J
yu yu 5 dy y _l dy y
je du
-1

el —e”

pero por definicion: senhy = ( j = e’ —e =2senhy

d 1 y 1 1
0)= p—In| —2senhy |= 2senhy| —— |+ =2 h
= (pcosHh) pdy n(y y] p(zsenhy{ y( y2J+y cos yD

= < p cos 6> =p [coth y — Lj — formula de Langevin . Sea (coth y _lj: L entonces
y y

se puede graficar L como funcion de y, por ejemplo usando Mathematica

1 1

nfl]= L = {Tm[ﬂ =

infz]= Flot[L, {¥, 0, 13}, Flot5tyle — {Hue[0.7]}, AxesLabel —"L{¥}"]:

Loy

PE,

y:BpEm:k_T o
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Se observa en la grafica que para valores de 0 <y <2 la relacion es lineal.

Para los materiales polares resulta que y <1-—caen en la region lineal, por lo que puedo
desarrollar la cothy en serie de potencias y tomar hasta el término lineal del desarrollo:

3

cothyzl+l—y—+...zl+l
y 3 45 y 3
1 1y 1 y
= (pcosB)= p[coth y——jz p(—+——_J: p=
< > y y 3.y 3
1 p’E,, : . :
= <p cos 9> = 3 py = KT = momento dipolar efectivo promedio
entonces
1 p’E 1 p’E
P=N 0)=>—P= 0)=——",Pero —P=p, =0k, = aE, =——"
<pcos> N <pcos> 3kT N Pn = 0En = 05 3KT

2

P

=0 = — Ley de Curie para dieléctricos

o = polarizabilidad por orientacion.

Polarizacion permanente (espontanea).

Em =E +3i para que la polarizacion sea espontdnea no debe haber campo
80
. . P
macroscopico E=0 .. E =—
3e,
P= NaEm =N oci = No P= No =1-> condicion de polarizacion permanente,
3e, 3¢, 3g,

materiales ferromagnéticos

. . N
para la mayoria de los dieléctricos 3—(1 <1
80

El Titanato de bario BaTiO; presenta momento dipolar espontineo a temperaturas
inferiores a 120°C (punto de Curie del material).
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Modelo de dipolos inducidos.

Sea una molécula no polar en la que los centros de gravedad de las distribuciones de carga
positiva y negativa coinciden (moléculas simétricas: Ha, N, O, 6 moléculas monoatémicas
He, Ne, Ar).

Se supone la molécula mas sencilla: un atomo eléctricamente
neutro, y se usa el modelo clasico que consiste en considerar
a la carga negativa como una nube rigida y simétrica de
electrones de radio constante Ry, con densidad uniforme en r
<Rpynulaen r>R,.

El origen se toma en el nicleo (+) con carga Ze, donde Z es
el nimero atémico

Al aplicar un campo eléctrico se provoca un desplazamiento relativo de las carga positiva y
negativa, formando un dipolo (dipolo inducido). La nube electronica se considera rigida por

; lo que no sufre distorsion. Entonces habra una fuerza
entre la carga del ntcleo y la nube electronica que tendera

a restaurar la configuracion original F = ZeEm

Suponiendo aplicable la ley de Gauss, la carga negativa
que atrae al ntcleo es la

parte de la nube dentro de
la esfera de radio x,

.

por lo que la carga que atrae al nucleo es la contenida en el volumen de la esfer de radio Xy
AV =fnx3
3

considerando que la densidad de carga es homogénea

_ :>Qx|5 :Qnubc :>Q|:Q X—S :ZEﬁ3
p Xo P nube 4 4 X|s nube R

3
g TCXS 5 TERS RO

3
- E, 4mx = % E[ﬁj = Zex, = 4ne RIE,
80 80 0

pero Zex, = p, =ak,

= p, =aE, =4ng,RE, = a=4ng,R;
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o =4ng, R polarizabilidad por deformacion
igualando esta ecuacion con la de Clausius-Mossotti, se elimina a y se puede determinar

que Ro= IR, = 1A

para moléculas diatdmicas simétricas, se aplica por separado el modelo a cada uno de los
atomos para obtener o , o y entonces o = o + 0

en los materiales puede haber tanto polarizabilidad debida a dipolos inducidos como
también debida a moléculas polares, por lo que la polarizabilidad total sera:

o, = polarizabilidad por deformacion + polarizabilidad por orientacion = o + ol
2
o, =0+ P
3KT

— ecuacion de Langevin Debye.
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