Algebra lineal

teoriay

ejercicios

Hector F. Godinez C.
J. Abel Herrera C.




COORDINACION DE MATEMATICAS
DEPARTAMENTO DE ALGEBRA LINEAL
AGOSTO DE 2011




FACULTAD DE INGENIERIA

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

HECTOR F. GODINEZ C.
J. ABEL HERRERA C.

ALGEBRA
LINEAL

teoria y
EJERCICIOS

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS BASICAS



ALGEBRA LINEAL
Teonia Y EJERCICIOS

Prohibida La neproduceifn total o parcial de esta obra
pei cualquier medio, s.in awtornizacibn escrita del edifoxr.

DERECHOS RESERVADOS © 1987, nespecto a La primera edicién en espaiiof pon fa
FACULTAD DE INGENIERIA

UNTVERSTDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Ciudad Univernsitarnia, México 20, D.F.



e%é/oyo

La presente obra, cuyo contenido fundamental es de efercicios y. no
de teonia, tiene como proplsitos fundamentales constituin un complemento de La
clase de dlgebra Lineal para Los alumnos que cusan esta asignatura en La Fa-
cultad de Ingenienia y un material auxiliarn de La ensefianza para el profeson
que La impante, pudiendo ser udada, ademds, en otras insiituciones donde el 42
gebra Lineal forma parte de Las asignaturas que contribuyen a f£a formacibn pro
gesdional.

La obra comprende seis capitulos. Cada uno de ellos, comienza con
un examen diagnbsiico, el cual contiene preguntas y efercicios alusivos a con-
ceptos antecedentes indispensables, que nequierne conocer el alumno, ¢ §in de
que pueda estudian convenientemente el capliulo correspondiente. Enseguida se
presenta una introduccidn, donde se da un panorama general sobre el contenido
tebnico del capitulo.

Cada capitulo contiene una o mds secciones que Lncluyen Leoria y
ejenciedios. En La pante tebnica se presentan, en algunas secciones, conceplos
esenciales del dlgebra Lineal, con el obfeto de que el estudiante acreciente y
neafinme sus conocimientos sobne ellos, en ofnas, fa parte Lefnica incluye apli
caciones de Los conceptes. En cualquien caso, se concluye con actividades com-
plementanins,

Es impontante insistin en que se presupone que anfes de Leer fa parte
tebrica de cada capitulo, el estudiante ya conoce Los conceplos que trata.

Los ejercicios de cada capltulo, han side clasificados en Trnes par-
tes: ejencicios prwpuestes, efercicics adicionales y examen de capitulo. los
efencicios prepuestos pretenden contnibwin a una mejon comprensidr. de Los con-
ceptos y a La adguisicibn de unz magon habilidad en ef. uso de cllos. Los ejern
cieios adicionales tierer, en general, un grade de dificuliad mavon que £os
propuesteos e incluso presentan alguncs corceplos que no pertenecen al cunso,
pero que se estd a un paso pona su cstudic., Ustes eferededos prncetenden moti-
var af estudiante a prefundizarn o adiuanin un conocimiento mayon de Los Ze-



mas del dlgebra Lineal. AL §inal de cada capftulo se presenta un examen, como
uno de Los elementos que peumiten al alumno aufoevaluarse en Los conocimientos
def cornespondiente capiiulo.

Finatmente se¢ propone un examen general, a §4in de que el estudiante
pueda danse cuenta 84 ha adquirido Los conocimientos y habilidades esenciales
del dlgebra Lineal.

Esta obra contiene un total de 566 efencicios, cuyas hespuesias se
incluyen al §inal, pretendiendo con ello que el profesor y el alumno dispongan
de. un material suficiente y variado que contribuya a un estudio eficaz del d2-
gebra Lineal.

S bien cada capitule presenta, en fa parte febnica, s6L0 algunos
conceptos, Los efercicios incluyen a todos Los conceplos def programa de La
asignatura de dlgebra Lineal de La Faculiad de Ingenieria.

Esta obra esid basada en el Cuaderno de trabajo de dlgebra Lineal
que efaboramos confuntamente con ef UR. GUILLERMO MONSIVAIS G y el 1ING. H.
CARLOS HERNANDEZ G., ambos profesones de La Facultad de Ingenienia.

Es de justicia reconscer que fa elaboracibn de este material educati
vo pudo Llevarse a cabo gracins a Las Licenciadas IRMA HINOJOSA FELIX y MARIA
CUATRAN RUIDIAZ, quienes nos brindaron todo su apoyo y supleron onientarnos y
diniginnos en el proceso editonial.

Agnadecemos también a ARACELI MORA ARCEQ pon lLa dediecacién y esmeno
que ftuvo al mecanografian el manuscrnito, asi como al seiion ADAN CASTRO FLORES
por su colabonacifn en Los dibujos, grdficas y signos especiales que La obra
nequinis.

Conscientes de que esta obra puede tenern fallas, agradeceremos Las
sugenencias y observaciones que nos hagan LLegan profesores y alumnod para me-
foran futuras ediciones.

HECTOR F. GODINEZ CABRERA Y J. ABEL HERRERA CAMACHO
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CAPITULO 1

Sistemas
de
Feuaciones
Lineales



EL dlgebra Lineal es el estudio de Los espa-
cios veetoniales. Este estudio LLeva cqnsdigo a
su vez, de una manera intninseca, ef estudio de
matnices, espacfos y formas algebraicas. Las
Lteonins de estos trhes conceptos estdn unidas
Ztan estrechamente que se¢ puede afiwmar que La
mayoria de Los probLemas def dlgebra Lineal ad
miten, de una manera natural, un enunciado en
ténminos de cada uno de Los tres conceplos men
clonados .

EL estudio del dlgebra Lineal se presenta
como una magnifica oportunidad para comprender
Lo precisidn de un argumento matemdtico, para
inicdanse en La consthuceibn de demostraciones
y para desarvollan La habilidad en el manejo
de Los conceptos abstractos.



Exvamen Dia g7 cdslece

A continuacibn se presentan algunas preguntas sobre antecedentes
indispensables para estudian este capitulo. Trata de nesolverlas y compara
tus nesulitados con fas soluciones presentadas después de Las preguntas. S4
adn tienes dudas de clmo se nesuelven, {ntenta esclanecerfas Leyendo Los te
mas que se sugleren en La biblioghafia propuesta al §inal de este examen.

1.- Dada La ecuacifn Lineal: 3x - 4y + z = 0, escnibe en el panéntesis
sdguiente La Letna que conresponda a una sofucibn de esta ecuacdibn --{ )

A) x =1 B) x=0 C) x=1 D) x=3
y=0 y:z Y= y,_4
z=0 z=1 zZ= zc1

2.- Un mEtodo Gtil para resolven sisiemas de ecuaciones Lineales que sean sex
cillas es el de sustitucibn. Se aplicand al sistema

x + 2y = 10
X -2 = -1

Pana ello, se despeja una incdgnita de una ecuacidn; por ejemplo x de La primena
ecuacidn; se obtiene: x = . Esta varniable se "sustituye” en La otra
ecuacidn; en este ejemplo se obiiene una ecuacidn en y: , de donde
y = ; por Lo tanto, x =




3.- Dado el sistema de ecuaciones Lineales:

x+ Yy = -3
3Ix -4y =5,

escnibe en el panéntesis siguiente La Letra que corresponda a una solucibn de

este s48tema. - = = - = = = = = = = - - - - s & & - = - o= - - - - .- ( )
Al x =0 B} x =1 C) x=-3 D) x=-1
y=10 y=2 y=0 y=-1

4.- 0tro método usual para nesolven sistemas sencillos de ecuaciones Lineales
es el de igualacibn. Se aplicand para nesolver el sistema

X-4y =3
3x + 4y = 1

Se despeja una incdgnita de ambas ecuacdiones, pon ejemplo, x de La primena; se

obtiene x = y de La segunda ecuacibn se obtiene x =
"Igualando” ahora Los valores de x se obtiene La ecuacibn en y: ,
de donde y = ; pon tanto, x =

5.- Completa cornrectamente La sigulente proposicibn: "Si tengo once monedas re
partidas en valores de uno y cinco pesos, cuya suma da un total de 39 pesos,
entonces el nfmeno de monedas de $ 1 es yde $ 5 es ",

6.- Responde comrectamente La siguiente pregunta: S{ un bote navegando a velo-
cidad constante en favorn de La comriente recorre 12 km en 3 horas y navegando
en contra de La conniente recerrne La misma distancia en é6 hornas, ;cudl es La
velocdidad del bote y cudl Lea de La conriente?

Respuesta:




RESPUESTAS

1.- (c)

~
.
]

x=5-~y; ecuacibn en y: 5-3y=-1, de donde y =2, por Lo tanto, x =3.
3.~ (D)

4.- ... x=3+4y, y de La segunda ... x=—13—(1 -4y) ; La ecuacibn en y:

3+4y = %— (1 -4y), de donde y=——%—; porn Lo Zanto, x = 1.

5.-De $1esdyde$ 5es 7.

]

6.- EL bote a 3 km/h y La comniente a 1 km/h.

BIGLTOGRAFTA

EL tema central de estas preguntas es Sistemas de Ecuaciones Lineales con
dos incégnitas que puedes estudiarlo en:

- Algebra
de Awrelio Baldon
Edit. Publicaciones Culturales, S.A.
Pdginas 319 a 344.

- Algebra Supenrion
de Murnay Spiegel
Edit. Me Graw-HRL, sendie Schaum
Péginas 100 a 109



Inlroduceidr

Nuestrno cunso de degebra Lineal Lo empezaremos con un breve estudio
de Los sistemas de ecuaciones lineales. En este capltulo estudiaremos La neso-
Lucibn de estos sistemas porn el método de eliminacidn de GauAA1, que por su sen
cillez de aplicacibn a sistemas con mds de dos ecuaciones y mds de dos incégni-
tas, es el mds usado.

EL dominio de este tema e indispensable para poder estudiar Los 84
guientes temas del cwnso de dlgebra Lineal, y al mismo tiempo en algunos de
estos temas se desarrollarndn otrnos métodos que ayudandn a complelarn el esiudio
de Los sistemas de ecuacdiones Lineales.

Existen divensos problemas {Lsicos, econbmicos, geométricos, ete.,
que pueden expresarse en té&uminos de sistemas de ecuaciones Lineales, como pon
ejemplo:

EL equilibrio de sistemas de fuenzas (Gtiles en problemas de cons-
bwcedibn), anflisis de cincuitos elbetricos, anflisis simples de tréfico de
vehiculos en una ciudad o encontran el punto de internseccifn entre dos rectas
que 4e contan.

Iniciarnemos este capliulo planteando un sistema de ecuaciones Linea-
Les a pantin de un sencillo problema de aplicacibn y nelaclondndolo posternion-
mente, con su {nterpretacdidn geométrnica; mds adelante, fe propondremos una se-
rie de ejercicics de diferente grado de dificultad que te ayudardn a complemen-
wan tu estudio sobre Los sistemas de ecuaclicones Lineales.

len algunos textos a este método se le llama método de Gauss-Jordin o método

de reduccidn.



SFrstemas
de

Ecuactones Lineales

Con el §in de LLustrar el concepto y aplicacifn de Los sistemas de
ecuaciones Lineales, considenemos el siguiente ejemplo:

Supongamos que una {ébrica compra X nfimero de tractornes y Y nfimero
de camiones, por Los que pagf un total de 11 millones de pesos. Si el precio
de Los tractores es de trhes millones de pesos, ef de Los camiones es de dos mi
Lones, y el nfimero total de objetos comprados fue de cinco, deseamos determi-
nar cudntos camiones y cudntos tractores comprb.

AL Lgual que muchos problemas, el primer paso para nesolverlo consis
Le en escrnibin el problema en Lenguaje matemdtico.

Seglin Los datos del problema, sabemos que el nfmero total de objetos
comprados es 5 y es La suma de X més Y. Pon Lo tanto, escnibimos:

X+y=5 (1)

Adem&s, como ef precio pagado por Los thactores fue de 32X y el pagado
pon Los camiones fue de 2Y, podemos escrnibin:

X+ 2y =11 (2)

EL problema se ha reducido a obtener Los valones de X y V que satisfa
gan simultdneamente Las ecuaciones (1) y (2). Porn Lo tanto, el segundo paso
consiste en hallar La solucibn del siguiente sistema de ecuaciones Lineales, el
que constituye el modelo matemftico def problema oniginal.

X+ Yy e 5 (3)

X+ 2y =11

Como se menciond anteriommente, el objetivo de este tema es el de
estudiar un método general para nesclver sistemas de ecuaciones Lineales como
el sistema (3), o aun sistemas con mayoh nGmero de variables y ecuaciones.



Sin embango, antes de aplicarn el método a nuesiro ejemplo, conviene
mencionan que en general La primera pante del problLema que comsiste en traducin
el problema del Lenguaje usual al Lenguaje matemfitico no se estudiard en este
cunso, pero en La medida que avances en tu carrera tendnds La oportunidad de ir
desarnollando esa capacidad.

Procedamos ahora a nesofver el sistema (3) por el método de elimina
cibn de Gauss.
Pana eliminar el término 3X de La segunda ecuacién, debemos sumarfe
La primera ecuacibn multiplicada pon -3.
La primera ecuacibn multiplicada por -3 es:
—3X -3y =-15
y al sumarla con La segunda, fenemos:
-y = -4

Porn Lo Zanto, ef nuevo sistema equivalente es:

X+V=5 (4)

-y =4

De La segunda ecuacifn del sistema (4) se ve .nmediatamente que Y = 4,
y al sustituirn en La primera ecuacibn se obtiene:

X+4=275
de donde, X=1

Pon Lo tanto, La solucibn de Los sistemas (3) y (4) es X=1 y Y =4
como puede verificarse explfcitamente.

De esta manera, el problema cuyo modefo matemdtico estd dado pon el
sdstema (3}, queda nesuelto completamente..

Aqui cabe hacer un comentarnio .interesante: Una misma expresidn mate-

" mitica puede sen el modelo que represente a distintos problemas. Por efemplo,
el sistema {3) que hemos nesuelto puede nepresentan un conjunto de dos rectas

Ly y Ly, de ecuaciones X + ¥V =5 y 3X + 2Y = 11 nespectivamente. Su punto

de interseccibn P{Xo, Yo), es aquel cuyas coordenadas satisfacen simulidneamente



Las ecuaciones de ambas nectas, es decin:
Xo +Yo= 5
3o + 2¥0 = 11

Y ya sabemos que Los valores de Xo y Yo son 1 y 4 nespectivamente. Por Lo tan
o, el punto de interseceifn es Pol1, 4).

Las grfficas de estas nectas son:

5\:(

En donde observamos que efectivamente el punto de .interseccifn es
Po(1, 4).

Puesto que en este ejemplo el punto de intenseccibn es Gnico, tenemos
un sistema de dos ecuaciones Lineales con dos incbgnitas compatible determinado.

A contirnuacifn e sugerimos realices Las siguientes cuathe activida-
des complementarias escribiendo en Los renglones comrespondientes us respuestas.

1) S{ con Las ecuaciones de dos nectas situadas en el plano XY se forma un 845
tema de ecuaciones y Este nesultana

a) Compatible indeterminado, ;qué posicibn guarndan Las nectas entre

8?7

b) Tncompatible, 2qué posicibn guardan Las rectas entre 847
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11} Es muy impontante que vayas adquiriendo La capacidad de expresar con pre
cisifn Los conceptos estudiados. Podemos decin, en general, que ef poder expre
san con precisibn un concepto es seial que se ha entendido perfectamente y que
se ha adquirnido fonmalidad en ef manefo def tema estudiado.

En eate capitulo se han empleado diversos conceptos. Trata de hres-
ponden con precisibn a Los sigulentes sin consullar referencias:

-i0ué es una ecuacibn Lineal?

-0ué es La solucibn de un sistema de ecuaciones Lineales?

-i0ué son sdistemas de ecuaciones equivalentes?

-0ué es Lo que determina que dos sistemas sean equivalentes?

111) A través de Los siguientes incisos se presentan problemas geom&trnicos nre-
Lacionados con sistemas de ecuaciones Lineales. Completa correctamente £Las
afinmaciones propuestas en cada inciso.

a) la ecuacdidn Lineal x - 2u + z = & nepresenta un plano m en el es-
pacio tidimensional.

una solucibn parnticular de esta ecuacibn es x = , Y=

z= . Esta solucibn cornesponde al punto de ccondenadas ,
) perteneciente al plano w .

La solucién general de La ecuacifn dada ¢s x = ’

Y= y 27




b) Consideremos ahona el sistema

x =2+ 2= 17
XX+ y - z = =1
X+ 3y ~2z+=-§

n

Después de nesolverlo por el método de eliminacibn de Gauss se Llega
a La siguiente solucidn: x = , Y= , Z= .

S4{ cada ecuacifn del sistema nepresenta fa ecuacibn de un plano en
el espacio tnidimensional, entonces de acuerdo con £a sofucibn obtenida, La in
ternseccidn de Los planos es

{un punto / una nrecia / un plano]

IV}  Como ae mostrhd al prineipio de este capiiulo, un si8tema de ecuaciones
Lineales puede sen ef modelo de un problema §isico. Una aplicacibn sencilla
e {nternesante se presenta en el siguiente ejencicio?.

Se desea analizan el §lujo de trdns.ito en calles de un s0lo sentido,
en La ciudad de México.

En varios Luganes se han colocado contadores, y el nlmero de cannos
por hona promedic aparece en La sigulente grdfica que muestra dicha red de ca-
LLes y el sentido de cada una de eflas con Las ffechas respectivas.

b 400
. y 200 0
N X . 300
300 A B
| y
X L X2
_ X3 200
200 Cp C
70C
y 500

2 . . - . .

Este ejercicio estd basado en el que presenta Francis Florey en su libro "Funda
mentos de Algebra Lineal y Aplicaciones', editado por Prentice-Hall Internacio-
nal. papina 87.
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Las internsecciones de Las calles estdn seialadas porn Los puntos A, B
C yD. EL mimeno de cawros que £Legan a fas intersecciones eb {gual al nimero
de cavvos que salen de ellas.

Si ka calle que va de D a A estuviera en reparacifn, jeull senfa
el minimo permisible de trénsito de vehlculos, que circulania pon DA, para
no cevan Las calles de esta red, y sin cambiarn el sentido de La circulacibn?

EL modelo matemfitico de este problema es

La nespuesta cornecta a £a pregunta def problema es

Para nefonzan Los conceptos sobnre Los sistemas de ecuaciones ELineafes
y adquirin habilidad en su sofucibn, te sugenimos que resuelvas algunos ejerned
cios que a continuacibn se presentan.



EJERCICIOS PROPUESTOS

1.~ 0Obtén La s0Lucibn general y dos panticulares de cada una de £as ecua-
clones Lineales siguientes :

al qx-y+4z=75

b) x+ 6y +6z+6bws=1]

e)] x+y=0, &0 se nestringe a x<0

2.- 0btén, cuando exisian, Las soluciones de Los siguientes sistemas de
ecuaciones Lineales. (En el caso de sen compatibles indetenminados, obitén
La s0fucibn general).

a) 2x-3y-z=20 b} 2x; -~ x2 - x3 =1
x + 5y =1 5% + X2 + X3 & =]
~3x -2+ 2z-= -1 Xy = 2x2-3x3= 1

—X] = 4%2+ X3 = 9

e) 2x +3y~122 ~w-=1? dl 2x-y+ 3z= -1
-x + 4y =5z +w=17 5x + 2y + 42 = 3
3x -5y +z2-2w=~3 3x+3y+z= 3

-x+3y+z+w=1

e} W+ y-2z+ 5w=1 §) 5%y - 4xy + Iy = 2
y+ 4z +w-=3 3%, — 9%z + 5x3 = 2
3x -5y+z+8w-=5 4xy — 2x2 —~ 14x3= -6
x -2y+z+3w=90

3.- Deterumina parna qué valon(es) de 8 , el sistema de ecuaciones:

x -2y =2
Bx + 28y = B -1
no tiene solucibn.

15
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4.- Tado el sistema de ecuaciones :

Xy + 2x3 + 3x3 = 3
Xy + X2 + x3= 3k
X1 +xz*k.x3=0

detenmina 44 existe afgin valor de k para que:
a) EL sistema sea incompatible
b) EL sistema sea compatible indeterminado
c) EL sistema sea compatible determinado

5.- Detenmina Los valones de a, b y ¢ para que x=-4, y=l, z=4
sea solucibn del sistema de ecuaciones

x—-y+22=a-b

4x+6y+3z=2b—%a+8c
2x +22=4b-—%a+—§’—c

6.- Obtén Los ndmenos complejos z,, 22 y 23 Zales que

2 - 222 - 23 = £
-2y + 32, + 225 = 2
Lzg + 23 = -~1 , donde L= q-f

7.- 0btén La solucibn en cada uno de Los siguientes sislemas de ecuacio-
nes Lineales homogéneos :

al lx +y = by 3x -9y —é6z =0

x+y—-3z=20 —4x.+ by + 42 = 0

X +3z2=20 xX=-3y~-2z2=10
~2x+y+._§_z=a
e)] 3x -2y =0 dl Ix—-y+z = 0
Ix+y+2z=20 Ix+2y—z2-w=20
2x +4z= 0 -5x +4z+ Ww=0
x=2y +22 =0 -Ix -y + w=20

x—-y +32=0
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8,- 0btén el valor de o necesarnio para que el siguiente sistema homogé-
neo fenga solucifn distinta de La trnivial., Obtén,entonces, La solucibn
genenal y una particulanr.

o - 58 + 2t =0
n- &+ 3=
n-75 - 5t =

9.- Se desea obtenen el punto de intenseccibn, 8i Lo hay, entrne La ‘ecta
L y et ptano .

La necta L pasa por el punto (4, -1, 0) y es paralela al vecton de
componentes (6, -4, -2), y el plano m pasa porn Los puntos (2, -1, 0),
(0, 1-2) y (-1, 3, -6).

a) Llas ecuaciones de fa necta L y ef plano w son: | Elige La
opeibn conrecta )

Xeb chmys 2= RS EEERRY.
A) B}
X+2y+2z=20 X+ 2y+2=290
-x-4_ _y-1 -z 4-x__ y+1=z
3 2 3 V4
) D)
2x+3y+z-1=0 2x + 3y +z =1
\

La opcifn correcta es

b) Si La necta y el plano se cortan, el punto de {nterseccibn es :
{ Elige La opcibn comnecta )

A) ( -22, 13, 6 ) B) ( -14, 6, 2 )

C) { 16, -9, -4 ) D) ( 14, -6, -2 )

la opcdbn cornecta es
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10.- Una compaiifa necibif de cuatro proveedones, Los sigulentes presupued

2os ¢

PROVEEDORES

ARTICULDO
A B c [
No. de compresones | ¢ 2 1 1
No. de medidores 4 0 4 2
No. de vdlvulas 4 4 0 4
No. de neguladones | 2 1 z 0

_w

CO0STO TOTAL 5 6 5 4

( millones de pesos )

Si{ Los proveedones tienen Los mismos precios para cada artfeulo,
ieudntos millones de pesos cuesta cada uno de Los anticulos?

11.-  Un estudiante gas1é cienta cantidad de dinero para comprarn una car-
peta, una caja de plumas y un €ibro. S{ fa carpela y La caja hubieran cos
tado 3 y 2 veces mis baratos, nespectivamente, y el £ibro el mismo precio,
el costo de esta compra hubiena sido de 160 pesos. Asimismo, 84 el estu —
diante hubiera comprado 4 carpetas y 3 cajas de plumas, el coste hubiera
s4do 720 pesos., Determina el costo toial de La compra de Los trhes anticu-
Los.



(é}'e/lcicz’oa Adicconates

1.~ A continuacibn se dan, en fa cofuma {zquierda, ires ecuaciones Linea
Les y en La columna derecha cuatro soluciones.
cnibiendo en el nenglén correspondiente a cada ecuacién, La Letra o Letras
que correspondan a una solucibn de esa ecuacibn.

1) x+3y+z=5

I7) 3x -4y+2 =12

A}

Relaciona ambas colwmnas e¢s-

x=1, y=2, 2s-12

B) x=1, y=-1, z=5

111} Sx -y +z =1 C) x=ky +1
2y=hky + 1
z2=2k2~3kRy+1, ky,RyeR
D) x=2, y=1, z=0
2.- 0btén La solucibn en cada uno de fLos siguientes sistemas de ecuaciones
Lineales no homogéneos.
a) 2x +3y- z- w=10 b) - 3y+ 2z2- Sw= -2
-x + 2y + 8z + bw = 0 5x ~ 16y + 10z - 32w = 0
5x + 2z - w= 1 x - 3y+ 2z- bw= -2
x - ytlz-4uw-= 1 X - g+ 2z+ 9w-=-22
2x - 9y + 4z - 3lw = 26
¢) Tx -y + 13z - bw = 82 d]l 3x + 2y = &
3x + 3y+ 2z = -6 5x - y+ z = 20
x + 54 - 5z + 4w = -5¢0 5x + 22+ w= 14
5« + y+ Tz - 4w = 38 3y+ 3z- w=-10
2x - 2y + 62 - 4w = 44 Ix + ¢ + dw = 1§
4x - y + 3z + w= §

19
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3.-  Dadc el siguiente sistema de ecuaciones, elige el valor de o de
modo tal que el sistema sea compatible.

2xy — X2 ¥ X3 + Xy = 1
Xy + 2x, - x3 + 4%, = 2

Xy + Tx2 —4x3 +11x4= a

4.- Detenmina 8 Los siguientes sistemas homogéneos tienen soluciones
distintas a La trivial y, en caso aginmativo, obtén su solucibn general.

al Txy + 6xp + 5x3 + 4x4 = 0 b) 3x -4y +2z-=20
6xy + 5x2 + 4x3 + 3x, = 0 2x + 3y + 52 = 0
5x) + 4x2 + 3x3 + Ixy = 0 dx + 2y + 72 = 0
4x; + 3x2 + 2x3 + X4 = 0
¢)] -2x+ y + W=

L}

4x + 3y = 3z + 3w
x =3y + 2z + 4w

L]
o o © o

-3 -y + z - 8w

5.- Dado ef sistema de ecuaciones

x+y+z- 2hw =

]

2x + 2y~ z - 3kw

]
L=~ S~
-

3x ~2y+ 8z~ hw

detoumina para qué valon ¢ valones de k se obtiene que w = 6x. Obtén
luege La sofucidn deld sistema.

6.- Un estudiante desea fomnmarn una microcomputadona con Los sigulentes
dispesitivos: una impresona, una undidad de disco, un microprocesadon y
una pantalla. Les costos | en dolanes ) de dos fabricantes son:



Undidad Fabricante 1 Fotricante 2
Impresonra $ 400 $ 450
Disco $§ 500 $ 600
Mieroprocesadon $ 500 $ 400
Pantalla $ 400 $ 350

Como puede observarnse, £os costos fotales (T) de Los dos fabri -
canles son {guakes, y ademds son {guales a un tencern jabricante.

EL estudiante observa que 84 hubiera comprado una unidad de disco
al primen fabricante, un microprocesadon e misme primer fabnicante y una
pantalla al tercer fabricante el costo hubiera side el mismo que 44 estas
tres unidades Las hubiena comprado al tencen gabricante.

Combinando cualesquiera unidades de £o0s ines fabricantes La micro-
computadora més barata incluirio La unidad de disce y fa pantalla del ten
cer fabricante y el costo serfa $ 250 menon que T.

Finalmente, el estudiante compr6 una impresona y una unidad de dis
co del primer fabricante y un microprocesadon y una pantalla del tercen
fabricante, gastando $ 1750 pon ellos.

¢ Cudl es el costo de cada dispositivo del tercen fabriconte ?

Determina el punte de interseccibn de Las rectas:

L, : x-3:-424_2-7 Ly v

3 3

"

i
w
'S
~
A

21
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8.-  Obtén La solucifn del siguiente sistema de ecuaciones Lineales ho-
mogéneo.

2% - Xp + X3 * Xy =

Xy + 6% - 3x3 -~ 3xy =

Xy - X3 - Xy =

- 2x3 - 2x3 - 2xy =

5%y + 5xp *+ 5x3 + 5% =

o O O O o

9.~ Sea el sistema de ecuaciones Lineales

2z - 20 =4y - 2x
bz + 30 -2 =y—-x
2z -2 =24~ x, a,keR

Determina Los valones que simulifneamente deben tomar o y k para
que el sistema sea : '

al Compatible determinado
b) Compatible .indeterminado
e] Incompatible

10.- ODados Los slguientes sistemas de ecuaciones

x -y =1 x - ky =-12
x +2y=~k kx+ y = 9

a) Detemina el valor de k, ke Z, de manera que ambos sistemas
tengan La misma solucibn. (ZLes el conjunto de Los entenos)

Bl Obtén dicha solucibn,

11.- 0Obtén Los valores de x,y € R que satisfacen el siguiente sistema
de ecuaciones.

x+ | 2y |
y - | x|

[}
-~
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12.- Detounina para qué valones de K Liene sofucibn dnica el sistema
x+Ky = 3
Kx + 4y = 6
que satisface fa desigualdad x >0.

13.- AL §inal de un curso de dlgebra Lineal quedaron 20 alumnos que necd
bienon calificaciones de 4, 6, 8 y 10. La suma de Las calificaciones fue
122. EL ndmero de notas de 6 fue menon que el de notas de 4 y mayor que
el de 10. EL ndmero de notas de 4 fue divisible entre 4 y el ndmeno de no
fas de 10 fue par. Determina cufintos alumnos recibieron cada una de 4Las
calificaciones.

14.- Resuelve el sigulente sistema de ecuaciones Lineales, Ssuponiendo que
X, 4, z, w son reales.

(1+ix + (1+2)y + (1+3{)z + (1+4{w =1 + 54

1]
~
i
~

(3-4x + (4-2i0y + (1+4)z + [ 44 )w

En muchas ocasiones, ef modelo de un probfema es un sistema de ecua
ciones no Lineales; tal es el caso de Los dos siguientes ejencicios. Para
cada uno de ellos, escnibe ef sistema de ecuaciones correspondiente y re
suélvelo.

15.- Dos competidones automovilisiicos se preparan para una corierd.

AL anancan, el competidon 1 Ztiene problemas con el carburadon de
su auto y 86Lo puede desawvollan una cienta velocidad constante, hasta el
punto medio de fa carnera. De ahi en adelante, desarrolla su veloeidad
noamal de 200 km/h, también consfante.
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EL competidon 2 desde el arranque desarrolla una velocdidad cons

tante de 200 km/h, pero % h antes de LLegan a La meta tiene proble-
mas con La caja de velocidades y disminuye su velocidad a 60 km/h menos

que La velocddad del caro 1 con el carburadon en mal estado.

Si el competidon 1 Llega una hona después que el competidon 2
a La mitad de La carrera y, ademds, LLega 36 minutos despubs que el com-
petidon 2 a fa meta:

¢ Cufit es La distancia que cubrif fLa carnera ?

i En qué tiempo desarnoll6 cada competider La carterna ?

16.- Cada uno de tnes obreros necesdita un ciento tiempo para embobinan
un moton Lipo senie HP 300, Si el segunde obrero trabajara durante dos
horas embobinando un moton del tipo antes mencionado y después el primen
obrere continuana este trabajo por una hora, acabarfan de embobinan tode
el moton.

Por 0ino Lado, el Lercer obrenc necesita dos honas mds que el pri-
meno para embobinar un moton del Lipo antenion. Y Laborande juntos Los
trhes cbrencs embobinanian un metorn de este tipo en una hona.

(En cudntas hornas embobina cada obrneno un moton de tipo sernie
HP 300 ?



Cramen de anﬁt'/u/o

1.~ 0btén La solucibn general y dos soluciones particulares del sistema
de ecuaciones Lineales sigulente

n
—

Xy = 2% - X3 + X4 + 3xs

1]
e

-3x) + 6x2 + 3x3 - 4x, - 8xs

Solucibn:

2.- Dado el sistema de ecuaciones Lineales
X+ Yy +az =1
x+ay+ z = a

ax + y + z = a®

a) Determina para qué valcres de a, a € IR, el sisiora es comparibie
determinado, compatible {ndeterminado e incerpatiblie.

b) 0btén fa solucibv genercl pera G = 1
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Sofucibn:

3.- 0btén La solucibn del siguiente sisfema de ecuaciones:

2x; + 32 — X3 + 5x4 = 0
3x; - X2 + 23 —Txy = 0
4%y + X2 = 3x3 + 6xy = 0
Xy = 2% + 4x3 ~Txy = 0

Solucidn:




4.- Una empresa tiene tres mquinas que son usadas para fabricar 4
productos distintos. EL ndmeno de horas que requiere cada méquina
en La produceibn de una unidad de cada uno de £o0s cuatro productos
estd dada pon:

PRODUCTO
MAQUINA

Determing el ndmero de unidades que se deben producin de cada uno
de Los cuatro productos en un dia de trabajo de ocho honas continuas,sd
por Lo menos debe producinse un producto de cada tipo.

Solueidn:

27



CAPITULO 11

Matrices

Y

Determinantes



"Whitehead hizo notan entonces que 8L bien 2o
da fa gisica conocida hasta entonces (1900) po
dia sen tratada pon Los métodes del dlgebra

ondinania, era posible que pudieran aparecer
algin dia nuevos campos en La §L{sica para Los
cuales el dlgebra no conmutativa sernfa La dni
ca nepresentacibn natunal. En aquel misme aiio
comenzé el camino hacia La nealizacién de esta
conjetuna”.

Sin Edmund Whittaker.
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Cxamen @t’ayno’d/ico

A continuacibn se presentan algunosd ejerciciod sobre antecedentes necesa
nios pana estudian este capltulo. Thrata de rhesolverlos y compara tus hesulia-
dos con Las soluciones presentadas después de Los eferncicios. Si aidn tienes
dudas de cbmo se nesuelven, intenta esclarecerfas Leyendo Los temas que se su.
glenen en La bibliogragia propuesta al §inal de este examen.

1.- Sean Los nimeros complejsos
zy= 1444, 22 ==64, z3=4, 2y = 3

Los nesultados de Las sigulentes operaciones son:

a) {z)+2,)(z;3)" =

¢) T+ 8 ()’ - (D) -

2.- Caleula el valor de Los siguientes determinantes:

3 SI b) z2 1 3



RESPUESTAS

.- al 1 - 24
b) 7 - 4&
e) 114
Z2.- a) 13
k) 44
BIBLTOGRAFIA

Los conceptos afudidos en estos ejencicios Los puedes estudiarn en:

- Algebra y Trigonomeinia con
Geometnia Analilica
de Earl W. Swokowshi
Edit. Grupo Editornial Iberoamérnica
Piginas 439 a 444

¢ en

- Algebra Superior
de Spiegel Munray
Edit. Me. Graw-HiLl, senie Schaum
Paginas 172 a 181 y 252 a 259
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Introduccidr

En este capitulo se estudiandn Los concepfos de matriz y determinante.
Para tal efecto, se ha dividido el capitulo en dos secciones; cada una de ellas
contiene su parte tebnica, sus actividades complementarias y sus problemas pro-
puestos. Estos dltimos pretenden cubnin todos Los conceptos de este capitulo
del curso.

En La primera seccibn presentaremos el concepito de matrniz y en £a segunda,
el de detenminante.

Una matrniz es un arreglo o iabla de elementos en forma nectangular. La
hazén por Lo que a eslos arreglos se Les LLama matrnices es porque a partin de
ellos se pueden oniginan o desarrollar diversos resullados. Las matrices apa
necdieron en 1850 y su nombre se debe al matemdtico inglés James Joseph Sylves
ten. Posterionmente William Rowan Hamilton en 1853 y Arthur Cayley en 1858
hicienon contribuciones impontantes; no pasé mucho tiempo para que Los matemd
ticos neconocienan que eslos arrneglos rectangulares son medios convenientes pa
ra amplian Las nociones comunes de nimeros.

Aunque £a idea de matriz precede a La de deternminante, como Lo hizo noiar
Cayley, histénicamente ¢f onden fue al revés. Los deternminantes fueron estudia
dos a mediados del sigle XVII1 y el tema de Las matnices fue desarrollado for-
malmente en 1850; algunas de Las propiedades bdsicas de Las matrices fueron fam
bién establecidas en el desarroflo de Los determinantes.

La teenio de Las matnices ha tenide una ghan evolucibn extendiéndose mds
alld del dominio del dlgebra y de otros campos de La matemdtica pura, y han de
mosthade ser una herramienta muy poderosa en Las matemdticas aplicadas, econo-
mia, fisdica, ete.

Por ejemplo en ef aiic de 1925 el {isico alemdn W. Helsenberg Las introdu
jo en su formulacidr de La mecdnica cudntica y desde entonces son Lndispensa-
bLes en esia nama de La {isica.

Sin embargo, en este cunso s6Lo veremos su aplicacibn en el dlgebra Li-
neak.
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Matiices

En fonma genenal se puede definin una matrniz como un arvreglo nectangular
de efementos, donde cada uno de &stos puede sen un nimero real, un nimero com-
plejo, un polinomio, una funcién, un operadon, ete.

Por ejemplo, una matrniz cuyos etementos son nimeros neales es:

y una matrniz cuyos elementos son funcionesd es:

cod X -4en x

sden x cos X

Para cada matriz parnticular La cofocacibn de sus elementos es dnica, de
Lok forma que 84 dos matrnices tienen Los mismos elementos, pero colocados en
distintos Luganes, sendn consideradas como dos matnices distintas.

AL confunto completo de elementos que forman una matriz se Le considera
eomo un dnico objeto o ente matemdtico, el cual puede manipularse de acuerdo
con cientas reglas. Alqunas de éstas sendn estudiadas en estfe cunse.

AL definin Las operaciones de adicidn y multiplicacibn entrne matrnices sc
encuentra que estas nuevas operaciones tienen muchas propiedades semejontes a
Las de adieibn y multiplicacibn usuales entre nimeros reales. Entre effas Po.
demos mencionan, La existencia de matrices andlogas a Los nidmencs ceno u une,



36

Estas matrnices fueron introducidas por Cayley y son:

ooooooooooooooo

mxn

nxn

Leamadas matrniz ceno y matrniz Ldentidad, nrespectivamente.

Sin embango, existen algunas propiedades del dlgebra de Las matrices que
son difenentes a Las de Los nimenos reales. Mencionaremos algunas de ellas.

a) La conmutatividad para La multiplicaciin se cumple en L0s nimenos nrea
Les, mientnas que en Las matrices no e cumple; es decin, en Los nimeros reales
se cumple que ab=ba para todo ndmero real "a" y "b"; sin embargo, para fas
matrnices se tiene que, en general, AB+#BA. Por ejemplo, 84

1 -2 3 2 1
A= Y i}
7 0 1 B=]14 0
-1 2
entonces
1 -7 3 2 1 -9 7
AB= 4 0 =
2 0 1 1 2 3 4
mienthas que
4 -4 7
BA=] 4 -§ 12
2 -1

Como podemos ver, AB # BA; e incluso, el productc AB es una matriz de orden
2x2, mientras que el producto BA ¢4 una matrniz de onden 3 x 3.



Otno efemplo en el cual podifamos decin que se acentda £a no conmutativdi
dad pana La multiplicacibn en Las matrnices, es el siguiente:

sean
1 0] 3 1 0
P= Y Q=
-1 ZJ 1 -1
Entonces
3 1 0

-3 1 -2 ], perwo La multiplicacibn QP no se puede efectuan.

Esta situacibn hace ver que en Las matrices es necesarnio indicar con cul
dado el onden en que se efectia La multiplicacibn de dos matrnices. Asl, en La
expresdidn

AB=C
a A se Le Llama pregaciorn y a B postfactor. También se acostumbra decin que A
premultiplica y que R postmultiplica.

EL hecho de que La multipficacibn de matrices no sea conmutativa ha sig
nificado una ruptura grande con La matemdtica riadiciona? y ha tenido una infi
nidad de aplicaciones en muchas ramas de La ciencic.

b) EL producto de dos nimenos diferentes de ceno siempre es diferente de
ceno, mientras que el producto de dos matrices diferentes de La matrniz ceno
puede sen igual a La matniz cero. Por ejemplo

Observemos en este efemplo que 84 bien AB es Ligual a La matriz nula o ma
Uiz ceno, BA es difernente:

37



Nuevamente vemos £a no conmutatividad en La multiplicacién de Las matri
ces: AB#BA.

Considenemos, s4in embango, el siguiente caso:

2 -3 -5 -1 3 5
84 A=|-1 4 B={1 -3 -5
1 -3 -4 -1 3 5

L, - ? L

entonces _ - i

2 -3 -5l-1 3 5

AB=|-1 4 5 1 -3 -5] =

1 -3 -4|]-7 3 5 0 0

Y -1 3 5 2 -3 -%
BA=| 1 -3 5|1 4 5| =1]o0

En este caso vemos nuevamente que no obstante que A y B son difenentes a
La matrniz ceno, su preducto es La matriz ceno y ademds AB=BA, es decin, en
este caso 84 se vernifica La conmutatividad pana La multiplicacidn.

¢) La Ley de La cancelacidn en La multiplicacibn vale para Los nimeros,
pere no vale para Las matrices. Es decin, 84 ua,b,c son nimencs y c+0, enton
ces:
ac = be implica a = b,

mienthas que 84 A,B,C 4on matrices
AC=BC no {mplica que A-=B
d) La ecuacifn algebraica x? =0 tiene una dnica solucifn x =0, mientras

que La ecuacibn matnicial X2 =0, donde 0 es La matrniz cero, Liene un nimero no
finito de sofuciones.

e) la ecuacidr algebraica x%=-1, no tiene s0fucifn en el conjunto de Los
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nimeros neales, mientras que La ecuacidn matrnicial X?=-1, donde I es La matriz
Ldentidad, puede tenen solucibn con elementos neales. Pcn efemplo,

4§) En el conjunto de Los nimeros reales no se cumple La igualdad
a?+b%= (a+b)?

excepto 8L a=06b=06a=b=0

Sin embargo, considerando el conjunto de Las matrnices de crden 2x2, Zal
Lgualdad puede tener sentido pana matnices diferentes de La matniz cere, pon
efemplo:

84
1 -1 1 ]
A= B=
2 -11 4 -1

entonces se cumpfe que A2 +B2= (A+B)2. En efecto, pues por un Lado tenemos
que

=
N
+
[>]
N
[[]
+*
]

y por otro

‘A"'B)2= + = =

y pon Lo tanto

A2+ B2= (A+B)?

Podniamos preguntarncs ahora s existe una matniz difenente a Lo matriz
A, que junto con La matniz B, satisfaga La expresdién antendon.
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Para contesian esta pregunta, consideremos fa matrniz

Xy X2
X = donde Xy, X2, X3, X4 R
X3 L],

e investiguemos qué valornes deben toman Las variables Xy, Xz, X3 y Xy para que
se satisfaga La expresibn

X2 +B% = (X +B)?

Sustituyendo fas matrnices X y B8 en dicha expresién tLenemes

2 2 2
Xl xz 1 1 X1 X2 1 1
+ = +
Xs Xy 4 -1 Lxs X 4 -1

efectuando operaciones e intercambiando ambos miembros de La ecuanidn :
i # 2K + KXo Xa +4Xo #Xa + 5 Xy Xo + Xy + Ko X + X,
Xz Xy + 4Xy + Xy X3 + 4X, X3X2+X3+4X2+Xf~2)(1.4'5

Xp+XaXs #+ 5 Xy Xo + Xo X,

X3 Xy + Xy X3 X3 X2 + X2 +5

De ta definicibn de f{qualded de matrices Levemes:

X21+2X1+X2X3+45\’2+X3+5=Xf+)(2)(3+5

]

Xy Xo + X1 + X2 Xy + X, X; X2 + Xo Xy
Xa Xy + 44Xy + Xy X3 + 4X, = X3 Xp + Xy X3,

Xy Xp # Xa + 4X2 + Xg ~ 2Xy #5 = Ya X2 + X + 5,



simplificando LLegamos al siguiente sistema de ecuaciones Lineales
2X; + 4X2 + X3 = 0
X1 +Xy =0
4+ 4K, =0 —_— 1

4X2 + Xa"ZXu e

Para nesolver este sistema es conveniente thansformanlo en una ecuacién ma
trhicial. Para esto, de La definicibn de igualdad de matrnices se tiene que

-2X1*4X2+X3 "0 ]
Xy + Xy 0
4X; + 4X, - 0
4X2 + X3 = IXy -0-

y aplicando el concepto de multiplicacibn de matrices Ltenemos

(2 4 1 o) [ x] [0 ]

10 0 1 e | | o — (2
4 0 0 4 xs | | o

0 4 1 -2 X 0

i b L™ N

La conveniencia de usarn matrnices en fa solucibn def sistema de ecuacio-
nes Lineales (1), es que parna resolver La ecuacibn (2) s6Lo necesitamosd tra-
bajan con Los coeficientes del sistema.

las matrnices que aparecen en La ecuacién (2) no deben confundinse con
Las matrices X y B de nuestrno probLema oniginal, y 8620 deben considerarse
come una herramienta Atil para nesolver nuestrno problema inicial. Este ejem
plo muestra claramente que un mismo concepto matemdtico puede aparecer en
dos contextos difercries.
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Continuemos ahora con nuesino problema. Para esto escalonemos La matniz
de coeficientes:

2 4 1 0 1 i 1 0 0 1 1 0 0 1 i 1 0 0 1

1 ¢ o0 11,12 4 1 ¢ w0 o4 1T =210 4 1 =2

4 0 0 4 4 0 0 4 0o 0 o0 0 0o 0 0 0

0 4 1 <2 0 4 1 =2 0 4 1 =2 0 0 0 0
- - = -l b -t b -

de acuendo con este, podemos volver a plarntearn un sislema de ecuaciones, peno
ahora con La mainiz escalonada:

10 0 1 [x] [o] C X+ X T o

0 4 ] -2 Xz 0 4Xa + X3 — 2X, 0
—_ ; —

0 0 0 0 Xs 0 0 0

0 0 0 0 X 0 0 0

L L L d ham -l 3 - L -

de £a deginicibén de L{gualdad de matrices se tiene :
Xl + X.. =0
4X2 + X3 -2X, = 0

que cornesponde a un sistema compatible {ndeterminado, y pon Lo tanto, existen
una infinidad de matrnices que, junto con £a matniz B , satisfacen £a expre-
s46n:

X2 + B = (X +8)?

Come actividades complementarias te sugerimos Las siguientes:

1) Contesta corrnectamente La sigulente pregunta: SL A y B son dos matrices
cuadradas cualesquiena, jporn qué se afiuma, en general, que
(A+B)(A-B) #A%2 - B2 ?



11) Contesta comnrectamente La siguiente pregunta: Uno de Los métodos emplea-
dos parna el cdlculo de £a inversa de una matniz es mediante irnansformaciones
elementales. GEn qué se fundamenta diche método?

111} Se menciond anterionmente qud fa Ley cancelativa no se cumpfe en Las ma-
ices, es decin, 84 AC = BC, no se implica que A = B, Para {lustran esto,
considerna Las matrices:

2 10 1 1
Ps=s] -3 -1 ] M= 0
3 29 41, 4

al 0btén La matriz Q = PM

b) Obtén una mtriz N, N = M, tal que Q = PN

c) Establece trnes matrices A, B, C, de orden 2x2, asiendo
A= B = C, tal que AC = BC.

IV) Sin embargo, La expresibn AC = BC, implica A = B &4 La matniz C cum-
ple cientn condicibn. ;Cudl es esa condicidn? jPodnias demostrarla?

V) Exdisten muchos tipos ea}aeu}zeu de matrices que tienen aplicaciones en di
versos temas de fa matemdtica y La flsica. A continuacibn te presentamos algu
nos de esos tipos de matrices y te sugenimos que escnibas, en su rengldn co-
mespondiente, cudl es fa caracteristica de cada una de csas matrices.

Matniz hessiana

Matrniz ghammiana

Matiz de Jondan

Matrniz de Vandewmonde

Matrniz compaiiena

Matrniz involutoria o Lnvolutiva
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Sean Las matnices

x 2 -1 1 3 3
A=l-2 1 gy 8=] 0 C=[2 1 3] D= |-2
1z 2|, , ’ 5 2

Caleula ZLos valones de x, y, z para que se verifique La siguiente {gualdad:

A+BC=7
2.- Sean Las matrices
3 ) ] L ad
1. 0,2 01 4 0 5 8 0 17
’ ]
0 116 3} 3 § 5 3 1-3 0
------ s Y
0 : 110 B 3 2 2 1 4 2
A= ! ! 0-1 0 0 6 0
0 [ 1 (]
------ R el e 1 0-3 1 0 0
2 1,0 411 - -
L ' v

Con La particibn indicada en La matriz A, obtén el producto AB indicando La
particién en €a matriz B.

3.- Sean Las raticces

2 -3 0 0-1 i 0
1 0 0 0 ¢ ¢ 1
w12 4 0 0 0 N=le o 1 -2
0 0 -3 ~1 0 0 0 -3
0 0 9 3 0 4 6 0
Lo 0 0 0 1_, - -

Obtén el producto MN utilizando La particién de matnices mds conveniente.
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4.- Domuestra que s{ A es una matriz cuadrada, £a matniz A- AT es antisimé
Dica.

5.- Demuestna que 44 A y B son dos matrnices cuadrnadas simétricas, La condicibn
necesarnia y sugiciente para que AB sea simétrica es que AB sea conmutativo.

6.- Demuestra que para tnes matrnices cuadradas A, B y C se tiene que
(ABC)T = cTBTAT.

7.- Sea A una matniz cuadrada de orden m simétrnica.
Demuesina que 84 P es de onden mxn, entonces La matniz §-= PTAP, es tam
bién una matriz simétrnica.

8.- Las sdiguientes matrnices son Llamadas "matrnices de spin de Pauli” utiliza
das en La mecdnica cudntica.

Ux= 0Y= Oz=

Verigica que estas matrices anticonmutan estrne &L fomadas en pares, y que
son hermitianas y unitarnias.

(Nota: Se dice que el preducte AB ed anticonmutative 44 AB=-BA).

9.- Dadas Las matrices

1 -4 ¢ £ 1-¢ 2
C=11+( 3 L D=|-1-4 3L
2 -4 0 -2 L 0

determina cudl es hermitiana y cuwdl antihenmitiana.
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10.- Demuestra que toda matriz cuadnada A cuyos elementos son n’dme/wé complejos,
se puede descomponer en La suma de una matriz heamitiana B=—2— (A+ A% y otha

antihermitiana C =-;- (A-AY).

11.- 8¢
cos 8 sen 0
H=
~-sen © cos 6
a) Comprueba gue
cos 26 sen 26
H? =
-sen 26 cos 28
b) Comprueba que
cos 36 sen 36
H? =
-den 38 cos 30

c) Sugiere una (6nmula para H', ¥nelN y demuestra su validez.

12.- Una matriz cuadrada A se LLama nilpotente si A" = [07], para algin natu
nal n>2, donde [0] es &a matriz nuta.

Se dice que £a matriz A es nilpotente de indice p, 84 p es el menor natu-
nal pana el cuak A®= [0]. ODetermina ef indice de La matriz nilpotente siguien
e



14.- Dadas Las matrices

2 -1 -4 0 -1
A=|-1 1 3 B=1 0 2
3 1 5], 0o 0 614,

obtén La matrniz P, tal que PA=B, 54 Ae sabe que A y B son matrnices equivalen-
ZLes.

15.- 8&

obtén A empleando trhansfornmaciones elementales.

16.- Dada La matrniz

obtén, 84 existen, su {nvensa pon La izquienda, 84 €sta contiene dnicamente ce
nos en La tencera columna, y su {inversa pon £a denecha.

17.- 0btén La matniz X que satisface La ecuacibn matricial
ABX =C"' - XBA

6 -2 -3 1 T 4
donde, A=}-1 1 0 B=] 1 3 =10 1
~1 0 ] 1 4 2 12

4 ’
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18.- Dadas Las matnices

obtén La matriz X que satisface La ecuacibn matricial

B{XA-B) = CT + 2XA

19.- Dadas Las matrnices .

1 -3 -3 -3 0 3 3
A= B= C=
1 -2 |, 0 1 1 y 5 3
obtén La matrniz X tal que
-AXB + 2 AC = 2C
20.- Detemina 84 Las mainices A y B son ontogonales
1 0 ! ] ! -1
3 T zE
1 -2 1 ! -2
A= B=|l— —= 0
’ 53 5 5
A B 1 r !
A Ak T
21.- Determina 84 £as matrnices C y D son unitarins
g . 1 . R
——— [ 2 +4 _ —_—
e B Ay Tt Tt
C= D=
! 1. 2 . -2
(-3+4) === (2-4) £ ==
L/‘r‘s" V15 ’ L/"“ VW
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22.- Tomando en cuenta que AT , X y A* indican, nespectivamente, La trans
puesta, La conjugada y La conjugada-transpuesia de La matrniz A , escrnibe en
cada panéntesis de La columna izquienda fa Letra de La expresidn de La columna
derecha que corrnesponda a La nespuedta cnurecta.

Sean A, B y C matrices cuadradas de orden n, y k un escalar.

1.- (RATB+C)T= - - - - o - - _ () A) kBTAT+C
R) (CA+B)*

2.- CA+B)T= - - ... _. ()
. C) kBTA+ (T

5.- ClA+BIC*] = - - - - - - - () D) (X+8C)*
E} {AC+B)*

F) RBAT + C
G) C(A* + B*)
H) ClA+B)T

23.- Sea La matrniz

Expresa £a matriz A ceme La suma de una matrniz simétrica (B) mds otha antl
simétrnica (C) mis otna antihermitiana(D).

24.~ Sea La mathiz

a+dL  —L -3+ 2
A=l b -4 4
c d 44

a) :0uf valeones pueden tomarn a,b,c,deC para que A sea antihemitiana?

b) Sea a un nimero complejo o= B+ vL.
(Qué canacterlstica debe tener o para que oA sea una matrniz antihermitiana?
iQué canactenistica debe tener o para que oA sea una matriz henmitiana?
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25.- EL efencicio sdiguiente es un ejemplo que muestra £a aplicacibn de matrices
0 nepresentaciones matrniciales.

Para el circuito eléetrico de La figurna

5

su modelo matemdtico en forma matrnicial es:

10 -5 0 1, 30
-5 13 6 L] _ o
0 6 10 I Vs

S{ se sabe que I, + 12 + I3 = 0, obién Los valonres de 1:,12,15 y UV,
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Yelermerardes

Es grecuente descrnibin algunas caracterlsticas que distinguen a una matriz
por medio de algunos nimeros que 8¢ asocian a &sta. La regla que asocda a cada
matriz un ndmeno concreto, define una funcibn de valones numénicos de Las matri
ces. Dos de Las funciones con valores numéricos mds Aimportantes entre Las que
se deginen para Las matrnices cuadradas son La funcion traza y £a funcion deter
minante; estas funciones son reglas que asocian a cada matrhiz cuadrada A, un
clento mimeno z.

Los conceptos de traza y determinante se pueden presenian de vardias mane
nhas; una de eflas es La de presentarnlos como funciones.

Sean: M el conjunto de Las matrices cua

dnadas de cualquiern orden con elementos

complefos, € el confunto de Los niimeros

complefos y § una rnegla o crniternio que

asocia a cada matniz cuadrada un, y 46

Lo un ndmero complejo. En otras palabaas,
estamos estableciendo una funcibn donde

el dominio es el conjunto de Las matrni-

ces cuadradas M y el codominio o contra

dominio es el conjunto de Los nimeros

complesos C.

La funcidn traza, o simplemente fa
traza de una matriz cuadrada se de
gine como "fLa suma de Los elemen-

{05 de su diagonal principal”.
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Pon ejemplo, &4

4 -3 6
A=} 8§ 0 2
1z -

entonces, La thaza de La matriz A es {gual a Tres:
o (A) = 4+0+(-1) =3

Otna funcidn que asocia a cada matriz
cuadnada un clento nimero, es fLa gun-
cibn determinante o simplemente deter
minante.

Nos detendrnemos a estudian mds esia
funcibn.

AL nimeno que e obtiene af aplicar La funcién determinante a una matriz
A, se Le Llama también determinante y se representa pon det {A) o [A].

E¢ determinante de una matrniz se puede repredentan también mediante una
tabla o anneglo nectangular de nimenos.
Por ejemplo, el arreglo

2 -1 3
T 0 1
3 & -2

nepresenta el determinante de La watrniz:

2 -1 3
10 1
5 & -7

Pon esta razén es frkecuente hablon del orden de un deteminarte; asi en
el efemplo anterion el determinante es de ondes: 1res.
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La notacibn de Las Lineas nectas verticales para identificar el determi
nante fue usada por Los primeros que trataron ef fema, tales como Jacobi, Cau
chy y Cayley.

Es conveniente tenen presente que una matriz es un avreglo hectangular
de niimeros, mientras que ef determinante es un nimenro.

Existen varios métodos. para obtener el detenminante de una matrniz; entre

ellos tenemos "desawrollo por cofactornes”, "condensacién”, "método de La matrniz
tiangularn”, "negla de Savws" (este Gltimo aplicable 8680 para matrices de se
gundo y Zercen onden), ete.

Los determinantes de segundo y tercer orden y algunas de sus propiedades
se pueden presentar fambién mediante un enfoque geométrico.

S
, 8 Consideremos el paralelogramo que mued
Y ta Lo figura.
; Su drea estd dada por La expresibn
! A . Area = base x altuna, y de La §igura
° l ’ ’ tenemos que es de é unidades de drea.
Figura 1

Observemos que 84 escnibimos Los segmentos dirnigides 0K = (3,0) y OB = {1,2)
como nenglones de un determinante de segundo orden

3 0
12 (1]

entonces, ef valor absoluto del determinante, que es 6, es igual al drea del pa
naleloghamo.

En general, no impontando La posicibn de un paralefogramo en el plano, su
drea estd dada pon el valon absofuto del determinante

a az

by b2

(2]

donde ay, az, by y b, son Los elementos de Los vectores a = (ay,az) y b =(by,b2)
que estdn contenidos en dos fados concuwrrentes def parafeloghramo.
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Algunas propiedades de £Los determinantes pueden interpretarse geométrica-
mente de fa siguiente manera:

1) S4 se multiplica un nenglbn o una columna def determinante (2) por un

ndmero k0
kal kaz ay asz kal asz a haz
6 6 6
b, b, kb, kb, kb, b2 by kb,

entonces pon propiledades de determinantes tenemos:

kay
kb, b2

ay az

kby kb2

az ay az

by b2

Ikal kazI k

b, b2

a k.az
b, b2

&8

es decin, el deteminante oniginal queda multiplicado por el nimero k.

Geométnicamente significa que al multiplicar uno de Los Lados por una
constante k, el dnea oniginal queda multiplicada por La constante k.

Pon ejemplo, &4 en ef detenminante (1) se multiplica ef primen nengfén
6 0
1 2

entonces, el nuevo paralelogramo es:
A

2F

por 2:

y su dnea es de 12 unidades.
1

P

2 s [Fdguna ?

2) Si al detenminante (2) se Le cambia de signo a un nengfbn o a una co-

Lumna :
-y -q2 ay Q2 -a) as a, -az
6 6 )
b; bz -bl -bz 'bl bz bl -bz »
entonces pon propiedades de determinantes
-ay -Q3 a az -0y az ay -az ay as
by b2 -by -by -by b2 by -b2 by b2

es decin, el deteminante orniginal A6Lo cambia de s4igno.
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Geométricamente, al cambian de signo a un renglén o a una columna, se
estd notando y/o trasladando al paraleloghamo.

Por ejemplo, 44 en e detenminante (1) se cambian de signo Los elementos
del primer nenglén .
-3 0
1 2

el nuevo paralelograme es

l
2

sLendo su drea de 6 unidades.

Obsérvese que el paralelogramo
se thaslads con nespecto al de La

/

!

- m - ---

—3 .
Lgura 1.
Figuna 3 b

Ahona, 84 en el determinante (1) se cambian de signo Los efementos de fa
pLimera columna:

=3 0
-1 2

el nuevo paralelogramo es
4

2 sdendo su drea de 6 unidades.

! Obsérvese que, en este caso, el

» Figura 4 paralelogramo se gind y se traslads
con respecto al de £a figuna 1.

-3 -1

Te sugerimos que a continuacién hagas Las siguientes actividades comple-
mentarnias.

1) EL paralelogramo de La figura 4 no es mds que eL de La figura 1 ginado
Y trasladado. ;Cudnto es el dngulo de gino?

Respuesta

11) Otras propiedades impontantes de £0s determinantes son:
a) det{A} = det(AT).
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AL aplicarle esta propiedad af determinante (1), Zenemos:
3 1
0 2

Dibuja el paraleloghamo asociado a este determinante.

$Qué nelacibn geométrica tiene este paralelogramo con eb de La gigura 17

Respuesta

b) S{ se multiplica una §ila de un determinante por un nimero R#0 y el
nesultado se suma a otra §ila paralela, el valorn del detenminante no cambia.
AsZ, pon ejemplo, 84 multiplicamos La primera columna del deternminante (1) por
dos y e nesultado Lo sumamos a La segunda columna Tenemos:

3 6
1 4

Dibuja el paralelograme asociado a esie determinante.

20ué nelacibn geométrica tiene este paralefogramo con ef de fa fdgura 1?

Respuesta




111) EL detenminante también se puede emplear para caleulan voliimenes, como
necondands de tus curnsos anteriones. Por efemplo, para el paralelepipedo mos

ot T

thado, imediante qué detenminante es
posible obtener su volumen?

EL volumen es de unidades de volumen.

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacidn)

26.- Determina el nidmeno de <invensdiones y, de sen posible, La clase de cada una

de Las sigulentes penmutaciones.

a) (5,3,6,1,4,12)

b) (1,2, 3,4)

e) 17,6,5,4,3,2,1)

d) (1,3,5 ..., n-1,2,4,6, ..., In)

57
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27.- La definicidn de determinante, a la que se refiere este ejercicio, es la
que presentan los profesores E. Solar y L. Speziale en su libro "Algebra Li-

neal”, paginas 428 - 430,
Sea A = [aij] una matrniz de onden 5 x 5,
AL caleulan det(A) de acuerdo con La definicién de determinante, se Liene que

a) EL det(A) es La suma de 25 productos.

gatso verdadeno

b) Los productos que contienen a Los elementod a,; Y az, precedidos de s4g-
no positivo son:

¢) EL producto a@11a72833a4u@s55a6¢ €4 un sumando del det{A).

jalso verdadenro

d) Para que el producto a,,a,,asml; Gy del det{A) esté precedido de s4igno
negativo, se debe cumplin que: m = yn-=

28.- Usando La definicibn, caleula el determinante de La siguiente matrniz A 54

an 0 a3 ay

a1 Az 0 0

A= ay 4 0 0
Laul Qu2 Qy3 OJ

29.- Calewla, a parntin de La definicién de determinante, del(B) 44

0 0 - - - 0 1
00... ]
B= |: Dl

- o
— —
.
.
-
S —
— -~
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30.- Obtén dos matrices, B=[bij] y C=[Cij], ambas de orden 3x 3 takes
que en sus dos primenos renglones se cumpla que bij=cij=aij, y que se cumpla
también que det(A) = det(B) + det{C] donde

4 =1 0
A=13 2 1
-1 5 0
31.- Sean Las matrnices:
7 0 5 1
A= 0 3 4 B = 2
1 2 1 6
Caleula:
a) det(A) det(B) b} det{AB)

32,- Sean Las matrnices

Lol e ]

a) Caleula AB, BA, A"B, AB®, ATBT, BTAT
b} Caleula det(AB), det(BA), det(ATB), det(ABT), det({ATBT) y det(BTAT)
utilizando propiedades de Los determinantes.

33.- Usando La negla de Sanrus, caleula Los determinantes de Las siguientes ma
Duices:

" a+bd 2a
a) A= donde a,be R
| b a-bi ],
[ Log b 1
b) B= a donde a,b € R
| ] Zogba ’

z 1 1
¢) C=| 22 z 1 donde z=7’-———/—2-3——.é
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34.- Caleula el deteminante de cada una de £as sigulentes matrices:

1 2 -1 3 3 2 -1 3 27
A=l 2 2 -1 5 -2 0 3 4 3
-3 -5 1 -§ B=|1 -3 =2 1 0
-1 -1 2 -2 2 4 1 0 1
1 -1 2 1 0]

a) Pox el método de condensacibn pivoial.
b) Por el método de La matriz trhiangulanr.

35.- EL volumen de un tetraedno cuyos véntices son Pyxy,y1,21), P2lxz,y2,22),
Pi(xs,y3,23) 4 PulXy,ys,2z4) estd dado pon el valorn absofuto de V, donde

X2 th zy 1
X2 Y2 22 1
X3 Ys3 23 ]

!

Xy Yy Zy

-1
V-3

Utiliza esta §6nmula para caleulan el volumen de un tetraedrno cuyos vérti
ces son: (-4,6, 3), (&,-3,5), (4,0,-1) y (5,3,9).

36.- La ecuacibn de una circunferencia que pasa pon tres puntos Pylxy,y1),
P2(x2,42) y Pilxs,ys) puede escnibirse en La fonma:

2 2

X+ y X y 1
2
x,+gf X1 i 1

2 2
Xo ¥ Y2 X2 Y2 1

2 2
X +tys Xz ys 1

a) Comprueba que Las coondenadas de cada uno de Los punios P,,P2 ¢y P3
facen esta ecuacibn.

satis

b) 0btén La ecuacibn de La circungerencia que pasa por Los puntos (0,0),
(3,6), (7,0).



37.- Calcula el determinante de La siguiente matriz:

-4 1 1 1 1
1 -4 ] 1 1
A= |1 1 -4 1 1
1T 1 1 -4
11 1 1 -4
38.- Sea
a b ¢
H=13 o0 2
T 1 1

Dado que det(H) = 1, calewla el deferminante de cada una de Las siguientes ma-
trices:

3a¢ 3 3¢ a b c a-1  b-1 -1
al A=} 1 0 2/3 b) B=l4a+3 4b 4c+2 e)] C=]1 1 1
| | -3 -3 -3 3 0 2

39.- Obtén oL valon de b, be R, para que

= =17

O == e -
~— O = =
-— s 3 =
L I S

40.- Caleula el determinante de La sfguiente matrniz de orden nxn

r 1 1 1 1
2 7 7 2 2
2 3 3 3 e+ 3
2 3 4 ¢ 4

D T TR R Y
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41.~ Sea La matriz

a 1 =1
P=]2 o0 -1
4 1 b

Determina Los valones de a y b para que
(P} = det(P)

42.- 0btén La adjunta de cada una de Las siguientes matrices:

6 4 -3 -3
a) A=|o 4 12 b) B=|1 0 1
3 4 4 3

43.- 0btén La inversa de cada una de Las siguientes matrnices empleando el méfodo
de £a adjunta.

senx  Cos X ! 0 £ 0 -4
al E-= b) F=1 3 1 el G=|-3 0 11
donde 4£=v-T
44.- Si
1 0 2
A=l o -1 -2 y  B=A-Al;
2 -2 0

donde 1; ¢4 La matriz identidad de onden 3 y A un escalar, caleula todos Los va
Lones de A que hacen que La matriz B sea sdingulan.

45.- Para el sistema de ecuaciones Lineales

[}

2
-2%, +* 3X2 — X3 = -1
2%y = 4x3 + X3 = 0

obtén el valor de x, empleando La hegla de Cramenr.

X — 2%, + X3



(%}'efwicz’oa Adicconales

1.- 0Obtén e resultado de Las siguientes operaciones :

1 -1 07
0 1 -1 1 2 47T

Czoaad |, , 413 1" 1]}|7]=

0 3 3

2.- Una mtriz cuadrada A se LLama idempotente 54 A? = A, Determina &4
Las siguientes matnrices son idempotentes.

25 -20 z -z -4

al M= b) N =
30 -24 -3 4
1 -2 -3

3.- Dadas Las matrices:

3 -1 5 2 E s o2 0]
A= | -1 4 0 1 B=|2z 1 6 %-3 4
2 0 -1 o 5 o7 -2 L0 0
.
0 0 - 0 o],

obtén, por particiones, el producto AB nespetando La particibn indicada para
B.

]
- An i Ar2 A
4,- Sea fa matniz As|______ R con 2z=[0]rxl
A2y EAzz 3x3
(] -
(11 5 4
[}
ysea B=|0 1} 0 1

63



S¢ con La particibn indicada se Liene que £a multiplicacibn por par-
ticibn AB=C rnesulta ser

!
]
!
AP S , obtén fa submatniz Az
i
3
'

5.~ Sean:A una matriz simétrnica de onden n; 1 La matriz identidad def
mismo onden. Demuestra que

~2A% + 3A2 + 1

también es simétrica

6.- S{ A es una matrniz idempotente lver ejencicio 2, pdgina 63}, obtén fa ma
iz X iak que

=l oaraaz) + oA
X z[A A)+2M+A)

7.- Para La matrniz

a) Calewta G y G°
b) TInduce una expresibn para G° , ¥-nelN y demuestra su validez.

§.- a) Demuestra que ef producto de dos matrnices ontogonales es una matniz
ontogonal .

b) Demuestra que £a inversa de una matriz unitario es una matrniz uni-
tandia.
9.- Demuestra que 84 AB = BA, entonces:

(AB)™ = A"B" , ¥nelN
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10.- S&
1 2
As , obtén una matriz P no singulan
5 4
tal que
é 0
P lap-
0 -1

11.- 0Obtén La matrniz X que satisface fa siguiente ecuacidn

ALPX - xATc) =PT
donde :

’

12.- Obtén una matrniz X que satisgaga La ecuacibn matricial

P+ AX=3¢cT+ BTX

donde: -9
D= | —4 , C = [-2 0 2]
5
0 2 2 -1 =3 0
A= 5 2 , B - 0 z -3
3 -1 2 -1 -6 =15

13.- 0btén La matrniz X, s4{ existe, tal que

CX = B + 20X



donde

‘ 0 3 -1 12
B=|-3 C=t s o ¥ |1 4
-1, noo2 4 0

14.- 0btén La matrniz X que satisface La siguiente ecuacibn matnicial
XA? ~ ta{X) D = XBC + (D} X + det{A) E
donde ,

15.- S{ A es una matniz no singulan y k es una constante diferente de
ceno, demuesira que:

(k4”7 - —g!— A

16.- Demuestra que para una matrniz cuadnada A no singulan

det (A7) = (det (A))!

17.- Demuestra que ef detenminante de una matniz ontogonal es igual a + 1.

18.- Demuestra que ef determinante de una matrniz Ldempoilente es cero ¢ uno.
(Ver ejercicio 2, pdgina 63).

19.- Dadas Las siguientes agiumaciones, escrnibe en el paréntesis correspon-
diente una V &4 La afirmacién es verdadera y una F 84 es falsa:

al Ef deteuminante de una matniz henmitiana es un niimeno



b) Si{ A es una matrniz de onden n y o es un escalan,
entonces: detlaA)= o detA) - - - - - - - - - - - - - L

¢) 8L A es una matrniz cuadrada con nlmercsd complefos,
entonces: det(A*) = det|[A) - - - = = == === - - = )

dl Si{ A es una matrniz cuadrada, no singular, entonces:
det(A) = det{A™!) - - = w o o o oo oo - 0

e} 8¢ dos filas paralelas de una matriz cuadnada A son
proponcionales entrne 84, entonces det{A) 0 - - - - - - ( }

20,- Demuestra que:
a) det{A) = det{A)

b) S{ A es antihemitiana, entonces det(A) es un nfimero real o
Amagi{nandio puro.

21.- Sean A = [aij ] y 8 = [bij] matrnices triangulares superiornes de
orden 2. ;Qué condicibfn deben satisfacern sus elementos para que
det{A + B) = det{A) + det(B)? Verifica La nespuesta con un ejemplo.

22.- 0btén el valor méximo def determinante de Lercen orden que esté cons-
ituido 860 por elementos Lguales a 0 y -2.

23.- Demuestra que el determinante de toda matriz antisimétrica de orden
Ampar es nulo.

24.- Caleula el determinante de £a matriz

4 1 1...1

1T 4 1...1

nxn
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25.- Empleando dnicamente propiedades de Los determinantes, demuestra que

(2™ - 27™)2
(2" - 2772
(Zp - 2'9)2

(™ + 27™)2
(2" + 777)2

(2P + 27F)2

2
2|=0,
7

m, n, pe?

26.- Caloula el detenminante de La siguiente matniz de orden nXn

—

—_— Yy

[ =Y — —
.

27.- a) Demuestra que

a,+b1

az+b1

b} iCudnto vale para n= 27

28.- Todo polinomio de grado n

plx) = anxn + an-1x“'1 + e ¢ o 4 ax+ag

- 0

ay+ b -
a2+b2 .
an+b2 L]

a,+bn

az"'bn

an + by

=0

pana todo n> 2

se puede expresar mediante fa nepresentacibn nectangular de un determinante

de onden n + 1 :



@G -Gp-1  Gp-2 ... (-Hn—kak eee [-1)"a0
1 X

plx)=

donde todos Los elementos de La diagonal principal valen x con excepelbn
del efemento del primer nenglén y de £a primera columna; Zodos Los elementos
de La diagonal Linmediata inferior a La diagonal principal valen uno y todos
Los demds elementos que no aparecen valen cero. ‘

a} Representa el polinomio
qlx) = x* <5x + 3x* + 9x

en La gonma anterion.

b} Sea La matrniz Q(x) La expresibn rectangular obtenida en el .in-
ciso anterndion; ; para qué valones de x, fa matriz Q(x) es singular ?

e} ¢ Cufiles son Ras naices del polinomic gq{x} ?

29.- EL témino n - Esimo, ap, del desarvwollo

& = t+a,x+a2x"+a3x3+...

se puede obtenen a partir de La expresibn

69
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_1,.'._ , 0 « o o 0
1 1 .
7T T P 0
a:
n

1 L] . L] '
0! =117 Tn-21! BLE

Utilizando La.expresibn anterion y el método de condensacibn hasia neducin
a deteuminantes de onden dos, obién Los téuminos as y as

30.- Sea £a ecuacidn
aox®+ayx¥+ax+az=0
donde Los a; son coeficientes reales con ap+0

Las nalces complejas de La ecuacibn anterion tienen La pante real negativa,
44 y 4680 84 se satisfacen Las sigulentes condiciones:

ai as a ay 0

a, >0, >0,

>
a0 a a0 a2 0 0

0 ay ajs
Determina para qué valores de kR La ecuacién
(3-k)x>+2x*+(5-2R)x+2=0

tiene todas sus nalces complejas con parte neal negativa.

31.- Lla sucesidn numénica de Fibonacei es una sucesidn tal que comienza con Los
nimeros 1,2 y todo ndmenc sigulente es La suma de Los dos anteriores. Esto es
1,2,3,5,8,13,...

EL n-8simo téumino de esla sucesibn esid dado pon el deteminante
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0 0 0 0 »+» 9+« =1 1 Q1nxn

Verifica que coincida el determinante con el sexto té&umino de La sucesibn.

32.- a) Demuestra que La matriz adjunta de una matriz simétrnica es también s4mé,
trica.

b) Demuestra que 84 A y B son matrices cuadnadas de onden n, entonces
adj (AB) = adj (B) adj(A)

33.- Sea A una matriz no singulan de onden n. Demuestra que
a) Asadj {A) = |A] 1, , donde I, es La matniz identidad de orden n
b) ladj (A} ] = |A|"

Nota: | adj (A] |, representa al determinante de la adjunta de A

34.- Demuestra que 84 A es una matniz no singular de orden n, entonces

a2
lad; (adj (A))] = |A "

Sugenrencia:

Utiliza Las demostraciones del ejercicio anterion.



Cxamen de %ﬂaﬁ//u/o

1.- Dadas Las siguientes afinmaciones,escribe en el panéntesis correspondiente,
una V 84 La afinmacibn es verdadera y una F &4 es falsa.

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo onden, A # B; siempre se cumple
que:
a) ABAB? sA?B® - - - - - - o oo oo oo ()

b) ABA®AA“B?A =ABATB2A - - - - - - - - - - . - ()
e} (AB)T= ATBT - - o o o o o .- _-_. ( J
d) S{B=A-AT, B et antisimétrica - - ~ -~ = - = - - ()

e} [BA)=B A = - cm e e e e e e e e e e - ( |

2.- Dadas 2as matrnices

2 0
C-= D
T 1

y sabiendo que A-=B=D"", obtén La matriz X tal que:

"

[ e |
S -

—

AXD -~ C = BXD

Solucibn:




3.- Dada £a matrniz A= [aij], donde

1.2 3 4
A= |0 -1 2 4
31 0 4
4 -2 1 4

3.1) EL menon del elemento ajy, estd dado pon:
A -4 B) 2§ C) 31 D) 1

La nespuesta conrecta es5 - - = = = = = = = = = =

3.2) EL cofacton del elemento ay estd dado ponr:
A) =31 B) -2¢ C) -4 D) 31

La nespuesta correcta @8 - - - = = = = ~ - - - - -

3.3) Empleando el método de condensacién y desarrollando sobre La cuanta
columna, el det(A) es:

A) -124 B) 120 C) -120 D) 0

La nespuesta correcta €6 - = = = = = = =~ = = = - -

4.- Dada £a matriz adjunta de £a matrniz A y una cofumna de La matrniz transpues

ta de A:
1 =2 ] 1

adj (A) = |-4 7 -2 AT -
2 -4 1 3
obtén:
a) detfA)
b) A

Solucibn:
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5.- Compaha Los sigulentes sistemas de ecuaciones Lineales:

2g + 4n + 28 + 20t = 4 x+t2y+ 2z + ow-=
g+ n ++ £ =0 x+ y+ 2z + w =
AP gq - n + 38 - 38t = -1 N T
-g- L +2%- t =-3 -x- y+2z - w =

donde o y B son constantes.

Sabiendo que ef determinante de La matrniz de coeficientes del sistema
-22, caleula ef valon de w del sistema B empleando La regla de Cramenr.

A vale

Solucibén:




CAPITULO 111

Estruecturas
Algebraicas



......

"Las matemdticas no estudian fos objetos sinmo
Las nelaciones entre £o0s:0b qutqg,f:-»pp)n;_.tanﬂtp,_ o
Zes s indifenente neemplazan unos objetos =
por otnos, con tal que no cambien fas rela-
alones”.

H. Poinearné.
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Examen @iayna’dlica

A continuacibn se presentan algunas preguntas sobre antecedentes, para estu
dian este capltulo. Trata de contestarlas y compara tus redpuesias con Las pre
sentadas después de fLas pregunias., S4£ Lienes dudas, intenta esclarecertas Zeyei
de Los temas que se suglenen en fLa bibliogrnafia propuesta al §inal de este examen.

1.- Escnibe el conjunto que xesulta de efectusr cada una de Las siguientes opera
ciones s4 el conjunte de Los neafes IR es el conjunte undverso.

a) (ZuQ)' - IR=

b) (NNQlU(Z-R") =

2.- Completa connectamente cada una de Las siguientes proposiclones.

a) la Ley cancelativa para La adicifn de nimencs naturales N establece que:
¥ab,celN

b) EL conjuntc de £os nimercs enterncs 7 cumple Las siguientes propledades bd
sicas para La adicibn:

¢) la Ley asociativa para fLa adicibn de nimetes wacicnales dice que:
¥ x,y,z €9

d) EL elemente {déntice pawa La multiplicacibn de nimercs complejes es:

3.- Escnibe en cada paréitesds un S cuande 2a guncdén xespectiva sea del Zipo
mencionado 0 un NO 84 no es de ese tape, donde g :R-—+= R,

INYECTIVA SCFRAYECTIVA BIYECTIVA
a) 4{x) = 5x+2 es { ) { ) ( )
b) glt) = 2° es { ) ( ) { )
¢l glx) = x2-1  es { ) { ) { )
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RESPUESTAS
1.- a) ¢={ 1}
b) Z

2.- ala+tb=a+ec = b=c¢

b) Ceruadura, asociatividad, conmutatividad, exisiencia de elemento {dén
Leo, existencia de {nversos, cancelacibn.

e) x+{y+z) = (x+y) +2

d) 1= 1+04

3.- a) (8I) (s1] (ST}
b) (ST}  (NO)  (NO)
c) (NO)  (NO)  (NO)

BIBLTOGRAFIA

Los conceptos aludidos en estas preguntas Los puedes estudian en:

- Algebra 1
de Eduardo Solarn Gonzdlez y Leda Speziafe de Guzmdn
Edltado pon La Facultad de Ingenieniz, UNAM
Pdginas 19, 34, 48 y 92

- Algebra Supenion
de Cdrdenas- LLuis-Raggi-Tomds
Edit. Trillas
Piginas 24 y 25
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Fnlroduccion

EL objetivo de este tercer capltulo es estudiar el concepio de estruciu
na algebraica.

En fonma genenal se define una estructura algebraica come un conjunto en
el que estdn definidas una o mds operaciones. Llas estwcturas algebraicas que
estudianemos en este capiltulo son: grupo, anillo y campo o cuerpo. Pon ejem-
plo, et conjunto de Los nimeros enteros con Las operaciones de adicibn y multl
plicacibn es un anillo.

Las estweturas algebraicas desempeiian un papel muy Lmporntante en muchas
ramas de £a ciencia como por efemplo: La teonia de La nelatividad, §isica nu
clearn, mecdnica cudntica, cristalogragia, etc. Sin embarngo, en este cunso 8640
estudiarnemos Las nociones bdsicas del tema.

Esta poderosa henramienta matemdtica fue creada a principios del siglo
XIX, y entne algunos de Los matemdticos mds impontantes a quienes debemos su
cneacibn, podemos citar a Evanisite Galois, brillante matemitico §rancés muerto
en un duelo en 1830 a La edad de 21 afios. Galois fue el principal prometen de
La teonia de grupos. Otros célebres matemdticos que también hicieron contribu
ciones en esta nama de Las matemdticas fueron Augustin Louis Cauchy, Sin Anthun
Cayley y Niels Hennik Abel.

A continuacibn daremos un panorama generak de La distribucién de este capi
tubo con el objetivo de ubican al Lecton.

En primen téumino, se presentard el concepto de operacién binadia que es
esencial en el andlisis de Las estructuras algebraicas. Postenicrmente, sc ang
Lizandn algunos confjuntos y Las operacivies binarnias que se han dejfinide en elles
y, de acuendo con Las propiedades que dichas operacicnes posear, sc deternirard
a qué tipo de estructura algebraica pertenecen.

Finalmente, en La dltima pante del capitulo se estudiatdn des conceptos de
singularn impontancia: Lsomonfismos y homemengismes entre arupesd o aiillos.
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ﬁ/teftacio'n Pinara

Introducinemos el concepto de operacién binaria mediante La siguiente 84
tuacibn hipotética.
Era el pnimen dia de clases en un grupo de matemdticas. Los alumnos, des

pués de una breve pldtica, solicitaron al profesor que Les indicara La forma en
que Los calificarfa. Las condiciones quedaron establecidas de fa siguiente ma

neras
a)
b)
e}

d)

e)

§)

Durante el cunso se handn tres exdmenes parciales.

Se caleubarnd el promedio P de Las trhes calificaciones parciales.

AL teminan el curnso se hard un examen final el cual proporcionard
otna caldificacibn EF

La caligicacibn final Cp de La maternia se obtendnd de La suma del doble

del promedio P mds el examen final Ep, y dividiendo el nesultado entre

3, es decin 1P+ E
Cp = —-3——-F

Todas £as calificaciones parciales asi como P y Ep quedandn comprendi-
das en una escala de 0 a 100.
En Las calificaciones P, Er y Cr se omitindn Las cifras decimales.

Con el objeto de que estas condiciones queden claras para todos Los alum
nos, y evitar neclamaciones posterionres, el profeson expuso el siguiente ejfem-

plo.
Alumno: Manuel Sdnchez Herndndez
len. examen parclal = 75
20. examen parcial = 30
3en. examen parcial = 6§
Por Lo Zanto, P = 57
Ep= 72

y La calificacion ginal Cp es:

2(57) +72

Cp = = 62



Analicemes ahonra cbmo Las condiciones establecidas en este ejemplo Lnvofu
cran, en toda su extensibn, el concepto de operacifn binaria.

Segln La deginicibn de operacibn binaria, €sta es una regla que asocia a
cada par de elementos de un conjunto S, un terncen elemento unlvoco Llamado resul
tado de La operacibn. Ahora bien, en nuestro ejemplo anterion tenemos una hegla
que asocia a cada par de valores P y Ep un tercer valor, que de acuerdo con fa

condicibn "d" es Ligual a -zliélai-

Ademds esta negla de asociacibn estd definida en eb conjunto':
S={x|xeZ, O0<x<100}

puesto que tanto P como Ep 86L0 pueden toman valores dentrno de S (ver condicio
nes e y §).

Pon Lo tanto, en este ejemplo estdn presentes todos Los efementos que de
finen a una operacibn binaria.
S{ denotamos con el simbolo © a Las operaciones que se deban efectuarn con

P y Er para obtener La calificacién g§inal Crp fendremos que

Cr = PO Ep (1}

donde La expresibn P 8 Erp sdignifica

PO Ep = LigiE (2)

la ecuacidn (1) nos indica que a La pareja de nimeros P y Ep 4e Le asocda
el nimeno Cp de acuendo con £a regla 8. Es decir, 6 nepresenta a La operacibn
binaria.

la ecuacifn (2) define a La operacién 6 mediante una expresibn algebraica
usual

VEn general, el nesultado de una operaciin binaria depende del orden en que
se tomen Los elementos. Esto se hace patente en el caso de nuestrno ejemplo, ya
que en Ltéuminos generales

POEp =~ Ep 6P

! En toda la presente obra, representaremos a los nimeros naturales, enteros,
racionales, reales y complejos con los siguientes signos, respectivamente:

N, Z, Q,Ry G,
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7P + EF ZEF + P
0 bien —g— F —3—
Por efjemplo 84 P=57 y Ep = 72 tenemos que

2(57)+7'2 + 2(72) + 57
3 3

Analicemos ahora 84 La operacibn 8 es conada? en ef conjunto S.
Parna que £a operacién sea cerrada debe cumplinse que:
(PO Ep)eS  ¥P, EpeS
En otrhas palabras, para que 6 sea cewrada, debe cumpfinse que £a califica

cibn ginal Cp esté comprendida entre 0 y 100 y que sea un ndmero enteno, para
cunlesquiera P, E; eS.

Debido a La condicibn (§), La calificacibn Cr siempre send un nimenro ente
no. Pon Lo tanto s6Lo nesta’ investigar 84 Cr estd comprendida entrne 0 y 100.

Sustituyendo en La expresibn
PO Ep - %’i
Los valones mhximos que pueden tomar P y Ep tendremos:

100 6 100 = 2(100)3+ 100

= 100eS

Lo cual indica que aun para Los valores mdximos de P y Ep el nesultado es
menor 0 Lgual a 100.

Procediendo de igual fonma para Los valores minimos que pueden tomar
Py Ep ZLenemos:

0060-=

200+0__ 5.«

Por Zanto, aun para Los valores minimos de P y Ep el resultado es mayon o
Lgual a ceno.

Tomando en cuenta ef nazonamiento anterion y La condicién {§), podemos
concluir que Cp siempre serd un ndmeno entero x tal que 0<x<100, de Lo cual
concluimos que La operacidn 6 es cerrada en ef confunto S.

2 Algunos autores consideran la propiedad de cerradura implicita en la defini
cidn de operacién binaria; es decir, consideran que para que una operacién sea
binaria, debe suponerse de antemano la cerradura.
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De acuendo con La definicibn de operacifn binaria, &sita cumple, a su vez,
con La definicibn de funcifn. En el ejemplo que se ha presentado, podemos de
cin que 9 es una funcibn cuyo dominio es S x S y el codominio es S. Simb6lica

mente escnibimos, 6: SxS——S, pudiendo expresan también (2) de La siguien
Ze manera:
2P+ Ep
3
Existen algunas operaciones binwrins muy imporntantes dentro de Las mate-
mdticas.

Por ejemplo, en el conjunto V= {la,b,c) | a,b,c e R} se definen el produc
to escalar y el producto vectorial respectivamente como

o(P, Ef) =

lay,by,e1) - (az2,b2,c2) = ayaz + b1ba + cre2
[al;bl,cl) X (azpbzpczl = (b)Cz-bzcl, azc1-a3¢t2, albz“azbl)
EL producto escalan -, y el producto vectorial x, son dos tipos de opera

ciones binanias; es decin, son dos funciones. En el primer caso,el dominio es

VxV y el codominio es R; en el segundo, el dominio es también VxV, pero el
codominio es V.

Completa connectamente fLas sigulentes afirmaciones.,

La operacibn binaria "producto escalar" cumple con Las propiedades de
y no cumple con Las de

La operacibn binania "producto vectorial" cumple con Las propiedades de
y no cumple con Las de

La expresibn x+y+z-§=0 representa, geométricamente, un plano. Esta
misma ecuacibn La podemos escnibin en La forma 2= ¢(x,y) = 8- x - y, pudiendo
entonces considerar a ¢ como una operacibn binania, ya que a foda pareja ondena
da de nfmenos reales (x,y) se Le asigna uno y 8620 un valor de z. De acuendo a
esta opernacibn binarnia ¢, se tiene que ¢(4,4)=4¢4=
(-1) ¢ 8 = ¢(-1, 8) = .

4

Las propiedades que satisface La misma operacidn binaria ¢ son

En el espacio siguiente, establece una regla de asociacibn sobre el ‘10:'1
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junto de nidmeros que 2 elijas, tal que no constituya una operacibn binaria.

Para completar Las actividades que contribuyan a La mejon comprensibn y
andlisdis de estos conceptos, trata de nesofvern Los siguientes efercicios.

EJERCICIOS PPROPUESTOS

1.- Sean Los conjuntos A= {a,B8} y B={1,2,3}
a) 0btén el conjunto Ax A, es decin, el producto cartesiano de A consige mis
mo.

b) Establece una relacifn § de AXA en B tal que §:AXA—B sea una funcidn.
¢) Esiablece una nelacibn g de AxA en A tal que g:AXxA—=A sea una funcidn.

d) iSon § y g operaciones binanias? ;Pon qué?

2.- Considernemos La siguiente operacifn:
a*b = 3(a+b) ¥abel
a) (Es * una operacibn binania? Justifica tu nespuesta, verdficando 44 satis
face La definicibn de operacifn binaria.
b) Caleula el resultado de: 1*{1% (2% (3%4}))).
¢c) Determing 84 a*(bxc) = (axb)*ec; ¥ a,b,ce NN
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3.- Sea ef conjunto T={t|t=3n, ¥%neN} yla operacién binania @ definida
pon: x @ y = Ix+ly+é6 ¥ x,yeT

a) Cateuta, cuando estén deginidas, Las operaciones: I @6, 1®@6, 3®@3.
b) Demuestra que La operacién (@ es cernada en T.

c) ¢Es conmutativa La operacibn () en T?

d) ;Es asociativa La operacibn @ en T?

4.~ En el conjunto R se define La operacibn binarnia () de La siguiente manera:

a® b=-a, ¥abeR

al ;Es conmutativa La operacién (® ?
b) (Es asociativa La operacisn () ?

5.- Sean Los sistemas (A, *) y (B, L) donde A=R-{-1}, B=R-{1} y Las ope
naciones * y A se degfinen de La sigulente manera:

a*b = aAb = a+b+ab

a) Determina &4 + es cerrada en A y 84 A es cernwada en B.

b) En caso que no exista cervradura, da un ejemplo donde se muestre La no
existencia.

c) Obtén el nesultado de (--2) * (-2),

6.- Dadas Las ovperaciones binarias [y A definidas en IR por Las sdiguientes ne
glas,

ap)b = 2b-a,

aldb

¥ya,beR

2a-b,

¢ termina &4 La cperacibn A es distributiva sobre .



87

Estreeelinras ﬂ{yeé/&aicad

Cuande en un conjunto S se han definido una o varias operaciones binarnias
*, A,. . ., 4¢ acostumbra denotanlo como (S, *, A,. . .) y se dice que Las ope-
haciones *, A,. . ., determinan en S una estructura algebraica y que
(S, *, 4,. . .) es un sistema algebraico.

A continuaciln te presentamos un ejemplo en el que trataremos de [Lustran
el concepie de estructura algebraica.

Sea el conjunto M de matrices cuadradas de onden 2 de La fonma

]

y La siguiente operacibn binarnia ¢ que nelaciona Los elementos de esie confunto:

A¢B = A+1+8B

donde A y B son dos matrnices cuanlesquiera def conjunto M e 1 es £a matrniz iden
tidad.

Entre Las estructunas algebraicas que puede forman el sistema (M,d) Las
mds imporiantes scn La de grupo y grupo abeliano. Analizaremos con base en
sus pwopiedades 84 ¢ detenmina en M alguna de edtas estructuras.

a) En primen ténmino, probaremos que La operacibn ¢ es cerrada en ef con
junte M,
Pana este, definamos dos matrnices no particulanes del conjunto:

a 0 [+ %] 0
.Al = Ax = Al,AzEM
0 bl » 0 bz ’

y cpexemos con ellas de acuerdo a ¢:

a, 0 1 0 a 0 a+1+az 0
Ay ¢ Az = + + =
0 b] 1] 1 0 bz 0 b1+1+bz
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Podemos observar que el nesultado es una matriz que pertenece al conjunto
M ya que es una matrniz diagonal con elementos enteros. Este nesultado se puede
expresan como:
Ay ® Az)eM, ¥ A, A eM

b} Investiguemos ahora &4
Al ¢ (A2¢A3) = [A[ ¢A2) ¢ As, '\L Al,Az,As EM

es decin, &4 & es asociativa en M.

Opereros con el Lade {zquiendo

ALB(A; QA3) = Aj0(Ay + 1T + A3} = Ay + T+ (A2 + 1+ A3} = Ay + Ay + A3 + 12

Operemos ahora con el Lado derecho

(Ay ¢A21¢A3 ‘-'{Al + 1+ Azl‘pA; =(A1 + 1+ A)+1 +A; =A; + A, + Ay + 21

Como £as dos dftimas expresiones son iguafes, se cumple que ¢ es asocia
Liva.

¢) Comprobemos en este inciso La existencia del elemento idéntico, es de
cin La existencia de una matriz dnica

aQu 0
U= au,bue Z
0 by

AdU = UdA=A, ¥AcM

2ol que

Para esto, consideremos a La matrniz

L

que representa a cualquien matriz de M,



a+1+ay 0
AdU= Lo cual, como puedes comproban, es
0 b+ 1+bul,

fgual a USA.

De acuerdo con La definicidr de idéntico, se debe cumplin que
ASU = UPA = A, es decin:

at+l+ay, 0 a 0
0 b+leby| o ] > u=bus-I

-1
us= que pertenece a My pon tanto, existe elemente
- Ldéntico.

De donde,

d) Existencia de elementos .inversos.
De acuerndo con su definicibr, esta propdiedad se cumple 84:

¥AcM TJAeM, tak que, AGA = Ao AU

Supongamos que:

5 [ai 0
A= ;  entonces
[0 b
5 [@+1+ai 0 ]
AdA-= Lo cual, como puedes comprobar, es
| 0 b+1+bji

igual a ATQA.

De acuendo con La definicibn de elementos inversos ASA = A WA - U

a+l+a; O -1 0 ai
= de donde:
0 b+1+bi 0 - bj

n

-2-a

~2-b

1t
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y por Lo tanto,

a -(2+a) 0

0 -{2+0b) De esta expresdibn podemos observar que A' existe
y e dnica para cada matrniz de M y que AT pertenece a M,

AsZ, pon ejemplo, 44:

5 0 - -7 0
B= AU {nvenso es B =
0 - 0 1

y se cumple que:

5 0 10 -7 0 -1 0
BoB = + + = = U
0 - 0 1 0 1 0 -
Hemos demostrade que el sistema (M, &) cumple Las propiedades de
Cervraduna
Asociatividad

Existencia de elemento Ldéntico
Existencia de elementos L{nversos

por Lo que (M, ¢) es un grupo.

Pon otrno fado, se cumple La propiedad commutativa, es decin:

Al ¢ Az = Az o] A], ‘V'A;,Az eM

ya que:

Ald’Az:Al*I"‘Az‘-’Az"’I*A;-’AzQA;

AL cumplinse La conmutatividad adicionalmente a Las 4 propiedades ante-
niones, podemos concluin que (M, ©) es un grupo commutativo (o grupo abelianc)

Te sugerimos que a continuacibn realices fLas actividades complementarias
siguientes:
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1) Yespefa a La matrniz X de La ecuacibn
Ao QX-'QU (bA.: = (Al @Ao? ¢U.‘¢Ao

donde Ag,A,XeM y U es el elemento Ldéntico del grupe abeliano
(M, @)

Respuesta X = .

11] Una estwctuna mds simple que fa de grupo es La de semigrupo. Se da
edte nombre al sistema (S, *) que cumple con dos condiciones: La opernacifn *
es cerada y es ascelativa en S .

Construye un sistema (S, *} oque sea un semighupc, pertc no un GUpO.
Pana ello, eastablece i conjunto S

S = .

Lla operacidn * definida en S que hace que (S, *} sea un somi-
ghupo es:

I11) Dos Zipos de semighupo son el semigrupo cormutativo y ef semigrupo
con unidad. Este dltimo también es Llamado monoide>.

En un Mmzigmpo conmutativo (S, *) se cumple el siguiente teorema:

Para cualesquiera elementos a,b S, 84 se conviene que a® = asax...ra,

entonces {a * b)™ = a® » b™, donde neN. n veces

Domuestna este teonerma.

varnesirnclbn:

Tl teer s 1o autores llaran moncide a ovn semicrupo con anidad; ataenas llaman
monolde a cualguicr gistema (S, #), ndependienterente de las propicdades

que satisfaga la operacidn Linaria »
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V) a) Los sistemas (N, +) y (N, -] son semigrupos conmutativos. Enton
ces, para cualesquiera a,b e N, se tiene que, la+b)™ = a® + b" y
{a+b)® = a®+ b, siendo ne N.

Dos casos particulares son, 84 a=2, b=3, n=3:

(3.2)%- . 33,23 . de donde (3-2)3
RS R pe— 33423 2 —— de donde (3+2)?

L]

33.23

i
n

334123

b) ¢Qué pante del enunciado del teorema se Liene que tenern phresente para
que {a+b)" = a"+b"7

Respuesta:

Como siguiente actividad, para heafinman £os conceplos que has aprendido,
te invitamos a tratan de nesolven Los siguientes ejencicios.

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacion)
7.- Sea el conjunto A= {a|a=%—, xeQ}

Determina 84 el sistema (A, +) es un grupo abeliano. (la operacién + es La adi
cibn de Los nacionales).

§.- Comsidena el conjunto A del ejercicio uno, pdgina 85.
Una nelacibn g, que se pide en el inciso c) de dicho ejercicio puede ser £a 84
guiente:

Detemina 84 (A, g) es un ghupo.
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9.- En L conjunto L= {yly=Log x, x>0, x e R} se define La operacibn binaria
de fa sdiguiente manera:

Log x1 0 Log x2 =Log (x1x2), ¥ x3,x2€R, x3>0, x2>0

S4 fa operacidn O es cerrada, asoclativa y conwnuiativa, demuestra que (L, O )
es un grupo abeldiano.

10.- EL sistema (A, *), dende A= R~{-11} y * estd definida pon
a*b =a+b+ab, V¥a,beA
es un grupo.

a) iCudl es el elemento idéntico del ghupe?

b) 4Cudl es el inverso de --—5—?

¢} éCudl es el invernso de -27

11.- Sea el sistema (B, *) donde B={a,b,c,u}l y * estd definida de acuerdo
con La siguiente tabla.
a) Detenmina 84 para La cperacién *

tllajblce|u existe:
allblelul]a 1.- Cerraduna
bllalul el b 7.- Elemento ({déntico
cellelal bl e 3.- Los dinvernsos

4.- Asoclatividad
u a b [ w

b) ¢Es (B, *) un grupo?

12.- Demucstra que el efemente neutxe de un grupo es dndee. (ELemento neutno es
ctha ferra de LLaman al elemente {déntico).

13.- Sea (G, *) un grupo. Demestra que La ecuacifn x * a =b, donde x es fa
incdgnita y a y b son elementos de G, tiene solucidn dnica.

14.- Demuestra que 54 a y b son dos elementes del grupo (G, * ), entonces
(axbl =6+ d.

(x¥ sdgnifica inverso de x).

15.- Sea (G, *) un grupe. Demuestna que 44 rana ftode aeG, axa=u, donde u
es el Ldértice de (G, *), entonces (G, *) es abelianc. (Sugerencia: utiliza
La prepdiedad def ejexcicdic anternder).
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16.~ Sea el sistema (B, *,0]), donde B={4m|meZ}, y Las operaciones * y ©
estdn definidas pon:

a*b=>b+a

a@b=_a,L ¥a, beB

Considerando que (B, *) es un grupo abeliano, detenmina 54 (B, *, ) es un ani-
Lo,

17.- Sea el sistema (Z, +) cuya estructura es de grupo abeliano. S4 se degfine
una operacibn * tal que:

a*b =Kab, ¥a,be Z (donde K ¢4 cualquier entero),

a) demuestrna que el sistema (Z, +, *) tiene estructura de anillo conmutativo.
b) S{ K=1 ;Qué estrwetura tiene el sistema (Z, +, *)?
¢} S{ K = 0, determina pon qué el sistema (Z, +, #) no es un domindo entero.

16.- Sea M el conjunto de fLas matrices escalares de ornden dos, es deein,

o
M= e eR
0 a

"Determina &4 (M, +, ») es un dominio entero. (Considera a + y o como La adicibn
y multiplicacion ondinarias de matrhices).

19.~ EL sistema (A, +, o) es un anillo, donde A={(a,b)|a,bec R},
(a, b) + (e, d) la+c, b+d)
(a, b) o {c, d) = {ac, bd}, ¥a,b,e,de R

a) Determina qué tipo de anillo es.
b) Determina 84 es un domindo entero.

20.- Detenmina a4 el conjunto B={0,1, 2} con Las operaciones de "adicion" y
"multiplicacion" definidas como se muestra a continuacidn ed un campo.

+OIJ% . 1|2l
ojflo] 1|2 0
111 2]0 2
221011 1

~N - O

0
]
2
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ﬂo&/é’dmm

Sean dos grupos (T, ®), (S, ®), donde T={x|xe R}, $={(x, 2x, 3x}| xe R}
y Las operaciones binarias @ y (@ se definen ponr:

x@y=x+y, ¥x,yeclR
{x, 2x, 3x) ® [y, 2y, 3y} = (x+y, 2(x+y}, 3(x+yl), ¥ x,yecR
Deginamos La funcidn biyectiva

T, ®) 1S, ®) tat que

§{x) = (x,2x, 3x), ¥=xeT
AL pon ejemplo, §(1) = (1,2, 3)

§(-4) = (-4, -8, -12),

Caleulemos por un Lado

1@ (-4) = -3 (1)
y pon otno Lado, caleulemos §(1) (® §{-4), es decin,
§l1) @4(-4) = (1,2,3) @[-4,-8,-12) = (-3, -6, -9) {2)

Obsenvamos que Los resultados mantienen La nelacifn biyectiva establecida,
puesto que aplicando £a funcidn § al resultado de La expresidn (1) obtenemos el
nesultado de La expresibn (2), o sea §(-3) = (-3, -6, -9).

Lo anterion Lo podemos escrnibin pon tanto de La sigulente manera:

§0-3) = §(1@® -4) = §(1) ©@4(-4) = (-3, -6, -9),
y en genenal, se puede probar que:

flx ® y) = §lx) © §ly), ¥x,yeT (3)

Probémoslo:

§lx @yl = flx+y) = (x+y, 2(x+y), 3(x+y)) (4)
6{x) @4ly) = (x, 2x, 3x) ®ly, 2y, 3y} = (x+y, 2x+y), 3(x+y)) _(5)
Como Las expresiones (4) y (5] son {guales, entonces (3) es cienta.
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S ahona desedramos oblener el resultado de operar con mds de dos elfemen
tos de S, pon efemplo:

(-3,-6,-9)@®I(5,10,15) ®(2,4,86) ®(1,2,3) (6)

en vintud de que La funcibn es biyectiva el resultado se podria oblenern en gon
ma equivalente a partin de:

SACRAORACK (7)

puesto que:

§(-3) = (-3,-6,-9)

§(2) = (2, 4, é)
g(1) = (1,2, 3)

Entonces, (-3 @5 @DI2® 1) =2@ 3=5; y,como §(5) = (5,10, 15),
podemos aseguran que el resultade de La expresidn (6) es (5,10, 15), o sea,

(-3,-6,-9) ® (5,10,15) ® (2,4,6) ® (1,2,3) = (5,10, 15)

Como puedes observar, @ es La adicibn ondinaria de nimenos heales, pon
Lo que nesulil mis sencillo obiener el nesultado de (6) empleando La expresdibn
(7).

Las funciones biyectivas que cumplen La ecuacién (3) se LLaman isomorfis
mos y como pudiste observar, una de sus aplicaciones fundamentales es La de po
den manejon indistintamente dos estrwctunas algebraicas siendo equivalentes Los
nesultados

En nesumen, Las condiciones que se deben cumplin para La existencia de un
isomorfismo entre grupos, son Las siguientes:

Dados dos grupos (A, ) y (B, A), exista una funcibn §:A- B, tal que:
a) § 4ea biyectiva, y
b} §la + b) = f(a) & §(b}), ¥ a,beA

En ocasiones La funcifn establecida entre dos estructuras no es biyectiva.
Si tal funcifn es varios a uno y cumpfe con

flarb) = §la)sglb), ¥abeA y §la),fib)eB _____ (&)
4e dice entonces que La funcibn § es un homomorfismo.

EL Lsomongismo y el homomoengismo son dos tipos de morfismos.
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Un mongismo es, en general, una funcién ¢ que satisface La ecuacidn
¢pla+b) = ¢la) & ¢(b)

donde % y A son operaciones binarias deginidas respectivamente en el dominio y
codominio de La funcidn.

De acuendo con esto, Las siguientes expresiones se pueden considerar como
ejemplos de mornfismos:

: - 4(x + y) = 4x + 4y
B 59 =6
f&og(x-y)=£ogi+togy

Se establecen diferentes tipos de mongismos dependiendo s4 La funcibn es
Lnyectiva, suprayectiva o biyectiva.

Esta clasificacibn estd dada en La siguiente definicibn.

Sean A y B dos conjuntos en Los cuales estdn deginidas Las operaciones bi
narias * y A nespectivamente. Si §:A —> B es un morfismo, diremos que:

a} Cuando La funcién es varios a uno, el monfismo se LLama homomorfismo.

b) Cuando La funcién es uno a uno (inyectiva) el morgismo se £Lama monomor

fismo.

¢) Cuando La funcibn es sobre {supragectiva) el monfismo se LLama epimor-
fismo. ‘

d) Cuando La funcién es uno a ung y sobre (biyectiva) el monfismo se LLama
isomorfismo.

Existen ademds otnas clasdigicaciones de mongismos entre grupos. AsL tene
mos que un endomorfismo es un monomorgismo de un grupe sobre 8L mismo; un auto
morfismo es un Lsomonfismo de un grupo sobre 8L mismo.

Clasigicaciones similares se esiablecen para morgismos entre anillos, cam
pos, espacios vectoniales y otrnos sistemas algebraicos.

Te invitamos a que nesuelvas Los siguientes efencicfos relaclonados con
estos conceptos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacidn)

21.- Sean (%, +) y (Z, 8] dos grupos, donde Las operaciones * y A estdn defi

nidas pon a+b+l

]

axb
$YabeZ

adb =a+b

1

Determina 84 La funcibn biyectiva §:Z— Z, definida por
4la) = a+1, ¥acZ, es un Lsomorngismo entre Los grupos (Z, *) y (Z,B).

22.- Sean Los grupos (A, o) y (B, o}, donde
A=C-{0} y B=R-{0}
a) S£ se define La funcibn §:A——eB de La siguiente manera:
flz) = [z|, ¥ze4,
demuestra que § no es biyectiva.
b} Determina &4 § es un homomorngismo entrne Los grupos (A, o) y (B, e}

Nota: |z | significa médulo de z y Las operaciones  en A y B son Las mul
tiplicaciones ordinarias.

23.- Demuestna que 84 § es un {somonfismo entne Los ghupos (G, *) y (G', A}, y u
es el idéntico de G, entonces §lu) es el idéntico de G'.

24.- Sean (Q,+,¢) y (R, +,®) dos anillos; Las operaciones + y ® son La adi
cibn y La multiplicacibn ondinanias y ) esid definida como:

a@®@b=3ab Ma,be R

Determina 84 La funcibn §{x) = 3x, ¥xeQ es un Lsomornfismo entre £os ani
ua‘b (Q!+’.) y (IR’+,® }-

25.- Sean (A, *,4) y (8,0 ,0 ) dos anillos y sea La funcibn §:A—B un
homomongismo entre dichos anillos.

Demuestra que 84 (A, », A) es un anillo conmutativo, entonces el anillo
(8,0,0) también es conmutativo.
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é}'efzcic{faa. Adicconates

1.- Sea el conjunto de

como sLgue:
Q¢R

PeQ

puntos del plano xy y Las operaciones ¢ y 6 definidas

el punto medic de La necta QR.
el punte sobre La prolongacién de La necta PQ

La distancia de dicha prolongacibn es igual a La distancia de P a Q y
se encuentra del Lade del punto Q.

a) iSon ¢ y 0 operaciones binawtias? ;Por qué?

b) Determina 84 se cumple que PH(QéR) = (PoQ) R

c) iSe cumple La distributividad de 6 sobre ¢ por La izquierda?
d) iSe cumple La distributividad de 6 sobre ¢ por La derecha?

Z.- Demuestra que en un grupo (G, *),
a) Cada elemento aeG tiene 8680 un {nverso.
1
b) S{ a' es el invernso de aeG, entonces (d') =a

3.- EE sdistema algebraico (G, *) es un grupo abeliano, donde el conjunto G estd

dado pon

G={1,2,20, T, 2, 20, u}

donde 2 indica el inverso de 2 y u el Ldéntico de G con La operacibn binaria *

a) Dado que (G, *) es un grupo abeliano, {ndica con una V en ef cuadro co
nnespondiente 84 Las propiedades siguientes se cumplen en (G, *), o ua F &4

no se cumplen.

Ley cancelativa

1+27=1

Commutntividad

EL elemento i pertenece a G

la ecuacibn 2 *x = 20, x€G, adni
te mds de una sofucidn
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b) Considerando La ecuacibn
I*x*Z*Z.O*x =2*1%x, xeG
el fnverso de x es {elige La opelbn correcta):
A1 B) 2 C) 20 D) 10 E) 0

F) 1 G) 2 H) 20 11 10 J) u

La nespuesta cornrecta es

4.- Sea el conjunto B={b|b=x V3, xe Z} y La operacibn
aQb=a+b+/3, ¥a,beB. Detemina 84 el sistema (B,0) es un grupo.

5.- Sea el conjunto F = {§{x) | §(x) =mx +b, m# 0, mbecR}. Deteunina 44
(F,o) es un gnupo, siendo La operacifr binarnia fa compesicién de junciones, eb

decin
g og = §lalx)), ¥ §,g¢F

6.- Considena el conjunto: A= {as, a1, a2} y La operacién binaria@ definida
ponr:

ai Paj = ai+j 8L L+§<3

ai @Paj = aj+y-3 8L L+4§ >3

donde aj y ai son elementos cumlesquiera de A. Demuesirna que (A, D) es un gru
po abeliano.

7.- Considera el neloj mostrado en La gigura cuya
nica manecilla tarda una hona en desplazarse de un
nimero al siguiente; asi, 84 La manecilla estd en
La posicibn 1, despubs de tres horas estard en La
posicibn cerno, pudiendo nepresentar esto como
1@3=0; 8{ estd en 3, después de dos honas se ten
dud 3@ =1, ete.

Considerando a (d) como La operacibn que indica el desrlazamiento de £a ma
necilla, demuestra que el conjuntc cuyos elementos son fas cuatne posdlciones y
La operacibn @ jomrar un ghrupo abeliane.
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§.- Determina qué estructura algebraica fonman el conjunto
V={{x, y) | x#0, x,y € R} y La operacién # definida como

(a,b) # lc,d) = lac, be + d), ¥ (a,b), (c,d) eV

9.- EL sistema (S, ® ) es un grupo, donde
S={x]|-1<x<1, xeR}

y La operacitn (® estd definida por

X@y“‘f%{{"; 'V'X.UES
a) Caleula el invernso de -—;—

b) Considerando que en el sistema (S, ® ) estd degfinida La ecuacibn

-;—@ az—é— ® +@ 7?—, donde a es La incégnita, obtén el
valor de a que satisface a La ecuacidn.

cos 6 send
10.- Sea M= | e R
~5en 6 cos O

Demuesina que (M, o), donde ¢ es La multiplicacibn usual de matrices, es un
giwpo abeliano.

11.- Sea M el conjunto de todas Las matrices cuadradas de onden n cuyo detenmi
nante es uno; es decin,

M={A| det{A) =1, A de onden nxnl}

Determing 84 (M, ©) es un gnupo siendo La operacidn o La mubtiplicacibn ondi
naria de matrices.

12.- Sea ek sistema (B, o) donde B es el conjunto de Las raices complejas de La
ecuacién z°=1, es decin, B={z|2°=1, ze €}, y La operacién o es La multi
picacibn de Los mimeros complejos. Determina 84 [B,e) es un grupo.
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13.- Sea S el conjunto formado pon todos Los subconjuntos de U= {1,2, 31,
EL sistema (S, +), donde La operacibn binaria + estd definida por

E+F=(ENF')U(FNE'), VEFeS
es un grupe abeliano.

a) ;Cudl es el Ldéntico de (S,+)7?

b) Obtén el inverso de B={1,2}

¢} Determina 84 (S, +, <) es un anillo donde La operacién + se degine como
E-F=ENF, ¥EFeS

Nota: E' sdignifica el complemento del conjunto E.

14.- Demuestra que La interseccién de dos subgrupos es también un subgrupo y
‘que su unibn, en general, ne es un subgrupe.

15.- a} Determina cudles de Los siguientes sistemas son semigmupos. (Ver defini
cidn de semigrupo en La pdgina 91).

1) {N,*), donde a*b = 2la+b}), ¥a,belN
2) {N,*), donde a*b=2+a+b, ¥abel
3) (Z,+), donde a*xb =a+b+ab, ¥a,be Z
4) (2,+), donde axb = 3+a, Yabe Z
5) { Z,+), donde a=xb = q, " Ma,be Z

"

L]

b) Deteamina a4 alauno de ius sistemas del inciso anterion es un gaupo.

16.- Determina 84 el sistema (Q,8) es un monodide donde A estd definida por La
negla abb=a+b-ab, ¥a,beQ

(Ver definicibn de monoide en La pdgina 91).

17.- En el conjunto Zx Z = {{a,b)]a,be Z} estd definida La operacibn binaria b
de La siawiente manera:
(a,b) A (e,d) = la+c+1, b+d-1), ¥a,b),lc,d)eZxZ

EL sdistema (¥ x Z,4) es un aonupo.

a) Cbtén ef nesultado de (0,6} 4 (3, ~1)
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b) Obtén La solucién de La ecuacibn
(-1, 1) alx, gl a(2,-2) = (-2, 0)

. deginida en el grupo | Z x Z, p).

18.- En el conjunto S = {x | x€Z, x > -3} se definen Las operaciones bina-
rigs L1y A, Considerando que en S, fa operacifn A es cemada, asociativa y dis -
Bulbutiva sobre T, determina 84 (S, 0, A) forma alguna estwetura algebraica
considerando que [J e define pon

aJb=a+b+2, ¥a,beS

19.- Sea el conjunto de Las funciones F={§(x) | §(0} = §(1)}. Determina si
(F, ®, ®) e un anillo estando Las operaciones definidas pon:
§ © g=§+g, es decin, (§ ® gllx)=§(x)+g(x)

. ‘ ¥ 4,gcF
§ ® g=feg, esdecin, (§ ® gllx)=g(x)eglx)

20.- a) Demuesina que el conjunto A={0,1,2, 3} con Las operaciones de "adicién"
y "multiplicacibn” definidas pon

+ || 0 112 3 . “0 1121 3
ojNeyj1]2]) 3 o lolololo
] 112310 tllolol 2] 3
2 2 310 ! 2 o 7 0 2
3NHN3)jo0y)11]¢ 3flol 312 1

es un anillo.
b) Determina 84 (A, +, o) es un anillo conmutative con undidad.
c) iTiene el anillo (A, +, ) divisones propios de ceno?

d) :Es (A, +, ¢) un dominio enteno?

21.- EL sis8%ema (A, +) es un ghupo abeliano. Determina 84 (A, +, A) es un do

minio entero, donde
A={tn|nedt y ath=Lab, ¥ a,beA
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22.- Demuestra que el conjunto H= {x| x=—2%—, b#0, a,beZ} es un campo con
Las operaciones * y A definidas de La siguiente manena:

X#y = x+y

xAy=—%—xy ¥ x,yeH

23.- EL sistema (S, ®, ®) es un campo, donde
S={x+y VT | x,ycQ}
y Las operaciones ® y (® se definen pon
(a+b VZT) @ le+d VT) = (a+e) + (b+d) VT
{a+b V7)) @®le+d V7) = ac+bd VT

a) Obtén el ceno y 2a unidad del campo.
b) En el campo (S, ®, ®) se establece La ecuacibn

(1+3/T) @ [x+y /TN @ 4-VT)] = [(3+3/7) @ (x+y/T)] ® (5+3/7)
Obtén La solucién de dicha ecuacibn.

24.- a) En el campo (R, +, o) donde + y e son La adicibn y multiplicacifn ondina
nias, se establece el sigulente sistema de ecuaciones

2x + 2y =1
X*zy:z

Obtén La solucibn del sistema de ecuaclones.
b) EL sistema (B, +, o) del ejercicio 20, pfgina 94, es un campo,

Obtén La solucibn del sistema de ecuaciones del {nciso anterior en el campo
(B) ".p .) .

25.- Sea §:G + G' un homomongismo entre Los grupos (G, =) y (G', 8) .

Demuestra que 84 @ es el invernso del elemento a delf grnupe (G, *), en-
tfonces (@) es el invernso del elemento §la) def grupo (G' , 4).
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26.- Demuestra que 84 La funcibn §:G ~ H es un Lsomorgismo entre Los grupos
(G, ) y (H,A), entonces La funcibn inversa 6'1:H + G tambiln es un Lsomonfis

mo.

27.- a) Demuestra que (R, o) es un gnupo, donde R’ - {x| x>0, xe R} y La ope
nacibn ¢ es La multiplicacibn orndinaria.

b) Demuestrna que La funcibn §: R* -+ R deginida por §(x) = Log x, ¥ x ¢ R es
biyectiva.

c) Determina 84 La funcidn anterion es un {somonfismo entre Los ghupos
( IR, e} y (IR, +), donde £a operacibn + es La adicibn ondinarnia.

2§.- a) Completa el cuadno mostrado

para que el sistema {{e,a,b,c},*) sea un grupo. *lelalb]e
e b
allal e
b el a
clle] b

b} EL sistema (B, e), donde

1 0 -1 0 0 1 0 -
B= = {Ml, MZ’ M3) M"}
0 11, o-11, 10 ¢4, |1 0

y La operacién o es La multiplicacibn ondinaria de matnices, es un grupo.

Determina 84 La funcién §:A— B definida pon

es un Lsomonfisme entrne Los grupos (A, *) y (B, o) dende (A, ) es el grupo del

inciso antenion.
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29.- Los sistemas (Z', o) y (A, ») son monoides o semighupos con unidad, donde
Z' o8 et conjunto de Los enteros positivos, A={0,1)} y La operacibn » es La
multiplicacibn ondinaria.
Detemina 84 La funcibn § definida por
0, 8{ n es par

§ln) = ¥nel
1, &4 n es Ampar

es un homomorfismo entre Los monoides (Z",e) y 1A, o). (Vern deginicibn de monoL
de en La pdgina 91}.

30.- Sean el conjunto S={a,b,c,d} y La operacibn * definida en S como {indica
La sdiguiente tabla.

* a) la operacifn * es cerrada, asociativa y con

mutativa.
Determina 84 (S, *) es un grupo abeliano.

b} Si La funcibn biyectiva §:(S, *) —= (S, *)
se degine pon flx) =x', ¥ xeS, detewmina
&84 § es un Lsomonglsmo.

aje |Joo s IR
N A A oo
oA A In |6
Q jo |06 Al

alne jo |8

Nota: X7 sdignifica inverso de Xx.

31.- Sea S el conjunto de Las nafces del polinomio p(t) =£* -1,

a) Demuestra que (S, ¢) es un grups donde La operacibn binaria o es La muk
tipticacibn ondinania de Los wnimenos complejos.

b) Determina una funcidn § que establLezea un Lsomorfismo entre el grupo
(S, *) y el grupo del ejencicic 7 de La pdgina 100.

32.- Sean Los gnupos (G, x) y (G', &), donde G={0,1,2}, G' = {1,2} y Las opera
ciones * y A estdn deginidas de La siguiente manera:

ull K Al ]2
oo 7|2 1 |1 | 2
1*1 2|0 2 2|1
A ARE
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Determina 84 Las sigulentes funciones son un homomongismo entne Lo gru-
pos (G, *) y (G', A)

§
.\. 1 o

G G G G'

33.- la funcibn §:Q + Q definida pon §la) = -a, ¥ acQ es un {somonfismo entne Los
ghupos (Q, %) y (Q, 8). S{ Q es el conjunto de Los ndmenos racionales y La ope
rhacifn & estd definida pon

adb=a+b+9, ¥a,beq,

detenmina £a negla de definicibn de La operacibn binaria *

34.- Sea (A, +, ®) un anillo, donde A = {ke* | keIR, xe (-= ,»)} y Las opera-
ciones +, (0 estdn definidas ponr:

kie® + koe*
kie* @ koe*

Determing 84 La funcibn biyectiva §: (A, +, ®) —. (A, +,®) deginida pon

(ky +ka)e*

kikae* ¥k 1Qx, koe¥ed
§{g) =-Hd;-g, ¥ geA, es un Lsomongismo.
35.- Sean el conjunto de Los polinomios P = {ax? + bx + ¢ | a,b,celR} y el con-

d 0
junto de Las matrnices M = ”: ] | d,e, §cR
e

]

Los sistemas (P, +, #) y (M, +, 8) son anillos, estando Las operaciones % y &
deginidas de La siguiente manera:

Pi(x) # P2(x) = ayax®+bybax +cyc,, ¥ Piix), P2ix)eP
dyd, ]

M1 A Mz = ¥ Ml,Mz eM
21e2 6182,

Las operaciones binarias de adicibn definidas en P y M .indican La adicibn
ondinaria de polinomios y de matrices, respectivamente.



108

a) S4 §:P=+M y g:P—+M estdn definidas pon:

a2 0
§lax? + bx + ¢) 2]

a0
glax? + bx + ¢} ]

1} :Qué tipo de funciones son § y g (inyectivas, suprayeciivas y/o
biyectivas)?

11) iSon § y g mongismos entre Los anillos (P, +, *) y (M, +,4)?
111) En caso a&UzmaLéuo,A équé tipo de monfismo es?

b) S{ :M=> P y §:M=> P estdn definidas ponr:

e

r
h( ) = 4ax® + 3bx + 2c,
b ¢

@ 0]
i |_b zex?-ax+b,

determing &4 h y § son isomonfismos entrne Los anillos (M, +, 4) y (P, +, #)

el
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B Cxamen de %aﬁt'/u/o

1.- Detenmina 84 el conjunto F={x+V/7 | xeZ} y La operacibn binaria *

deginida pon
atb=a+b-v7 , ¥a,beF

es un ghupo.

Solucibn:
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2.- Sea ef gnupo abeliano (€, +) dovide € e8 el conjunto de £Los ndmeros com
plejos y + es La adicibn ondinania. Si se define una operacibn * en € como
xry=u, ¥x,yelC yues el {déntico de (C,+), determina 8£ (C,+,+) es
un anillo.

Solueldn:

3.- Sean (A, *) y (B, &) dos grupos, donde
arb=a+b-1, ¥a,becA

¥ La funcibn §:A -+ B definida por §la) = 3%, ¥acA, que es un Lsomorgismo.

a) EL nesultado de a*asbsd + b' es: (ELige fLa opcifin correcta)

A) a+b B) 2a C)a+b-1 D) -1 E) 1
F) b G) a H) a-1

EL resultado cornecto es
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b) EL elemento inverso de x del grupo (B, A) es: (Elige La opelbn correcta)

Al -x B) o ¢ 4L D) -3x
9 -
E) 2 F) -9 G) 9 H) 3

EL nesultado conrecto es

4.- Sea (S, ®, ®) un anillo, donde S-={(a,b) | a,be@} y
{a,b) @ (c,d} = {a+c, b+d),
(a,b) ®(e,d) = (ac,bd)

y sea (E, +,¢) otrno anillo, donde E={a+bv7Z |a,bcQ}, y Las operaciones
+ y * son La adicibn y multiplicacibn ondinanias para £0s nimeros nacionales,
nespectivamente.

Determina 84 La funcibn biyectiva §:S -=E deginida pon
gla,b) = b+avZ, ¥l(a,b)eS es un Lsomonfismo entre Los anillos (S, ® , ®)
y [E, +,0).

1]

¥(a,b), {c,d) €S

Solueidn:



CAPITULO 1V

Espacios

Veectoriales



";C6me Ae pueden suman cosas que no son nimeros?
La explicacifn consiste en que en dlgebra moder
na o signo + no sdgnifica que se reallza una
suma en ningdn sentido neal. Signiféca meramen
e que de estd nealizande alguna operacidn que
de alguna manera Le hace al matemdtico recordar
Las neglas de La adici6n. EL parecido es de
esquema, no de contenido".

. Sawyenr.



rios para estudian esite capfitufo.
dos con Los presentados después de este examen.,
solucifn de Los efercicios, consulla La bibliografia propuesia al final de es-

Examen @t’ayno'alico

A continuacifn se presentan algunos ejercicios sobre antecedentes necesd
Intenta nesolverlos y compara tus resulta-
S84 tienes dudas acerca de fa

Ze examen.

"-

Dados Los vectones de RS

V= (-1,0, -3, 1, -4}, Vy=1(1,0,3,-1,4], vy=14,-1,30,1]

= (1: 09 3; _11 4): U5 = (-4: ’p '37 0) 'I)

<
&
[}

iCufles de ellos son iguales entre &.L7

Sea el polinomio plx) = x* + 3x - 6

iQué valones deben toman a,b,c,d 'y e parna que el polinomio

q{x) =ax* + bx® + ex? + dx + e

sea igual al polinomio p(x} ?

Caleula La primera y fa segunda derdivada de £as siguientes funciones:

a) failx) = 4x® - 32+ x

3e*X + 3x cosx

b)  §.lx)

c) 63 (X) s m—x

= x> 0.

115
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4.- Verifica. que fas matrices Ay B son equivalentes.

RESPUESTAS

§1(x)
b)  §2(x)
§2 (x)
el fyix)
fa (%)

f

2 5
-1 -2
-1 -6

12x% - 6x + 1
24x - 6
12¢%% + 3 c08 x - 3x sen x

48e*® - 6 sen x - 3% c0s X

I Znx
por il o

X X

28 x -3
xa

B

1
0
0
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Inlroduccidr

EL 4lgebra Lineal es La pante de Las matemdticas que estudia Los espacios
vectoriales y conceptos refacionados con eflos. Pon Lo Zanto, el tema fundamen
tal de cualquien cunso de dlgebra Lineal es precisamente el de espacio vecto-
nial.

A Los espacios vectoniales también se Les LLama espacios vectoriales Linea
Les ¢ sdmplemente espacios Lineales.

Un espacio vectorial es un conjunto de elementos que satisgacen ciertas
)olw;m:edadu»1 y a Los elementos del espacio vectornlal se Les LLama vectores.

Generalmente, Los alumnos que {nician el estudio del dlgebra Lineal ya han
Ztenido contacto con el concepto de vecton y estdn familiarizados con una serie
de propiedades interesantes que tienen estos objetos. Pero, generalmente, 46Lo
han visto casos particulares de vectones.

Uno de Los objetivos de este capitulo es mosthar al estudiante que existe
una gran cantidad de vectornes distintos a Los que habitualmente conoce.

AL, porn efemplo, al terminan este capitulo deberd haber aprendido que La
funcibn §(x) = senx es un vectorn; que La matrniz [,

2
] y La solucibn de
3 4

La ecuacdién digerencial

- S0

Aon también vectones, ete.

EL estudiante debend saben explicar por qué cada unc de £Los objetos men-
clonados son vectores. La explicacifn sdiempre es muy sencilla y estd basada en
el hecho de que a cualquier conjunto, por arbitrario que parezea, pero 84 satis
face cientas propiedades, se Le Llama espacio vectorial y a sus elementos vecto
nes.

Por el momento, no mencionaremos cudles son esas propiedades; pero, el lector
interesado puede consultar cualquier libro de 3lgebra lineal. Ahi debe encon
trar dichas propiedades.
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Todos Los espacios vectoriales Tienen propiedades comunes que eb convenien
te estudian en genenal y a4in hacer referencia a ningdn caso especial, Lo cuak
podria obscurecer u ocultan Lo mas esencial del concepto. Una de Las ventajas
de esta abstraceifn es que Las conclusiones que Se derdven sendn validas para
Zodos Los espacios vectoriales.

Cuando en matemiticas se estudian Los concepios en forma abstracta, en un
prineipio Las cosas pueden parecer mis complicadas, pero una’vez que se ha com
prendido el proceso de abstraceibn todo Lo demds nesulta mds sencillo.



ébaﬁacioa Yeclorates

Un espacio vectorial es un conjunto V que satisface determinados axiomas
con nespecto a La adicion de vectores y a La multiplicacion de un vector por
un escalar. Antes de continuar te sugenimos Leas estcs axiomas en cualquier
Libro de dlgebra Lineal.

Veamos ahona un ejemplo. Sea V el conjunto definido en La siguiente fon
ma:

V=1{b/7 |beQ} (1

es decin, V es el conjunte de todos Los ndmencs que se obtienen al mubiiplican
el niimero ‘rracional V7 pon Los ndmencs rnacionales.

Consideremos ademds La cperacidn de adicibén usual entre elementes de V,

esto es,
b;t{?— + bz/T = (b, +bs) vZ eV

y La operacibn usual de multiplicacidn entrne elementos de V y elementos def cam
po de Los nimeros naclionales Q; esto es,

albvZ ) ={ab) VT ¢V, donde a«eQ
A Los elementos de @ Los LLamamosd -escalares.

Detenminemos ahora 84 V es un espacio vectonial scbue el campo de Los na
cionales. Para esto, Lnvestiguemos 84 se satisfacen fodos Les axiomas que de
ginen a Los espacios vectoriales. :

Analicemos primeno 54 se satisgacen Las propiedades relacionadas con La
adieidn.

- En puimen Lugan, se cumple fa cerradura ya que (by + ba)vZ7 eV

- Asociatividad de La adicibn.

Debemos invesiigan &4 se cumple que

121

(W+ V) +w=u+ (v+w ppua cualesquiera elementos u,v y w de V.
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Come u, v y w scn elementos de V, entonces tienen Za goama

w=bnw7T, v=bVT, w=by?
dende by, by, by aon nimencs nacionales.

Entonces, por un Lade tenemes:

(W+Vv) +w = (b,vT + b7 )+ b2
= by +b2) VT + bi/T
= [lby+b2) +b3) vT (2)
y, pox otac Lado,
u+ (v+w) = 013vZT + (b2V7 + byVT )

"

b;/'2'+ (bz-!'bgl V7

[bl + (b2 *balj T

n

[(by+b2) +bs] VT (3)

donde €a altima {gualdad se debe a que by,b, y b3 4on nimeros nacionales y

por Lo tanto,
(by +b2) + by=by +(by+by)

Companando (2) y (3) tenemos que se cumple
u+ v +w) = (u+v) +w

- Exdistencla def vecton ceno.

Debemos investigan ahona 84 existe UeV tal que

v+l =0+v =y, ¥veV

es decin, debemos buscar un vecton que sumado con v dé como resultado v. Obvia
mente, el vecton buscado es el vector ceno, pero fenemos que asegurarnosd que es
un efemento de V, Lo cual es fdeil verifican. En efecto, 84 hacemos b=0 en La
expresibn (1) obtenemos el vecton cero. Pon Lo fanto, 84 existe el vector ceno

en el confunto V.

- Existencia de elementos Lnversoca.



Tnvestiguemos ahona 84 a cada vecton v de V Le cornesponde un vector
(-v) 2al que (-v) + v=Vu+(-V) =T, ¥veV. Es decin, debemos buscar un vec
ton que sumado con v de¢” como resubltade el vecton cero.

Sea veV, es decir, v 'es de La forma v=bvV7
84 hacemos (-v) = (-b) V7 , vemos que tiene La propiedad requerida.

En efecto,

bvZ + (-b) VI
(b+{-b)) VT
(b-b) VT

0

v+ (-v)

"

(-v) +Vv

1

Ademds como (-b) v7 es un elemento de V, entonces hemos demosirado que
¥ vel, exdiste -vel que tiene fa propiedad requerida.

- Conmutatividad de La adicibn.

Tnvestiguemos 54 se cumple que w+v = v+u
Sean u, veV, es decin, uw y v son de La forma u=b,vZ y v=b2/T
Entonces, por un Lado,

U+vsbvVZ + baV7T = (by +b2) V7 (4)

y por otro Lado,
bz”* blt/?—-f (bz*bl)/?-

<]
+*

=1
n

(by +b2)VT (5)

donde £a GLtima igualdad se debe a que b, y b, son ndmeros racionakes y por Lo
Xanto b1+b2=b2+bl

Comparando, pues, (4) y (5) vemos que &4 se cumple La conmutatividad.

Ahona analicemos Las propiedades nefacionadas con La multiplicacidn de
un vecton pon un escalar,

- Se observa que La operacibn es cerrada ya que (ab) v7 eV,

~ Tnwestiguemos 84 se cumple que

alu +v) =au+av, ¥u,vel y ¥ael

123
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Sean E=b1/7' Y U‘-’bzv/-z- con bl,b2€Q

Desarvollando el Lado {zquierdo tenemos:

alu+v) = albyvZ + boV7)

ol (by +b2) VT ]

[U-(bl + bz)n_]
(ab1+ab2)/T (6)

Desarnollando ahona el Lado derecho:
au+av = a(bvVZ ) +albVT)
= {ab1) VT + {ab2) VT
= {aby +ab2} V7 (7)

Como (6) y (7) son {guafes, se cumple La propiedad alu+v) =au+av.
Detenminemos &84 4e cumple que:
(a+B)u =au +Bu, ¥ueV y ¥o,Bel
Sea u=b/7 . Entonces, desaviollando el Lado izquierdo
o+ Bl = [a+B) (VT ) =albV7 ) +B(6VT )
= {ab) /7 + {(Bb) VT (8)

Ahona, con e Lade denecho:
au+Bu =albvT ) + BIbVT ) = (ab)VT + (Bb) VT (9)
companando (8) y (9), vemos que se cumple La propiedad (o+B)u =au +BuU
- la siguiente propiedad que debemos verificar 84 se cumple es
alfu) = (aBlu, ¥ueV, o,B el
Sea, u=b/7T

Entonces, pon un Lado,
alB@) =a[B(6vT )] =algbvZ) = (aBb)VT (10)
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y pon otro,
(aB)u = (aB) (YT ) = aBb) VT (17)

Pon tanto, también se cumple esta propiedad.

- Finalmente {investiguemos s< se cumple que Tu=u, donde 1 es el elemento unidad
de Los ndmencs hacionales.

Sea u=bv7

Entonces, Tu = 1{bvZ )
= (1b) VT
= bv7
= u

En vintud de que también se satisface esta propiedad, concluimos que el
conjunto V es un espacio vectorial sobre el campo de Los racionales y, por Lo
tanto, £os efementos de V son Llamados vectonres.

EL conjunto de Los neafes R es un campo y, entonces, a sus elementos se
Les Llama escalares o numencs. (También Los LLamamos escalarnes nreales o nimenros
Jeales para distinguinlos de ctros escalanes u otrnos nidmeros).

Peno, como el confjunte de Los neales R también es un espacio vectorial 40
bre Los mismos neales R, entonces en este caso también LLamamos vector a cual
quien nimeno heal.

Te sugenimes que contestes cernectamente Las sdigudientes preguntas como
una actividad dinigida a que reafinmes.el concepto de espacio vectornial.

1) EL conjunto de Los complejos €, jes un espacic vectorial sobre el cam
po de Los mismos complejos €7 iPon qué?

11) EL conjunto de Los complefos €, jes un espacio vectorial sobre el
campo de Los neales R? iPon qué?

111) EL conjunto de Los neales IR, ;es un espacio vectorial sobre el campo
de Los complefos €7 iPor qué?
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1V) EL conjunto de Los racionales @, ;es un espaclo vectorial sobnre el cam
po de £os neales R 7 iPor qué?

V) EL conjunto de Los neales R, ;es un espacio vectorial sobre el campo
de Los racionales Q7 iPon qué?

Te {nvitamos ahora a que hesuelvas Los siguientes efercicios, referentes
a L0s conceptos de espacio y subespacio vectornial.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Sea V={(x,y) |x, y € R} el conjunto en el cual se degfinen Las operaciones
de adicibn y multiplicacidn por un escalar de La siguiente manera:

(x1,t1) + (x2,42) = [x1+%2,41 +y2), ¥V1,v2eV

Vi + V2

kv = kix,y) ={kx,0), ¥veV, ReR

Deternina cudl es La propiedad que al no satisfacerse {mpide que V sea un
espacio vectornial sobre R.

2.- Determina 84 el conjunto H=1{h|h>0, he R} en el que e definen Las opera
ciones de "adicion" y "multiplicaciln porn un escalar” de fLa sigulente manenra:
x+y =xy, ¥x,yeH
ax-= xa, ¥ xeH, aceR

es un espacfo vectorial sobre R.
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3.- Detemina 84 el conjunto A= es un espacio vectorial

a b
| a,b,c € R
b ¢

sobre R, estando Las operaciones de adicibn y mubtiplicacién por un escalar de
§inidas como

ay bl az b; ay ¥+ az b; +by+ ¢ - _
Ul +Uz= + = ¥ vi,v2 eA
by ¢ b2 c2 by+by+2 er+ez |,

_ a b ca b ] _
av =a = ¥veA y ¥oelR
b ¢ b ac],

4.- Determina 84 el conjunto A= {(1,y) | yec R} es un subespacio del espacio
vectonial R? sobre Los neales.

5.- Determina 44 e conjunto B= {(x, y) | x*-y* = 0, x,y € R} es un subespacio
del espacio vectorial R? sobre Los nreales.

a b]
|a+b=1, a,beR
b 0

Determina 84 el conjunto E es un subespacio del espacio vectorial de Las ma
trices cuadnadas de onden dos sobre el campo de Los nfimeros neales.

6.- Considera el conjunto E-=

7.- (Es ek conjunto G={(0, 0, a, - 3a) | a € R}, un subespacio del espacio vecto
nial R* sobre el campo de Los neales?

§.- Sea el conjunto Q>={(x,y,2z)|x, 4,2 0Q}.

Indica por qué Q° no es un subespacio de R® sobre el campo de Los neales IR,
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9.~ Determina 44 ek conjunto W= {ax® + bx +ex* | a,b, ce R} es un subespacio
de!_ upac,w vectorial de L0s po&nonu.o& de gfuzdo menon o Lgua,t a sels sobnre
24 campo de £os neales. . .

10.- Sean W y U vectones del espacio R" .

Demuestna que el conjuwto W= {au+ BV | o, B € ]R} eé un wbupauo de R"
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Combinacicn Leneal,

@eﬁena’enct'a Lineal ¥ PBase

Consideremos el espacio vectorial W = {{x, 0, -x} | x eR} sobre el cam-
po de Los neales.

Dos vectones del espacio W son vy, = (-3, 0, 3) y v, = (14, 0, -14).
Una combinacion 1ineal de Los vectores vy y v, estd dada por La expresibn
ay (-3, 0, 3) + az(14, 0, -14)
donde a; y op son escalarnes reales.
S{iay =2 y ap = -1, tenemos que 2(-3, 0, 3) + (-1)(14, 0, -14)

= (-20, 0, 20).

Se dice entonces que el vector (-20, 0, 20) es una combinacifn Lineal de
L0s vectones vy Y vz

S4 cualquien vector w del espacio W se puede expresan como una combina-
cibn Lineal de Los vectones vy = (-3, 0, 3) y v, = (14, 0, -14), entonces se
dice que el conjunto A = {vy, v,} = {(-3, 0, 3}, (14, 0, -14)} genera el espa-
cio W o que A es un conjunto generador def espacio W.

En otrhas pakabras:

EL confunto A es generadon de W 84 exdisten oy y ap tales que

a1(-3, 0, 3) + az2(14, 0, -14) = {x, 0, -x}, ¥ xeR (1)
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donde (x, 0, -x) es el vector genérico de W.
la ecuacidn (1) se satisface para Los valores

(!1="-)3£A Y dz=0, ¥xelR

Pon tanto, A es conjunto generador de W.

Ademds, como puedes observar, estos valores de ay y oz ho son dnicos.
0tn0s valores de oy y o2 que satisfacen La ecuacién (1) son:

@ =0 y a=3; , ¥xek,
y o= 14-3 ¢y a=3, ¥xeR

Sin embango, esie hecho no altera que A sea un conjunto generadon de W.

Detenminemos ahora 84 cualquier vecton de W se puede obtener mediante una
.combinacibn Lineal del vectorn vy = (6, 0, -6). En otrnas palabras, ;es el con-
junto B = {v3} = {(6, 0, -6)} un conjunte generadon del espacio W?

La nespuesta es aginmativa ya que cualquien vector de W se puede obtenen
mediante una combinacién Lineal del veetor vy , como se indica a continuacibn:

84 of6, 0, -6) = (x, 0, -x), entonces a ==, ¥xelR

[N

Tanto el conjunto A como el conjunto B generan al espacio W, pero existe
una diferencia en £a foama que Lo generan:

Para el conjunto A fos escalarnes oy ¢ oz o don (nicos, mientras que pa
ra el conjunto B el valor de o 8L es dnico. Eata es una diferencia cualitativa
fundamental entre ambos conjuntos que reforzaremos un poco mds adelante.

Considenemos ahora el conjunto

C={w, u} = {13, 1, -3), {-3, 1, 3)}



iE8 posible obtenen cualquiern vecton de W como una combinacibn Lineal de
Los vectornes del confjunto C?

La ecuacibn siguiente muestra que cualquien vectorn de W, es decin, cual-
quier vector de £a forma (x, 0, -x) se puede expresar como una combinacibn £i-
neal de Los vectores def conjunto C.

S 3,1, =30+ (- 503, 1,30 = (x, 0, -x), ¥xeR

Sin embango, el conjunto C no es un conjunto generadon del espacio W.

la nazén es La sigulente: Se conviene que para que un confunto de vecto-
nes sea generadorn de un espacio vectonial debe reunin dos caractenisticas., Una
de ellas es que cualquier vecton del espacio se pueda obtenen mediante una com-
binacibn Lineal de Los vectores del conjunto y La otna es que £o0s vectores del
confunto perntenezean al upacia.z

En nuestro ejemplo, el conjunto C no es generadon porque sus vectores no
pertenecen al espacio W.

Situaciones similares a fa def conjunto C se presentan con Los conjuntos
D={(2, 0,0, (0,0, -2)} y E={l1,0,0), (0,1,00, (0,0, 1)} . Cuat-
quiern vecton del espacio W = {(x, 0, -x) | x e R} se puede expresar como una
combinacibn Lineal de £os vectores del confjunto D y de Los vectones del conjun
to E:

—’2‘— (2, 0, 0) + —’2‘- (0, 0, -2) = (x, 0, -xJ

x(1, 0, 0) + 0(0, 1, 0) + (-x)(0, 0, 1} = (x, 0, -x)

Sin embargo, D y E no son confjuntos generadones del espacio vectorial W
porque sus vectornes no pertenecen a W,

Consultar la definicidn de conjunto generador presentada por los profesores
Eduardo Solar Gonzdlez y Leda Speziale de Guzmin en su libro de "Algebra Li-
neal", pagina 569, editado por la Facultad de Ingenieria, UNAM.
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Los conjuntos A y B de nuestro ejemplo son generadones del espacio W y,
como ya Lo dijimos anterionmente, se diferencdian en que para el conjunto A fLos
escalares no son dnicod y para el conjunto B sL.

la no unicidad y La unicidad de Los escalares nespectivamente para Los

conjuntos A y B se debe a que A es linealmente dependiente y B ¢4 linealmente
independiente.

Dado que B es Linealmente <independiente y genera al espacio W, se dice
que B es una base del espacio vectorial W.

Hablanemos ahona de este altimo concepto.
Para hacen mds §dcil su estudio, cambiemos de ejemplo y consideremos ef

espacio vectornial R? sobre R:

R2 = {(x,y) | x,y €cR}

Cualquier vecton de R? Lo podemos obtenen mediante una combinacibn &i-
neal de Los vectones de una base del espacio IRZ.

La base natural o base candnica® del espacio IR? es el conjunto
E={(1, 0, lo, 1)}
Es muy §eil expresan cualquier vector v de IR? como una combinacibn &i-
neal de Los vectones de esta base debido a que e vector de coordenadas de v

en La base canfnica es precisamente el vecton v.

A8, pon ejemplo, 84 v = (6, -3), entonces {U)E = (6, -3), ya que
(6, -3) = 6(1, 0) + {-3}{0, 1)

El concepto de base candnica lo aplicaremos solamente a los espacios IR" .,
Asi, se conviene que si IR™ = {(x;, X2, X3, «.s, X} | x; eIR} entonces su ba
se candnica es el conjunto {(1, 0, 0,...,0},1(0,1,70,...,0),..., (0, 0,0, e, 1N}
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Asociando a cada vecton de IR? un segmento dirigido o vector geométrnico,
el ejemplo antenion Lo podemos nepresentar "paso a paso” en el plano cartesiano
XY como se muestrha en fas siguientes figuras

AY AY

(o, 1)

6(,) 0] = {6! 0) -
(1, 0) > X

-3(0, 1) = (0, -3)

Figuna 1 Figuna 2

LAY

Se acostumbra nepresentan a Los vectores de £a base eanfnica (1, 0} vy
(0, 1) pon Las Letras iy j . (Esta nepresentacifn es muy comin sobre todo
en ef cdleulo vectornial y en La geometnia vectornial).

Con esta nepresentacibn pedemos escnibin v = 6i - 3j, en vez de
v =61, 0) - 3{0, 1) = (6, -3).
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la eleceibn de La base canbnica como base de IR? generalmente simplifica
mucho Los cdleulos y, ademds, nos ‘permite trabajar de una manera que podaiamos
Laman "natural” ya que con esta base siempre hemos trabajado aunque sea de una
manena implicita al estudian fa geometrnia euclidiana, que es La geomeétnia que
se {dentifica de una manera natural con el estudio del espacio tridimensional
(y pon supuesto, también del espacio bidimensional).

Pon ejemplo, Las componentes de cualquier vecton v de IR? se pueden consi
denar como £as proyecciones del vectorn v sobre Los vectones de La base canénica.

_r_ _______ v = (a, b
b‘ 3 i V=ai+ bj
k. ] - x
1 — — —
v = Comp vecti v + Comp uectj v
a
Figura 4

Otna caracteristica de La base canbnica de R? que contribuye a gacilitar

el trabajo analitico es que sus vectones son ontogonales y tienen Longitud o mé
duto igual a La unidad.®

Sin embargo, hay ocasiones en Las que es Wil y muy prdctico trabajar con
una base de R? que no sea fa canbnica.

4 En el capitulo VI generalizaremos y haremos abstraccidn de los conceptos de
ortogonalidad y médulo de vectores. Mientras tanto, estos conceptos nos indica
rdn lo que ya sabemos hasta el momento: 3dngulo de 90° que forman dos segmentos
dirigidos y longitud o tamafio de ellos respectivamente.
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Esta sdituaciln se preseta, per ejemplo, cuando se efectida una rotacion
de ejes® y el procese analitico para cambian de base se puede realizan median-
te £a matriz de transicion o tamb.ién Llamada matriz de cambio de base.

Pon ejemplo, consideremos que una particula se desplaza en el plano XY des
clbiends La trayectonia nepresentada por fa ecuacibn

x2 4+ xy+ g -3=0. (2)

La ecuacibn antenion representa La elipse que muestra fa figura 5.

LY
La descripeibn del movimiento se simpli
§<ca mucho 84 en vez de trabajar con Los ejes
XyVY, es decin, con un sistema de neferencia
L =~ detenminado pon fa base canbnica, trabajamos
/ ) -y con un sistema de neferencia cuya base esté
( / - contenida en Los efes de La elipse como mues-
tha La gigura 6.
Figura 5
AY
‘Q\ * la base A = {e,, €,} determina ef nuevo
si8tema de neferencia X'Y'. En este sistema
lov . se simplifica notabLemente La ecuacibn de La
L3 . x elipse y se puede trazan gdcilmente. ;Cudl
es fa ecuacidn de fa elipse en el nuevo sisfe
ma de Aegerencia?; joudles son Los vectores
Ex Y Ez ?
fFiguna 6

> Si el lector quiere recordar lo relacionado con rotacidn y traslacidn de ejes
le sugerimos consultar "Geometria Analitica" de Kindle, edit. Mc Graw-Hill, se-
rie Schaum, pags. 66-68, cap. 8, o cualquier otro libro de geometria analitica

en el capitulo de transformacién de coordenadas (Rotacién y traslacidn de ejes).



136

la base A se obtiene a partin de La base canfnica B = {i, j} por La nota
cibn de un dngulo 6. De cursos unteriones sabemos que el dngulo 8 que deben g4
nan Los efes para eliminan el téumino XY de toda ecuacibn de fa fomma

Ax?2 + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0

se obtiene de £a expresidn

. B
19 20 = r—F

Para nuestrno ejemplo, de (2) se tiene que

B !

W =717’ de donde 20 = 90° y & = 45°

|~

Es decin, La notacidn 6, en nuestrno efemplo, ¢s de 45°
AY

Obtengamos La matrniz de
tansicibn de La base B = {i, j}
a £a base A = {El, Ez}

Yi € +¥Y; €

[
"

86, +68, e,

.
i

g | & Ay
siendo M, =
Y2 62 \ .
N j T
/’T\
e \\
. /, \\
De Las gigunas 7 y & tenemos 6
que ’ > X

i = c0s0 e, - send e,

j = send e, + cosd e,
Figuna §



Porn Lo tanto, La mainiz de thamsicién es:

B c040 send
u° -
A l-sen8  cos

Como 6 = 45°, tenemos:

8, [! ]
Moo= 1
A V7l 7

EL vectorn (x, y) del sistema XY que comnresponde al vector (x', y') del
sdstema X'Y' estf dado pon

IR P R Y S

, ] ]
Sustituyendo Los ’3 = — {x' + y' Y W )
ws y valones x ,/2—(" y') y oy ﬁ_(x +y') en
La ecuacibn (2) se obtiene

x'" + 3y =6 ‘ (3)
que es fa ecuacdibn de La elipse en el sistema de neferencda X'Y'.

De {3) se observa que La fLongitud del semiefe mayon es v6 y La def mewnon
Y7 segdn se muestra en fa figura 9.

£,
+

Figuna 9
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Les vectones e, § €, estarndn determinados porn £os giros de i ¢ j, respec
tvamente.

. — A,
e, = M_ i y e2=MBJ

come 1 = | 4 to . ot
emo My < A , entonces Moo= —= : 1
s N ol ]
T - = -1 o, n
T | 11l o T | VT~
s, = ] ! ’ .1 ! :..1__(-) 1)
T | ! 1 7 | 7 ’

que son Los vectores que conresponden a iy j en el nueve sdistema de neferencia.

Y

[
~
[l

Mds aplicaciones importantes de fa matniz de thansicibn se presentan en
fas transformaciones lineales, en el Cdleulo Vectondial y en otrnos Lemas de mate
miticas y §isdca.

Antes de nesolven ejencicios relacionados con Los conceptos que contespon
den a esta seccidn, te sugerdimos contesies fas sigudlentes preguntas correctamen
te.

S{ tienes dudas al contestan Las pregunias, te aconsejamos que no 84igas
adelante hasta que estfcs conceptos estén bien entendidos. Recuenda que Los con
ceptos estudiados en este capitule TV constituyen fa parte esencial del dlgebra
Lineal.

1) :0ué es una combinacibn Lineal?

11) ;Qué signifdica que un conjunto de vectones es Linealmente indepen-
diente?
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I17)  ;Qué signifdca que un conjunto de vectores es Linealmente depen-
diente?

V) 20ué es un conjunto generaden de un espacdio vectorial?

V) ;0ué es una base de un espacic vectorial?

V1) ;Qué sdignifica el concepto de base ordenada de un espacio vectornial?

VIT) ;0ué es fLa dimensidn de un espacic vectorial?

VITT) ;Oué es ef vecton de coordenadas de un vecton con respecto a una
base crdenada?

IX) ;0ué es La matniz de transicifn de unz base a otra?

~

Ahona, nesuelve Los siguientes ejencicios:

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacidn)

11.- Detenmina el valon de k para que ef veetor u = (1, k, 5) de R? sea
una combinacibn Lineal de fLos vectornes v = (1, -3, 2) y w= (2, -1, 1)
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12.- Expresa el vectonr de IR? ,- v = (3, -1), como una combinacién &ineal de
Los vectones

a) vy ® (49 0), Vg = ('6: 2’: 63 = ‘8' 31
b) wi = (2, 0), wy = {0, -8}, wy = (1, -1)
c) El = (’) 0), _'Iz = (2, ’] ’ a3 = (0, -I)

13.- a) S&{ vi=1{1 -k, k+1) y vy =1(k+1,1-Kk), detemina Los valo-
nes de k para Los cuales v, y vz son Linealmente {ndependientes considerando
que son vectores del espacio IR%

b} Determina ef valorn de h para que el confjunto de vectores de
IR%, {(h, 1, 0}, (1, h, 1}, (0, 1, h)} &ea Linealmente dependiente.

14.- En un espacio vectonial V sobne el campo R, el conjunto E = {u, v, w} es
Linealmente independiente.

Determina 84 Los siguientes conjuntos son Linealmente dependientes o £i-
nealmente Lindependientes

n

al A={u+v, v+w u+w

b) B={u, u+v, u+v+wl

15.- Detenmina 44 el conjunto de vectores A = {2, -1, 3), (0, 4, 1), (4, 2, 7)}
generna ef espacio IR3

16.- Considerna el espacio vectonial R*® sobne el campo IR.

al Da un conjunto A que contenga 4 vectores de.IR® y que genere el espa-
eio RY
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b} Da un conjunto B que contenga 4 vectones de R® y que no genere el es
pacio IR?

17.- Con vectores def sigulente conjunto:
A={(1, -3, 2), 2, 4, 1), (3,1, 3), (1,1, 1)}

a) Elige una base de IR®

b) Expresa cada uno de Los vectores de La base canbnica como combinacién
Lineal de Los vectores de La base elfegida en el inciso anterionr.

18.- a) Sea el planv 7w de ecuacibn 3x - y+ 2z = 0, y sea V el conjunto
de todos fLos puntos contenidos en el plano 7 nepresentados porn ternas la, b, c)

Demuestna que V es un espacio vectorial sobne Loas neafes.

b) O0btén una base y La dimensibén de V

e} La necta £ de ecuacdidn
x+2=y+2=172-72

esld contendida en el plano w.

Sea W el confunto de todos Los puntos contenidos en dicha nrecta.
Es decin, W= {(x,y,2) | x+2=y+2=2-2)

Demuesina que W es un subespacio de V.
d) Obtén una base y £a dimensibn de W.

e] Muestra que cualquier vector de W se puede expresan como una combi-
nacibn Lineal de dos vectores vy y v, que tengan fa sdiguiente caracteristica:

Vi,V EU: Vi,V2 ¢w

§) iSe considena al conjunte formado porn Los vectones v, 4 v, del inciso
anterndion como un cenjunto generadon de W ?  ;jPon qué?
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19.- EL conjunto € = {a + bi | a,belR, £ = VT } es un espacio vectorial so-
bre el campe de Los complejos € y también sobre el campo de £os reales IR,

0btén una base y La dimensidn del espacio €
a) Sobre el campo €

b) Sobre ef campo IR

20.- EL conjunto €% = {{a + bi, ¢ + di) | a,b,c,deR, £ = /=T } es un espacio
veetonial sobre € y también sobre R.

Obtén una base y La dimensibn del espacio €2
a) Sobre el campo €

b) Sobre ef campo R

21.- Demuestra que ef confunto de vectones de €2 {(-4-74, 1-24&), (2-34, 1)},
es Linealmente dependiente cuando €% estd definido sobre el campo complejo y
es Lineafmente independiente cuando €2 estd definido sobre el campo neal.

22.- Demuestra que el cenjunto {(0, £, 0), (1, 0, 0}, (1, 1, £)} es una base
del espacio vectonial €* sobre el campo €.

23,- Completa cornectamente Las s.iguientes expresiones, escnibiendo en Las EL-
neas fas pafabras cornrespondientes.

Sea el conjunte B = {vy, vz, vy, v} una base del espacio vectorial V de
§inide sobre un campo K, entonces:

a) Lla ecuacitn

a131+a233+a333+m.3..=0
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se satisface AL, Y 5680 a4,

b) Todo conjunto con mis de cuatro vectones de V es Linealmente

¢) EL conjunto {V,, Vi, vi} es Linealmente

d) S{ fas coondenadas del vecton w e V en fa base B son n,,05,03,% ,
entfonces,

w =

e) EL conjunto {v,, vi, 0} , donde T es el vecton ceno de V, es Lineal-
mente

24.- Sear S = {ax® + 2ax? + 3bx + b | a,b €IR} un espacio vectorial sobne el
campo de Los nimeros neales. Obtén una base y La dimensibén de dicho espacio
vectorial.

25.- Se tiemen tres vectones v, =1, vpy=2t-1, vy=(t-1)°2

a) Demuestra que {Vy, Va2, vi} es una base def espacio vectorial de Los
polinomios {at® + bt + ¢ | a,b,c €IR} sobre IR.

b) 0btén Las coondenadas del vecton w = 242 - 5t + 6 con nespecto a di-
cha base.

26.- Sea el espacio vectorial

5 7]

definido sobre el campo de Los nenles.

M= a, b ¢ R
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a} Esendibe una base de M.
b) :Cudl es La dimensidn de M?

6 -3

c) Escnibe el veeton v = [ ] como una combinacidn Lineal de Los

0 0

vectores de La base dada en el inciso a).
27.- Determina el vafor de A para que el conjunto
4 + A 0 ) 0 4 - A 0
A o], |3+x 4], -4 A-3

sea Linealmente dependiente, siendo A un subconjunto de un espacio vectorial
sobre el campo de Los neales.

A=

28.- Sea V un espacio vectorial sobre el campo de Los neales. S4

A | P A

son dos bases de V, obtén fa matriz de transicién de La base A a £a base B.

A=

29.- Sea V un espacio vectorial sobre IR y By = {vy, Vz, V3} una de sus
bases. Si (vlg, = (2, -1, 3], determina Las coondenadas del vecton v en La
base By = {-M—h, Eu'z, 53} dO}'Ld(’.,



=
|

= U; + 26:2

wz=U1‘Uz+03

=3
w
1}

2-\-)-1 + Fz + 363

30.- En el espacio vectornial de Los polinomios P = {a + bt + et® | a,b,c clR}
se tienen Los sdguientes datos. |

Uiz base de P es By = (Wi, Wy, Ws} = (-2, 3¢, 27} .
L

Ademds se sabe que (mlg = (-3, 1, 0), lwmlg, = (-1, 0, 0) ¢
(wslg, = (1, 0, -1), donde u, uz Y us son fos vectores de una base B,.

Con estos datos, obtén:
a) ER vector de coondenadas def veeton V = 6 - 342 en fa base By, -

b} Et vector de coordenadas del mismo vector v en La base B, utilizan
do fa ecuacidn e ‘ )

B .
. -— B Tae!
N (vlgg{ ‘MBZ(MBy |

e} EL vecton de coondenadas del vecton P en fa base AB, 44 s sabe que
(plg, = -3, 1, -1}, T

145
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%oma/l/é’dmoa enthe R Y elros

edﬁact'oa veclovtates. cﬂ%/t'cact'onea

Los espacios RRP, nelN, ya sean expresados en foama de rengldén o co-

Lumna,
X1
X2

R™ = {{x1, x2, <+, x ) | %1, X2, oo, x eR} = { « ) %1, x2, .es, xp €R}
xn

tienen grhan aplicacibn en el estudic mismo de Los espacios vectorniales.

Es probable que £a aplicacién mds Atil nesulte del teorema que estable-
ce que Los espacios vectoriales de la misma dimension son isomorfos. E& decdn,
"todos Los espacios vectorniales de Ca misma dimensifn son, algebraicamente ha-
blando, iguales. De esta manera, al estudian un espacio vectorial cualquiera
V, de dimensibn n, emplearemos el Lsomongismo parna Zrabajarn con vectores del
espacio IR™ y el nesultado Lo aplicaremos al espacio V.,

Pana {Lustnarn Lo anterion, consideremos ef espacio vectornial de Los po-
Linomios de La goama

P={ax® + bx> + cx + d | a,b,e,deR} .

Este espacio e de dimensidn cuatrno scbre el campo de Los neales y, por
Lo tanto, podemos establecer una juncidn biyectiva entrne el espacio P y el
espacio IR .

la funcidn § : P > IR* deginida por

flax® + bx? + cx + d) = [a, b, ¢, d)
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¢4 un Lsomonfismo entre Los espacios P y IR* ya que para cualesquiera vec-
tones py 4 p2 de P y aclR se cumple que

[}

6(p1 + p2) = §lp1) + §lp2)

a §lp1)

6{01‘!31)

Detemwninemos 84 e subconjunto de P,
S={x*+3x2 - 6x- 6, 4x> + 4x?, 2x® + 2x? - x -1, x¥ - 5% + 12x + 12} ,
es Linealmente dependiente o independiente.

Una manera de determinarn el tipo de dependencia £ineal del conjunto S
es a partin de £a ecuacibn de dependencia Lineal:

ay pp * Q2 P2 + a3 Pzt ay Py =0

Esta manera puede resultar Laboriosa. La aliernativa se presenta apli-
cando el Lsomongismo.

De acuendo con La funcibn § , definida porn (1), podemos asociar a cada
vectorn def conjunto S un vector de IR" . De esia manera lenemos que:

(]

6()(3 + 3}(2 - éx - 6) “, 3, -6, -6)

§l4x3 + 4x2) (4, 4, 0, 0)

§l2x® + 2x2 - x - 1)

(2, 2, -1, -1)
§ix? - 5x% + 12x + 12} = (1, -5, 12, 12),

y, entonces, podemos expresar el conjunto Lsomorfo a S de La siguiente mane-
na:

§(S} = {(1, 3, -6, -6), 14, 4, 0, 0), (2, 2, -1, -1}, (1, -5, 12, 12)} .
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Como L0s conjuntos S y §(S) son -algebraicamente hablando- Lguales,
ambos tendndn el mismo tipo de dependencia £ineal. '

Para determinan 84 el conjunto §(S}) es Linealmente dependiente o <inde
pendiente, emplearemos el concepio de rango de una matriz.

Si Los vectones de §(S) Los consideramos como Los nengloned de una ma
iz M y escalonamos dicha matrniz, tenemos:

i -6 -6\ |1 3 -6 -6l|1 3 -6 -6 |1 3 -6 -8
o |4 o oflfo -8 24 a4l Jo 1 -3 -3 Jo 1 -3 -3
2 -1 -1l o -4 11 o -4 nnonffo 0 -1 -1
15 12 2| o -8 g agf o -8 18 18] [0 0 -6 -6
1 3 -6 -6
N 2 BT
0 0 1 1
0 0 0 0

por Lo tanto, el nango de fa matniz M e igual a thes.

EL nango de una matriz {indica cudntos nenglones Linealmente independien
Ztes posee dicha matrniz. Pon consigulente, fa mitiiz M tiene tres henglones
Linealmente independientes; es decin, el conjunto gormado pon Los cuaino nen-
glones de La matniz M es Linealmente dependiente. Pero, Los rengfones de M
son precidamente Los vectores de §(S). Pon Lo tanto, el confjunto {(S) es
Linealmente dependiente, Lo que implica, a su vez, que ef conjunto de polinomios
S es Linealmente dependiente.

Obtengamos akora el espacio vectonial W . que genera el conjunto S .
Como el espacio genernado por. S es Lsomonfo al espacio generado por

§(S), obtendremos pu‘:me)wve,(’. espacio generado pon este dltimo y el resultado
Lo aplicaremos al espacio de polLinomios tomando en cuenta fa expresién (1},
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EL espacio que genera (S} es, precisamente, el espacio generado poi
Los nenglones de fa matrniz M. Obtengamos, pues, el espacio nenglén de fLa ma
iz M.,

S4{ continuamos haclendo trans formaciones elementales a La matrniz escalo
nada de M tenemos:

1 s 6 -6t 5 0 o1 o o o
w0 1 -3 3o 1 o0 ol fe 1 o0 of .
o o 1 1ffo o 1 1lfo o 1 1
o 0 o oflo o o oo o o o0

S

donde E es La matrniz escalonada en forma canénica de M.

Por Lo tanto, Los vectones del espacio nenglén de M serdn de La forma
al1, 0, 0, 0) + b(0, 1, 0, 0) + cl0, 0, I, 1) = (a, b, ¢, ¢)

es decin,
LM} = {{a, b, ¢, ¢) | a,b,c IR}

que ¢s tambiln el espacio vectorial generado por el conjunto §(S).

ApLicando el uomon@smo tenemos entonces que el espacio vectorial W
genenado por el conjunto S 4

W= {ax* + bx2 + ex + ¢ | a,b,c eR}

La dimensibn de © es dim W = 3 ¢ una de sus bases es
B = {x3 x2%, x+ 1} .

S{ hubilsemos trhabajado dinectamente con Los vectones def confunto S,
s4n hacer uso del {somcngisme, £a obtencidn del espacioc W hublera resultado
mds Laborlosa.
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Los espacios IRT permiten también tratar La s0lucibn de un sistema de
ecuaciones Lineales como un problema de dependencia ineal. Esto constituye
otna de Las aplicaciones de Los espacios RDT .

Sea un sistema de ecuaciones Lineales

aji1xy + Q122 ¥ ... ¢+ X inXp * b]

dz21X1 + Qa3X2 + ... + aznxn = bz

a + + ... + =
ml X amzxz amnxn bm

Podemos consdideran a cada nenglén de fa matrniz de coeficientes como un
vector de IR™ y a cada colwnna de La matriz como un vectorn de IR® .

S{ denotamos a Las columnas pon

- - -
al} by
a: g b

Ej = : Y a E = : ,
@ § bp

- A . - - - -
ay; E(lz Tin bl
az1 azz anm ba
Xy .|t X2 : LS I Y . = '
* - L) L]
amy am2 amn bmJ
es decisn,
Xl-C-.l + Xzzz + ...t ann = E — (3)



Zo cuak quiere decin que el sistema de ecuaciones tendnd solucidn 84 y 8680 84
el vector b es una combinacibn Lineal de Los vectores €y, Ca, ..., c ;0
en otnas palabras, el sistema de ecuaciones tiene solucibn 84 y 860 84 el vee
ton b= [by, bz, ..., by J¥ pertencce al espacio generado por Los vectones
Ej .

Obsérvese que La ecuacibn (3) no -es mds que otra manera de escribin
(2); es decin, mediante Los espacios IR™ hemos expresado ef problema de £a
solucibn de un sistema de ecuaciones Lineales como un problema de dependencia
Lineal.

Para reafinmarn Los conceptos thatados en esta seccibn, te sugerimos que
contestes Las pregunias y completes Las afinmaciones siguientes.

1) Si el nango de una matrniz A de onden m x n es R(A) = m, entonces
dicha matrniz tiene nenglones Linealmente independientes.

17) Contesta SI o NO a fas siguientes preguntas:
Para una matniz A de onden m x n,

a) ila dimensibn de su espacio nenglén es igual a La dimensibn de su e
pacio cofumna?

b) ;EL espacio nenglbn y el espacio columna son igualfes?

ITT) Dos espacios vectoniales de dimensibn finita son isomorfos 84 y 4620 a4

IV) Sea un sistema de ecuaciones Lineales Ax = b .

iQué nelacifn debe haber entre La dimensidn del espacio renglén de La ma,
iz A y La dimensibn del espacio nenglén de La matrniz ampliada (A, B) para
que el sdistema de ecuaciones tenga solucibn?

VI EL conjunto s0fucibn de un sistema de ecuaciones Ax =B, b # T, ses
un espaclo vectonial? iPon qué?

151
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EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacion)

31.- 0btén el espacio vectonial V que genera el conjunto A y determina fa
dimensibn de dicho espacio.

LLE I

32,- Un subconjunto de vectornes del espacio vectorial

a b
Ia,b,ceIR
0 [

sobnre el campo de Los neales es el sigulente:

A A A

Se quiere deteminar &4 el conjunto G es Linealmente dependiente o in
dependiente. Para ello, se recuwrind a su espacio Lsomonfo IR®  comrespon-
diente.

G =

I) De acuerdo con Los datos, el espacio IR™ .isomonfo al espacio V es:
(Etige La opeibn comrecta)

A} R* B] R?® ¢} R? D) IR

es La opeidn conrecta

IT) Una funcifn que establece un isomongismo entrne ef espacio V y su co-
nmespondiente RT es: (Elige £a opeifn comrecta)

1) 5([% 2])=(a+b. are) 2) 5(@ g])= (a, b, o



3)

A)
B)
C)
D)
E)
F)
G)
H)
1)
J)

Séko
Sélo
S6Lo
S6Lo
Sé6ko
S6Lo
SéLo
S6Lo
S6Lo

([

0

Todas

gt bie 0w (i ) te b

1 es correcta

2 es correcta

3 es comrectn

4 es cornrecta

1y 3 son correctns
2 y 4 son correctas

2 y 3 son comectas
3y 4 son cormectas
2, 3 y 4 son correctas
don cornectas

es La opeibn conrecta,

111} De Lo anterion, un conjunio isome:jo al conjunto G es: (Elige La op-

eibn cornecta)

Al§6) = (U1, 1, 1), (2, 1, -3, (3, 7, 1)

B, 6(61 = {{'1' ]: 1)) [-3’ 1: 2,: (3, 7, ])}

¢l §l6) = {(z, 0}, (3, -1), (10, 4)}

o) §16) = ({1, 1, -1, 0, (2, 1, -3, 0), (3, 7, 1, 0})

es La opeifn correcta.

1V} Para determinan 84 el confunto §(G) es Linealmente dependiente o inde-
pendiente, se recwwind al concepio de nango de una matriz. Para ello, escnd-
binemos primero a Los vectones del conjunto §(G) como Los renglones de una

matrniz M.

A)

Dicha matriz es: (ELige La opcedldn conrecta)

153
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C) 1 -1 7y 7 1 -1 0

es La opcidn conreela.

V) Después de escalonar fa matniz M, se obtiene que su nango es {gual a:
(ELige La opcibn conrecta)

A} 3 B) 1 c} 2 D) 4 E} 5

es La opcldn comecta.

VI) De donde se concluye que el conjunto §(G) es Linealmente
y, pon Lo tanto, ef confunto G es Linealmente

33.- Comprueba el nesultado obtenido en el inciso VI) del ejercicio anterion
utilizando La ecuacién de dependencia Lineal. (Es decin, detenmina el tipo de
dependencia Lineal del conjunto G a partin de La ecuacibn

vy + Ogvz ...t Oy Yy © 0).

34.- 0btén el espacio vectornial W generado pon el conjunto G del ejerci-
edlo 32.

1) Para ello obtén -a partin del inciso V) de dicho ejercicio- fa forma ca
nénica escalonada de £a matniz M. Dicha matniz es: (ELige La opeibn co
necta) -
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e La opeibn conrecta.

11) EL espacio nenglin L(Mrl es, pon Lo tanto: (ElLige La opelibn conrecta)

A
B)
C)
D)

I11)

{la-2, b+e, 0, 0, 0) | a,b,c eIR}

{{a, b,

b - 2a) | a,beR}

{{a, 2a +b, 0) | a,belR}

{{a, b,

e) | a,b,ececlR}

es La cpeibn correcta.

EL espacio nenglén LIM_) es isomonfo a: (ELige La opeibn correctal

1)
2)

A)
B)
C)
D)
E)
F)
G)
H)
1)
J)
K)
L)
M)

AL espacio generado pon el conjunto §(G). 3) AL espacio R? .
AL espacio generado por el conjunto G. 4) AL espacic R?.
S6Lo 1 es connecta.

S6ko 2 es correcta.

S6Lo 3 es cornnecta.

S6lo 4 es connrecta.

S6o 1 y 2 son correctas.

S6ko 1 y 3 son cornrectas.

S6ke 1 y 4 son correctas.

S6o 2 y 3 son comrectas.

S6ko 2 y 4 son correctas.

S6to 1, 2 y 3 son corvectns.

S6o 1, 2 y 4 son connectas.

S6to 2, 3 y 4 son connectas.

Todas son comrectas.

es La opeibn cornrecta.
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V) Porn Lo tanto, el espacio vectondial W generado por el conjunto G es:
(ELige fa opeibn conrectal
a b
0 c

a 2a + b

0 0

a b a b
Ia,b eIR D)

0 b 0 b - 2

es La opedfn conrecta.

A) a,b,c eR

a,belR ‘ B)

C) a,belR

35.- a) Obtén el espacio vectorial generado porn Las columnas de £a matriz

2 0 -3
A=13 2. -] -9 5
2 -1 0 -6

b) De acuerdo con el nesultado obtenido en el L{nciso anterion, se conclu-
ye que el rango de La matrniz, R{A), es igual a

¢) Porn Lo tanto, de Los nresuliados obtenidos anteriosmente se concluye
que La dimensibn del espacio nenglén de £a matrniz A es igual a

36.- a) Obtén una base y fa dimensibn del espacio vectonial V sobre el cam
vo de Los neales 84

-

a,b,c elR




b) Demuestra que el conjunto

D e A P A

genera al espacio vectorial V

G =

¢} iEs el conjunto G una base de V? ;Pon qué?

37.-° Pana Las mainices siguientes:

1 - 0 7 -4
M=|4 1 2l w-f|? 0 1 P-4 0o g
-4 1 -8, 6 -1 ¢ 3 1 3

a) Detemina cufles tienen el mismo espacio hengldn.

b) iCudles de Los espacios nenglones, obtenidos en el inciso anterion,
son Lsomongos?

38,- a) Obtén una base y La dimensidn del espacic vectorial P sobre R &4
P={ax? +bx +c| a,b,ecci}
b] Demuestra que el conjunto
H={18x% - 6x, x2 - x+4, x2 -2, % - 3x}
no genera al espacio vectornial P,

¢) Demuestra que W = {ax? + bx - {2a + 6b) | a,b eIR} es un subespacio
vectonial de P.

d) 0btén una base y La dimensién de W.

157
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e] Demuestrna que cualquien vectorn de W, es decin, cualquien vectonr de
La forma ax? + bx - (2a + éb) es posible expresarfo como una combinacisn L4
neal de Los vectornes del conjunto H,

§) iEs H un conjunto generadon de W ? ;Pon qué?

gl it H una base de W ? ;Por qué?

39.- a) 0btén el espacio vectornial P sobre ef campo IR que genera el con
Jjunte

{-2x% + 6, x* - 3, 4x% - 12}

b) Vernifica que el espacio vectorial M sobre el campo IR que genera

el conjfunto
1 -2/3 0
-3 1], 2 -2/3

es Lsomonfo al espacio P del inciso anterion.

¢} Un espacio vectornial Lsomorfo a Los espacios anterniones P y M es

V={(3a, -a) | a e R} .

0btén una base B de eate espacio,

d) Da una funcibn f : P>V tal que f establezea un Lsomornfismo en-
the ef espacio Py el espacic V. Da también una funcién g : M >V Zfal
que g establezca un Lsomonfismo entne el espacio M y el espacio V.

e} Obtén una base del espacic P y una base del espacio M, a partin
de La base del espacic V obtenida en el inciso c). Parna ello, emplea Las
funciones f y g nespectivamente.
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40.- a) Demuestra que el confunto solucidn del sistema de ecuaciones Linea-
Les homogénee Ax = 0 es un espacio vectorial. (A este espacio vectornial se
Le Llama espacio sofucibn).

b) Demuestra que el conjunto sofucibn del sistema de ecuaciones Linea-
Les no homogéneo Ax = b no es un espacio veetonial.

41.- Para el siguiente sistema de ecuaciones Eineales, obtén su espacio s0fu
cifn, ¢ da una base y La dimensifn de dicho espacio.

2x - 3y + 6z = 0
X+ y =
-x + 4y - 6z = @
3x + 8y - 6z = 0

42.- Deteunina ef vaforn de k para que el espacio solucidn del sigulente 844
tema de ecuaciones sea de dimensidn Ines.

x +3y-~-4z+w

n
L=}

-x - % ky + 4z - %-kw =0

- 2x - ky + 8z - 2w
10x + 5 ky - 40z + 10w

(1]

43.- Expresa La sofucibn del sigulente sistema de ecuaciones como una varie-
dad lineal.

2x -y + 2z = §
3x-y+3z2=12
4x + 4y + 4z = 16

44.- Sea el Adlstema de ecuaciones Lineales

2axy - bxy * x3 = -5
-ax; t+ dxa - X3 ° 2
3X1 - axa + 3bX3 = 15
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Del conjunto solucién de este sistema, expresado como variedad Lineal,
se sabe Lo sigulente:

L= {(xz, x2, 0) + Vg | x2 eR}
Con estos datos,

a) Determina Los valones de a y b
b) Obién un apoyo vo, de fa variedad Lineal ©

e] 0btén el conjunto solucibn del sistema

45.- De un sistema de ecuaciones Lineakes AX = B, con X = [ x2 xa] T, se
sabe que fa dimensibn del espacio sofucibn de su homogéneo asociado es cero y
ue X3 =4, X =1, x3 = %— satisfacen cada una de Las ecuaciones del siste
ma no homogéneo. Con estos datos, expresa el conjunto solucidn del sistema
no homogéneo como una variedad Lineal.

46.- Sea ¢ el espacio vectonial de todas fLas funciones reales de variable
neal sobre el campo IR.

Determina 84 el subconjunto de ¢,

F={§lx} | §{x} = §{2a - x), x (-, =}, a e}

es un subespacio.

47.- Sea F el espacio vectornial de funciones
F={§{x) | 0<x<1, xe IR}

definido sobre ef campo 1R.

6 Consulta estos conceptos en "Algebra lineal" de E. Solar y L. Speziale, pa-
ginas 612-614.
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Determina cudles de Los siguientes subconjuntos de F son subespacios

de F
al
b)
e

d)

Fa
Fa
Fa

Fu

1

"

{4(x}) | §(x) >0, ¥ x IR}

{§(x) | §(x) = §{1 - x), ¥ xeR}
{§x) | 24(0) = §(1)}

{4(x) | §(1) = (o) + 1}

48.- UDetewnina 84 el conjunto de funciones

{Log 6x, Log 18x* , Log x, Log 3x}

es Linealmente dependiente o {independiente en el (intervalo x el(0, =)

49.- Sea el espacio vectorial de gunciones de £a forma

A= {c;e® + 207 | e1,e2 €R}

definidas en el intervalo -= < x < + o ,

a)

Demuestna que el confunto

B = {3¢5, ¢}

es una base de A.

b)

0btén el vecton de coondenadas de §(x) = 6e* + 7¢* en La base B.

50.- Pana el conjunto de funciones {3x, xe*, x} ,

a)

b)

Caleuwla su wronskiano.

Determina s4 el confunto es Linealmente dependiente o independiente.
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é}é/&c{cioa dicconales

1.- Sea V un espacio vectorial sobre un campo. K. Demuestra que para.todo
esealarn aeckK y OeV, a0 =10

2.- Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Demuestra que para 0 €K

y para todo VeV, 0V =70

3.- Sea V un espacio vectfornial sobre un campo K. Demuesira que para cual-
quier escalar BeK y veV, (-BJv = B{-v} = -Bv .

4.- Sea V un espacio vectornial sobre un campo K. UDemuestina que 84 o €K ,

vel , Vv#0 y av =0, entonces a=20

5.- Sea el conjunto V = {*} . Detewmina s{ V es8 un espacio vectorial s0-
bre el campo K 84 La adicibn en V y La multiplicacibn por un escalar se
dedinen como

»
+
»

n
»

a* =%, ¥acK
6.~ Determina 84 ef conjunto de Los nimeros complejos es un espacio vectforial,

a) &sobre el campo real

b} sobre el campo complejo

84 La adicibn en € se define en La forma usual y £a multiplicacibn por un es
calar se degine como

Nota: az ed el conjugado de oz .
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7.- Sea of conjunto F = {§(x} | §(x} = mx + b, m,belR} y sea el campo
(K, +, *) donde

y Las operaciones + y -+ definidas en K son La adicibn y La multiplica-
cifn usuales de Las matrnices.

Determina 84 el conjunto F es un espacic vectonial sobne el campo K ,
44 La adicibn en F es fa adicibn usual de Las funciones y La multiplicacibn
por escalan se define como

o 0
e{mx + b} = amx + ab
0 o

§.- Sea ef conjunto A = {0, 1} . Demuestra que el conjunto A no es un es-
pacio vectornial sobre el campo de Los reales, indicando La{s) propiedad(es) de
La definicibn que no se cumple(n), tomando en cuenta que fa adicibn en A y
La multiplicacibn porn escalan se definen, respectivamente, como se indica a
continuacion:

+ 0 )
T==ﬁ' 0, &L x=20
0 0 1'}l, y, para todo aeclR, ox =

L}
-—

1, &4 x

9.- EL sistema algebraico (B, +, o) del ejercicio 20 del capitulo 111, pdgi
na 94, es un campo.

Demuestra que el conjunto B = {(x, y, z) | x, y,z€B} es un espacio
vectonial sobre el campo B, estando £as operaciones de adicién en B® y
multiplicacion por escalar definidas de fa siguiente manera: '

(x1,41,21) @ (x2,¥2,22) = [x1#X2, Y1#Y2, 21+22), ¥xy,41,21),(%5,Y2,2,) B3

a®(x, y,z) = (ox, oy, az), ¥aeB, ¥ (x,y,z) cB®
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10.- Sea el conjunto
A= {plx) | plx) es un polinomio y pl0) = 1, p'(0) = 0}
a) Demuestrna que A no es un espacio vectorial sobre ef campe IR.
b) Expresa a A como una variedad Lineal, indicando cudl es su apoyo.

11.- Para fas siguientes afinmaciones, escribe en el paréntesdis correspondien
teuna V o una F segin que £a afinmacibn sea verdadera o galsa.

YV Una de Ras propiedades de La definicion de espacio vectorial eb
(@ + B8} ve=ov+ Bv. Laoperacibn de adicidn del Lado izquiendo de esta ecua
cifn es La misma que La del Lado derecho
b) Todo espacio vectornial es una variedad Lineal

¢) Toda variedad Lineal es un espacio vectorial

12.- Determina cudles de Los siguientes conjuntos son subespacios de R?

al A=1{l0, y) | yeR}

b) B={(x, y) | y=10, xeR}

el C={lx, ) | y="71x, x,yclR}
dl D={{x, 4y |y=6 xelR}

13,- Detemina cudles de Los sigulentes conjuntos son subespacios del espacio
P={ax®* + bx + ¢ | a,b,e €IR} sobre el campo de Los neales.

a) A={ax?* +3 | aclR}
b) B={ax®? +bx+c|a+b+c=0, a,b,ececlR}
e) C={(x*+x+ 3)la|ackR}

n

d) D= {kx* | kelR}
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14.- Sean fLos siguientes conjuntos de matrices cuadradas de orden n con ele
mentos neales:

A= (M| det (M) = 0} B={M| tn (M) = 0}

Determina 84 A y B son subespacios del espacio vectorial de Las matrni-
ces cuadradas de orden n sobre el campo IR.

15.- Sea W el conjunto que consta de todas Las matnices cuadradas de onden
3 que conmutan con La matrniz

6 3 -1
P= |-8 -3 1
6 3 -1

Demuestrna que W es un subespacio del espacio vectornial de La matrices
de onden 3 sobne el campo de Los neales,

16.- Determina cufles de Los siguilentes confuntos son subespacios del espacio
P={ax? +bx+c | a;b,eclR} sobre el campo R

a) A={x*+x+a]|ack}
b) B=f{ax? +bx+c|af#0,b#0, c#0, ab,ceR}
e) C={plx) =ax® + bx + ¢ | a,b,ceR, pl{i) = p(-£) = 0}

17.- Sea F el espacio vectonial de Las funciones reales de variable neal so0
bre IR.

Deternmina 84 el siguiente conjunto es un subespacio de F . (Se considera
que Las operaciones de adicidn de funciones y multiplicacidn por escalarn son

Las usuales) .

1+ x + x2

,——6—‘i"—~ flx) € F‘
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18.- Lla ecuacibn §"{x) - §(x) = 0 es una ecuacion diferencial.

Demuestra que el conjunto de todas fas funciones que satisfacen dicha
ecuacifn es un subespacio del espacio vectorial de Las funciones sobre el cam-
po de Los neales.

19.- Determina cudles de Los siguientes conjuntos son subespacios del espacio
vectorial de Las funciones reales de variable real.

a) A= {§x | 5(%) - 0)
b
b) B = {§(x) | S §(x) dx = 0)
0
1
el €= {4(x) | S §lx) dx = 1)
0
_ d -
d 0= (flx) | & 4lx) = 0)
_ o d _
e) E = {§(x} | e flx} + o §lx) + §lx) = 0}

20.- Sea el conjunto de funciones

F={4(x) | §{x) = £ a, X es convergente en el intervalo (-1, 1)}
n=0

Determina 84 F es un subespacio del espacio de Las funciones neafes de

vaniable neal.

21.- Determina cufles de Los siguientes confjuntos son subespacios de TR? y,
en caso agimative, da La dimensién de dicho subespacio

a) A={Ux gl lx<lzl 9y ys<l2l, xyeR}
b) B={lx, y) | x* +y* <4, x,y eIR}
el C={lx,y) | x2+y*=0, x,ycR}
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22.- Sean A el conjunto de Las matrices simétnicas de onden cuatrwo y B el
conjunto de Las matrnices antisimétnicas también de orden cuatro.

a) Demuestra que A y B son subespacios del espacio vectorial de Las
matriices de onden cuatho sobre el campo neal.

b) Determina La dimensién de Los espacios A y B .

2
23.- a) Deomuesirna que el conjunto W = {§(x) | Hixr §{x) = 0} es un subespa-
cio del espacio vectornial de Las funciones reales sobre IR.

b) Determina fLa dimensién del espacio W .

24.- Sean Wy V dos espacios vectorniales sobre un campo K .
a) Demuestrna que £a union de W y V no es un espacio vectorial.
b) Demuestra que La interseccion de W y V 4% es un espacio vectornial,

Nota: Se definen la unidn y la interseccidn de los espacios vectoriales Wy V

de la siguiente manera:

X | xeWw 6 XeV}

1
~~—
>

Wwo Vv

WN V={x]|xeW y xel}

"
—~—
>

25.- Demuestra que 84 ef conjunto {vy, vz, ..., v} es Linealmente depen-
déente y 84 {vy, vz, ..., v _, } et Lineatmente independiente, entonces v,

es una combinacibn Lineal de Vi, vz, ..., Vv,
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26.- En un espacio vectornial V sobre el campo de Los neales, el conjunto
A={a, B, ¢} es Linealmente independiente. Los vectores u, v, w def mismo
espacio vectorial esidn nelacionados con Los vectones def conjunto A, de
acuendo con Las ecuaciones

wu=-a+pgb+ 3¢
v=12a-b+ B

w=-a+Bb+ec

Determina Los valores que debe toman B para que {u, v, w} sea Lineal
mente Lindependiente.

27.- Obtén una base y determina La dimensibn def espacio vectonial B*® del
efercicio 9 (pdgina 163).

28.- a) Demuestra que el conjunto H = {(2, 2, 1}, (1, 1, 2)} es Rinealmente
dependiente en el espacio vectorial B® def ejencicio 9 {pdgina 163).

b) iPuede el conjunto N = ({2, 1, 2}, (1, 2, 1}, {1, 2, 0), (2, 1, 1)}
sen una base del espacio B ? ;Por qué?

¢} Demuestra que el conjunto G = {(2, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 1),
(1, 2, 1)} genera el espacio B*

29.- Resuelve el ejencicio 14 de La pdgina 140, considerando ahora que el con
junto E = {u, v, w} es Linealmente independiente en el espacio vectonial B?
sobne el campo B . (Este espacio B® es ef del ejercicio 9, pdgina 163).
Compana Los nesultados de este efencicio con Los del 14 de fa pdgina 140.
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30.- Una curva de ecuacidn y = §(x) se puede escribin como un conjunto de
puntos de La siguiente manera:

{x,y) | y= §lx)}

a) Para Las siguientes curvas, expresa cada una de ellas como un confun
1o de puntos.

*y

(A) (8) (C)

b) Determina cudles de Los conjuntos del inciso anterior comstituyen un
subespacio de IR?

¢} Para Los subespacios del inciso anterion, obtén una base y determina
su dimensibn.

31.- Sean Los espacios A y B generados pon Los conjuntos de vectores
{t,-1,00, 2,1,3), (-1,-2,-3)} ¢ {l1,2,1), (2,3,3), (3,5,6]} , nespectiva

mente.

a) Detenmina el espacic interseccibn A N B .,

b) 0btén una base y La dimensibn del espacio A N B
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32.- a) Obtén una base y detemina fa dimensibn del espacio vectorial V so
bre IR , donde,

| a,b,c IR ‘

0 o A

b} Detenmina Los valores de x ¢IR para que el conjunto

e T )
o o~
~— X
————

>
-
-

-—

sea Linealmente Lndependicnte.

¢) Expresa e vector v = | 5| como una combinacibn Lineal de Los vec
-7
fores del conjunto B 84 x = -2

dl Daa x un valor con el cual el conjunto B es una base del espacio

e) Obtén el vecton de coondenadas de v = | § en fa base obtenida en

el {nciso antenion.

33.- Demuestrna que cualquier conjunto de vectornes que contiene al vector cerno
es Lineatmente dependiente.

34.- Sea B una base de un espacio vectorial V de dimensién n. Demuesira
que para cualquiern vectorn v el , el vectorn de coondenadas de v en fa base
B es unico.
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35.- Sean u = {x1,x2) ¢y V= (y1,42) dos vectones de IR? tales que

X1y + X242 = 0, X3+ Xg =yt yh =1
a) Demuestra que B = {u,v} es una base de IR? .,
b) Obtén Las coordenadas del vecton (a,b) en £a base ondenada B.
36.- a) Demuestrna que el conjunto A ={a+ bx +cex? +dx® |b+c+d-=0,

a, b,c, delR} es un subespacio del espacio vectornial de Los polinomios
{a + bx + ex? + dx® | a,b,e,deR} sobre el campo IR.

b) 0btén una base y detenmina La dimensién de A .
37.- Sea el espacio vectonial P = {ax? + bx + ¢ | a,b,e eR} .

a) Demuestra que el conjunto W = {p(x) eP | p'(3) = 0} es un subespa-
cio de P sobre Los neales.

b) Obtén una base de W y detemina su dimensibn.

38.- Los vectores (-5, -3, 2, 4), (-2, -1, 1, 1} y (-1, -1, 0, 2] pertene
cen al espacio solucibn de dimensibn dos de un sistema de ecuaciones Lineales
homogéneo. Con estos datos, obtén el sislema de ecuaciones homogéneo,

39.- Sea ef conjunto de vectores de IR, A = {v,, vy, v3} donde v, = (1, €, -4),
vy = {0, 3, 1), vy = (3, 3, -11) .

Un subespacio de R® es V= {XelR® | X -V =X +0Vp =X+ Vs = 0}

donde La operacidn + es el producto escalan de vectones.
a) O0bién una base y detemina fa dimensidn de V .
b) 0btén el espacio vectonial W que genera el conjunte A.

¢} iSen Lguales Les espacios V y & ? Fundamenta tu nespuesta.
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40.- EL conjunto F del ejercicio 7, pdgina 163, es un espacio vectorial s0-
bre el campo K , <también éste definido en el mismo ejercicio.

a) Detemina 84 el conjunto E = {1 - x, 4} es una base del espacio F
sobre el campo K .

b) Expresa ef vector v = -3x + 12 como una combinacibn Lineal de Los
vectores 3, x + 8, x -1

41.- a) Obtén una base y La dimensibn del espacio vectorial V sobre IR,

donde
a b
l a,belR
0 -a

b) Demuestra que el conjunto

V=

genera € espacio V.

e} (B8 G una base de V? ;Por qué?

d) Denuestrna que ef conjunto

es un subespacio de V .

e) Obtén una base y La dimensién de W .

§) Demuestra que cualquien vectorn de W es posible expresanlo como una
combinaciln Lineal de Los vectores del conjunto G del Lnciso b).



g)  iSe considera a G un conjunto generadon del espacio W? ;Porn qué?

h) Demuestra que cualquier vector del espacio W es posible expresarto
como una combinacibn Lineal de Los vectones def conjunto H, donde

O A

<) iSe considena a H un conjunto generadonr del espacic W? ;Porn qué?
i1 Da un conjunto generador del espacio W que no sea base de dicho es

pacio.

42.- a) ER sistema algebraico (B, +, *) del efercicio 20, pdgina 94 es un
campo. Demuestra que el conjunto M es un espacio vectornial sobre B , donde

y Las operaciones de adicidn en M y multiplicacién de una matrniz por un esca
Lon son Las ondinarnias,

b) 0btén una base de M y deterwmina su dimensién.

c) Demuestra que el espacio M y el espacio B® del efercicio 9, pdgi
na 163, son Lsomorfos.

43.- a) Un conjunto de vectores del espacio M del ejerncicio anterion es

CLELELE )

G =

173
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Demuestra que el conjunto G genena el subespacio de M,
a . b

a,b eB
b b

1 721 [z 2
b) Demuestna que A =
2 , e 2

¢) 0btén el vecton de coondenadas de v en £a base A del inciso ante

nion, donde
R [
Vv =
2 2

44.- a) Obtén el subespacio vectornial de (€2
funto

¢4 una base del subespa-

lN

sobre IR que genera el con-

G ={(1,4), (3-4, -1+34), (-34, -3), (-1 +4, 1-4))

b} 0bitén una base y determina La dimensidn def subespacio obtenido en el
inelso anterion.

e) iCon cudl espacio IR® o4 lsomonfo el subespacic obtenido en el in-
cis0 a)?

45.- a) Demuestra que el conjunto

G={I3+64, 2, 2-24, 12), (0,1, 1-4,0), (2+44, 2, 2-22, §),
(1+2{, 0, 0,4}))

genena el subespacio de C“ sobre IR
W= {{a +2ai, b,b-bi, 4a) | a,b eR}
b) Una base de W es

B={(1+2¢,0,0,4), (0,-1,-1+4, 0))



Obtén el vecton de coondenadas de v en La base B a4
Ve (-4-84 3, 3-34{ -18)

c) iCon cudl espacio IRP es Lsomonfo el subespacio W?
d) 0btén La matrniz de thansicibn de La base B a £a base C &4
C={{1+2¢ 1,1-4,4), (0,2,2-24,0)})

46.- Sean Las, matrnices

! 2 -1 4 ] 3
A= 2 -3 2 B =
-1 5 -3 s 1t
a)l S{ V es el espacio vectonial generado pon Los nenglones de A y
W el espacio vectornial generado porn Los nenglones de B , obtén el espacio

intenseccidn V N W,

b) Obtén una -base y detenmina La dimensibn del espacio V N W,

47.- Sean A = {E;, Ez, Ea} y B = {51, Ez, Eg} bases del espacio vecto-
nial IR3 .

Obtén La matrniz de transicién de-La base A a fa base B y fa mainiz de
transicibn de La base B a La base A, 54 Los vectones de Las bases A y B

satisgacen fLas sigulentes ecuaciones:

-22'5-3:6
Zl *Eg s - 2.52
53 ‘f"El =0

48.- Sea F el espacio vectorial de Las funciones neales de variable neal con

tinuas en el intervalo ({-=, =} . ¥ sea G C F el conjunte

G = {4{x) | §fo) = g1} = §(2)}
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Detemina 84 G es una variedad Lineal.

-

49.- Determina 54 el conjunto siguiente es Linealmente dependiente o indepen-
diente

{sen x, sen {x + 1), cos x}

50.- Demuestna que &4 el conjunto de funciones {§1, f2, f3, «.., f} e &i-
nealmente dependiente en un intervalo (a, b), entonces el wronskiano W(x) = 0,

¥ xela,bB).

51.- Sean Las funciones

x?, xe[-1, 0] x3, xe(0, 1]

g{x) = g(x) =
0, xelo, 1] 0, xel-1, 0]

a) Gnrafica Las funciones {(x} y glx)

b) 0btén el wronskiano del conjunto de funciones {f{x), gi{x)} en el in-
tervalo (-1, 1)

e} Llas funciones §{x} y glx], sison Linealmente dependientes o inde-
pendientes?

52.- Sean fas funciones f, y {2 definidas pon:

grlx) = ' f20x) = 2x* , ¥ xelR

n x, 84 x>0

Determina &4 el conjunto {§y , §2)} es Linealmente dependiente o inde-
pendiente.
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Cxamen de ?b”a/w'fwé

1.- Detenrmina cudles de Los siguientes conjuntos son subespacios del espacio
veetonial IR® sobre el campo de Los neales. ' .

al A={(x, y, 1) | x,yecR}

b) B={(x, 0, z) | x* = 2%, x,zeR}

e) C=1{(x, 4, 2) |y=12z-x, x,y,zclR}
Sofucidn:

2.- Escnibe una V o una F en el panéntesis comespondiente a cada propo
s4icibn segin ésta sea verndadena o falsa respectivamente, de acuerdo con el

siguiente enunciado:

Sea V un espacio vectornial sobre wi campo ¥ gy sea A = {vy,v;y,vs, U]

una base de V.
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{ )} Cualquier vector v eV se puede expresar como una combinacién LL
neal de Los vectores de A.

( )} Vi se puede expresan como una combinacidn Lineal de va,vi y v,

( ) EL conjunto B = {V,,U,,Vi,U,,Us} es genernadon de V, donde
-Jsev.

() Cualquienr subconjunto de A es Linealmente independiente,

{ )] Cuafquien conjunto de cinco vectornes de V es Linealmente depen
diente.

3,- Considena el espacio vectorial W = {(-x, 0, x) | x ¢ R} . A continua-
cibn se dan varnios conjuntos de vectornes. Manca con una X en el cuadro co-
nespondiente a Los conjuntos que son generadores del espacio W .

{{r, -1}

({3, o, -3), (-16, 0, 16), (0, 0, 0)})
{(3, 0, -3), (16, 0, -16}}

{(-3, 1, 3}, (3, 1, -3}}

{te, 0, 0}, (o, 0, -2)}

{, o, (o, -1)}

{(1, 0, 0), (o, 1, 0}, {0, 0, 1)}
{(-4, 0, 4]}

{1, 1, -11}

{{o, 0, 0), (1, 0, -1)}

oooooOoooood




4.- Sea A={(1,0,3), v, (I, -1, 00} una base ordenada del espacio
vectorial IR3

S{ se sabe que el vecton de coordenadas de u = (4, 2, 7) en fa base A
es (uly = (2, 1, 2), obtén ek vecton v .

Solucidn:

5.- Sea el sistema de ecuaciones Lineales homogéneo:

ayi ayz ay3
Xy a1l * xz2 |aa2| *+ x5 @23 = | 0 —_— 1)
aji aisz ai3

que se puede nrepresentar como:

xla + XzEz + X3€3 =0
a) Completa correctamente La sigulente expresibn:

EL sistema (1) tiene solucidn tiniea x; = xa = x3 = 0, &4, y 86Lo0 84,

208 vectornes €1, Cz, C3 4on Cinealimente

by sé =0 0 %, =P 1 %, &= 1 qF, obtén um ba

179

se y La dimensifn del espacic selucidn del. sistema de ecuaciones.
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Solucibn:

6.-

Sea el conjunto

G =

L

o

1040

a) 0bitén el espacio vectornial sobre IR que genera ef conjunto G.

b) 1Indica el espacio IR™ con el cual es isomorfo el espacio obitenido
en el inciso anternionr.

Sofucibn:




CAPITULO V

Transgormaciones

Lineales



David Hilbert (nefiniéndose a un antiguo
alumno) :

"... dejb mis cunsos y se hizo peeta.
Evidentemente no posela suficiente imagi
nacifn parna dedicarse a Las matemdticas”.
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Sxamen Y t'ayno'a {ico

A continuacidn se presentan algunos ejercicios que aluden a conceptos
que 8¢ consideran antecedentes para estudian este capitufo. Trata de nesolver
Los y compana fus nesultados con Los presentados al final de este examen diag-
ndstico. S4L tienes dudas, Lee Los temas que se sugleren en La bibLiogragia
presentada a continuacién de Los nesultados.

1.- Determina 84 Los sdigulentes gunciones son Lnyectivas y/o suprayectivas.

a) §: R+ R, §(x)

n

x2, ¥xelR

b} g: R+ 1R, gix) = 2x - 1, ¥=xelR

2.- Detewnina 84 La sdigulente funcibn § es biyeetiva

§: Z~+2Z, fim}=2m, ¥$meZ

3.- Sea La ecuacibn vectonial
(Z2x - y, - x - 3y + 2z, 3x + 2y - 2z} = (0, 0,0)

a) Escnibela como una ecuacibn mairnicial Ax = b, donde La matrniz de in-
ebgnitas es x =[x y z]'r

b) Obtén Los valones de x, y, z que satisfacen Ax = b = @



184

4.- Dadas Las matrnices

3 1 0 -2
A=l-21, B=[IO-I], c=1-3 1 o0
0 0 0 -1

a) 0btén La matrniz X 4tal que X = AB - 2C

b) Deteumina 84 existen B™! y C™!', y en caso afirmativo obtenfas.

5.- Sea el polinomio
P(x) = 2x* + 3x3 - 12x2 - 7x + 6

a) Comprueba que x = 1/2 ¢4 una rafz de este pofinomio.

b) 0btén Las demfis naices de Plx).

RESPUESTAS

1.- a) NO es dnyectiva ni suprayectiva
b) Es inyectiva y suprayectiva
2.- No es biyectiva porque § es inyectiva pero no suprayectiva.
3.-a)l |2 -1 0
-1 -3 ] y| =

3 2 -1 z

bl x = Tk, gLk, z-k, ¥keR
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40- a) I 0 ]
x =14 -2
0 0 2

b) No existe B!

10 -2
cl=l3 1 -6
0 0 -1

5.- b) -3, 2, -1

BIBLTOGRAFIA

Los conceptos aludidos en estos efencicios Los puedes estudian en:

- Cdleulo diferencial e integnal
de Andrade, Castareda, Gareia
Editado porn £a UNAM
pdginas 67-71

- Algebra superion
de Céndenas, Raggd, Tomds
Editonial Tnillas
pdginas 24 y 25

- Algebra 1
de E, Sofan, L. Speziale
Editade por La UNAM
pdginas 151-160
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Introduccidr

En este capitulo estudiaremos Las transformaciones lineales y algunos
conceptos bdsicos nelaclonados con ellas.

Considenaremos a fas thansforumaciones comc casos particulares de funcio-
nes en donde el dominio y el codominio son espacios vectoriales. Es decin,
una thans jormacibn es una aegla que asocdia con cada vector de un espacio veeto
nial V uno y s6Lo un vectorn de ot espaclo vectorial W,

En este cwwso nos nestninginemos a un tipo especial de trhans formaciones
Llamadas transgormaciones Lineales y, aunque son un caso muy particular, jue-
gan un papel sumamente {mportante en muchas ramas de £a ciencia. Ademds, tie-
nen £a ventaja de que son mds sencillas de trabajar que £as transgormaciones
no Lineales.

En matemdticas existe una gran cantidad de problemas que es posible ex-
presan mediante trhans fonmaciones Lineales. También en §isdica existen gendme-
nos que pueden describinse con este tipo de transformaciones, sobre todo aque
LLos fendmencs en donde es vdlido el LLamado principio de superposicibn.

De manera semefante a cualquiern funcibn, Las inansgormaciones Lineales
tienen ascciados conceptos tales como dominio, codominio, nicleo y recorrido.
La primena seccibn de este capitulo estard dedicada a estos concepios.

En La segunda seceidn se estudiandn algunas de Las operaciones que pue-
den defininse entre Las thansfonmaciones Lineales, Lo cual da Lugar al algebra
de las transformaciones.

Finalmente, en £a tercena y dbtima secelfn del capltule estudiaremos el
tema de valores y vectores caracteristicos y su nefacifn con Las formas cuadrd

ticas. Los conceptos de valores y veclones caracteristicos son de gran aplica
cibn en todos Los campos de La ingenieria.
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En fa segunda y terncena seccifn send de primordial ayuda el uso de matri
ces. Se mostrnand que una forma de describir la accidn de una transformacion
lineal definida entre espacios vectoriales de dimensién finita es precisamente
mediante una matriz. Lla representacifn de una transformacibn Lineal mediante
una matniz es en muchas ocasiones mfs conveniente que curfquier otra nrepresen-
lacidn,



g%ana/mmacio’n Lineat,

Niécleeo Yy Recovsido

Una transformacion T es, por definicifn, una funcibn que asocia a cada
elemento de un espacio vectorial V uno y s6Lo un veeton de otrno espacio vecto-
nigl W, Lo que se expresa como T :V = W,

En ocasiones V = W y entonces a fa thansfornmacibn Le Llamaremos operador.

Cuando La transformacidn T asocia al veetor v el vector w , e eseni
be como

T{v) = w vel , wel

que puede expresanse también diciendo que La tnansfommacibn de v es w 6 que
T valuada en Vv e 4gual a w & que fa imagen de v bajo T es w .

S{ una thansforumacifn T :V > W, donde V y W estdn definidos sobre el
campo K, tiene ademds fas dos propiedades siguientes:

]

Tlw + v) = T(u) + T(V) (1)

Tleu) = a T(u) (2)

n

¥u,veV y ¥YaeK, entonces se Le lama transformacidn lineal'.

De fas ecuaciones (1) y (2) tenemos que una thansformacidn Lineal es un

! Las propiedades (1} y (2) es posible reemplazarlas por una sola:

Tlaou +v) = a T{u) + T(v) [ 3)

189
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homomongismo entre espacios vectoriales. De esta manera, fa funcibn f defi-
nida en La pdgina 146, es una thans formacidn £ineal.

Presentanemos Los conceptos de transgormacibn Lineal, dominio, codominio,
nicleo y reconido a thavés del sigulente ejemplo.

Sea V el siguiente espacio vectorial de polinomios
V=dax? +bx+c|a=1{( acelR}
y apliquemos el operadon derivada Eg? sobre Los elementos de V.

En primen t&umino, observamos que al derivarn cualquier elemento de V
siempre obtendremos un polinomio de grado menorn o igual a uno. Por Lo Zanto,
dicho operador es una negla de correspondencia que asocia a cada elemento de
V un y 8680 un elemento de W , siendo W el espaclo vectorial formado pon
el conjunto de todos Los polinomios de grado menor o Lgual a uno,
W={ex+§| e feclR).

En consecuencia, el operadon derdivada es una transformacién. de dominio

. d . .. . . . d
V y codominio W , Lo que se expresa VW o bien, 84 T’HI’
T:V W
Notamos también que al derivar todos Los elementos de V no cubrimos to

do el espacio W, pues al derivar cualquier vector de V obtendremos un vectorn
de La fornma '

a%(ax2+ax+'c) = %ax + a

que es s6Lo un caso particulan de Los elementos de W. Por Lo tanto, el reco-
nmiido de La transformacibn?, T(V), es el conjunto de polinomios

T{V) = {Zax + a | a e R}

que es un subespacio vectorial de W.

El recorrido de una transformacién es el conjunto de vectores del codominio
que son imagen de al menos un vector del dominio.



Parna detewminan 84 d—i : V> W es una transformacidn Lineal necesitamos

comprobar que se cumple fa sigulente propiedad

a%(avx*;z)=aazvx*£‘—vz { 4)
¥ vy, vael , ceR .

alxz +a; X+t ¢y

Pana ello, sean: v,

Vp = azx% +dz X + ¢,

Operando con el Lado Lzquierndo de (4):

a% (0 vy + V) = 3% [(Olax +az)x? + (aa;, + az)x + (acy + Cz]]

2{aa) + az)x + (aa; + az) (5)

Operando con el fado derecho de (4)

Q%U; = Zoa; x + aa, s a(i—az = Zaz X + a
d" d_ - 6)
013;(-\“*3;\!2—Z(Mx*azlx*(aa1+az] (

De (5) y (6) concluimos que La transfommacibn H% t VW es Lineal.

Determinemos ahona el nicleo de La transfomnmacibn, asd como fas dimensio
nes del dominio, necordido y ndcleo.

EL ndcleo estd formade pon todos aquellos elementos del dominio cuya Ama
gen es el vector ceno del codominio, es decin, el wicleo es el conjunto de Los
vectones {ax? + ax + ¢) eV tales que

a%(ax2+ax+c)=0x+0

Obviamente, para que La derivada sea cero, fLos vectfores de V deben sen
de La forma

v=0x2+0x+c=c

191
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Entonces ef micleo de fa trans formacifn es el conjunto

N(H%)= {c | ceR}

que es sdempre un subespacio vectornial del dominio.

Mediante Las téenicas estudiadas en el capliulo 1V se puede comprobar 44
cilmente que, para el efemplo que estamos presentando, Las dimensiones del ni-
cleo y del dominio son uno y dos nespectivamente, y, para detenminan fa dimen-
s46n del recomrido, podemos hacer uso de La siguiente nelacifn que es vdlida
para cualquien thansformacifn Lineal definida sobre cualquien espacio vecto-
nial V de dimensién finita:

dimensibn del dominio = dimensién del micleo + dimensién del necomrnido.
SimbéLicamente: dim V = dim N(T) + dim T{V)
Sustituyendo Los valores dim V y dim N{T) obtenemos que
dim T(V) = 1

En el ejemplo que acabamos de desawviollan, hemos visto que el operador
derivacidn es una trans formacifn Lineal,

AsL como H% , existen otras tnansgormaciones importantes que tienen una

gran aplicacibn en La misma matemdtica, en fa §isica y en otras dreas de f£a
clencia. Unas de esas transformaciones son Lineales y otnas no Lo son.

1) Una thansgonmacidn T: F ~ IR, donde F es el espacio vectorial de
Las funciones integrables en un intervalo [a, b] es aquella que se puede defd
nin pon

b
T(4(x)) j §lx) dx, ¥ §lx)eF .
a
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Esta transformacisn La conoces desde fus cunsos de cdleulo diferencial e
integnal. Ahora con tus conocimientos de algebra Lineal puedes determinan s4
esla transformacibn es Lineal o no Lo es. Efectuando Las operaciones que deter
minan 8L una transformacidn es Lineal se concluye que

b
T{§(x)) = f §(x) dx una thans formacién Civeal.
a

(si es / no es)

1T) Una clase de thansformaciones LLamadas transformadas integrales scn
de fundamental importancia en fLas matemfiticas aplicadas. A esta clase pertene
ce La transformada de Laplace £a cual se¢ define de La siguiente manera:

o

Ti4lx)) f esX §(x) dx ,
0

donde s e8 un pardmetnro.

En este caso, La thansformacién T tiene por dominio al conjunto de to-
das Las gunclones neales §(x) y por codominio al conjunto de Las funciones
neates Fls). Empleando Las expresiones {1) y (2) pana detewminar si fa trans
gormada de Laplace es una transformacibn Lineal, concluimos que

Hay que hacer notan que para hablan estrictamente de Linealidad, en el
caso de La trans formada de -Laplace, se debe hacer una cienta consideracidnd ,
aunque muchod autores hacen La prueba directamente sin mencionar alguna obsenr-
vacibn? .

3 Consultar "Ecuaciones diferenciales y en diferencias" de P, Garcia y C. de
la Lanza, pdginas 131 y 132, editado por la UNAM, o también consultar "Ecuacio
nes diferenciales" de Kreider, Kuller y Ostberg, edit. Fondo Educativo Intera
mericano, piAgina 149.

4 Ver por ejemplo, "Ecuaciones diferenciales aplicadas" de Murray Spiegel, edit.
Prentice-Hall Internacional, pagina 264 y "Ecuaciones diferenciales con aplica-
ciones" de Derrick y Grossman, edit. Fondo Educativo Interamericano, paginas
256 y 257,



194

rier.

111) Otna Zransformada integral muy imporntante es La transformada de Fou

S{ consideramos a F como el conjunto de Las funciones neales y a W
como el conjunto de Las funciones complejas, podemos definin una thansgorma-
eibn T: F W de La siguiente mnera:

T(41x)) f §x) &% gy . ¥ §(x) F

Efectuando £as operaciones que determinan 84 una transformacidn es Lineal
se concluye que La trans formada de Fournien

Lineal.

EJERCICIOS

una thans formacibn

(s1 es / no es)

PROPUESTOS

1.~ Sean Ras siguientes thansfonmaciones

al
b)
c)
d)
el
¢)
gl

T: R? + R?
T: IR?2 > IR?
T: R? > R?
T: IR?2 » IR®
T: IR® + R?
T: R® + IR?
T: R® + IR®

definida pon
deginida pon
deginida pon
definida pon
deginida pon
deginida por
definida pon

T(x,y)
Tix,y)
T(x,y,z)

n

T(x,y) =
T(x,y,2)
T(x,y,2)
Tix,y,2)

(x, | ¢])

(1,4)

= (0, 3y, y + z)
(y,%%,x)

=(X'y, I)

(x + 2y, -x, z + 1)

= (x+y-2z, x+ 2y, 3x - 2y)

Detemina cudles de ellas son thans formaciones Lineales.
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2.- Domuestra que La reffexifn de cada punto (x,y) sobre el eje Y , como
muestra fa figua, es una Lransformacidin Lineal.

‘V

P'(x',y") Pix,y)

[ S Y e

3.-Sea T: U=V una thansformacidn Lineal. Demuestra que el conjunto
W= {T{) | T{u) = 2u, uwev}
es un subespacio de V.

4.- Dibuja el Lugarn geométrico en que mapea a fa necta y = x KLa thansgorma-
cibn Lineal S: R?Z > IR?, deginida por Six,y) = (x + y, x|

5.- Sea U un espacio vectornial sobre el campo neal y IR el espacio vecto-
nial de Los reales sobre el campo neal. Sean F: U+ IR y G: IR + IR dos
thans jonmaciones Lineales. Detewmina 84 fLa trhansformacibn H: U+ IR defini-
da ponx:

Hlu) = G(Flu)), ¥uel

es una thansformacibn Lineal.

6.~ Sean V y W espacios vectorniales sobre un mismo campo K , y sea

T: V> W una transformacisn Lineal. Demuestra que s4 (Wi, w2, ..., w,} es
un subconjunto de W Linealmente independiente, entonces {vy, vz, ..., v}
es un conjunto Linealmente independiente de V , donde T(v;) = w; ,
£L£1,2, ..., n.
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7.- Sean fas thansformaciones Lineales

al T: R+ R® talque TII,1)=1(1,-1,3} y Tlo, 2) = (0, -2, 4)

b) S: IRZ g IR2 w QU.Q S(-I, 0} = (-2’ -’)} S(’p -r) = (3’ a)
y (1, 2) = (0, 3}

Obtén para cada inciso La regla de asignacibn de La thansformacibn, En el
inciso b), jes La negla de asignacifn de S dnica?

§.- Sea T: R?® + IR? una transformacibn Lineal donde T(1, -2, 1) = [0, 2, 2)
y T(3, -4, -1} = {2, -2, 2}

a) Obtén T(1, 0, -3)

b) A parntin de Los datos, ;es posible obtener fa regla de asignacifn de
T? Justifica tu nespuesia.

9.- Sea T: V + W una transformacibn Lineal. SL B = {vy, vz, ..., v} es
una base del espacio V , demuestna que entonces el conjunto
G = {T(vi), T(v2], ..., Tlvy)} genera el espacio T(V).

10.- Relaciona La columna de fa {zquiernda con fa de fa derecha, escnibiendo en
algunos de Los parnéntesis La Letra que corresponda.

Para La transformacibn Lineal T: R?® + R2 tal que
Tix,y,2z) = (x,y + 2]

( ) {{0,k,-k) | ReR}

A) EL neconrido de T es el

conjunto [ ) {lki,k2) | ky,kz IR}
B) EL ndcleo de T es el () {(0,k} | keR}
conjunto

( ) {(k11k2:h3) I k—1,k2,k3 €IR}
C) EL dominio de T es el
confunto { ) {{k,kR) | keR}

{ )} {{k1,k2,~k2) | Ry,ks eIR}
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11.- Completa conrectamente Las sdigulentes expresdiones.
1) Sea V un espacio vectornial sobre un campo K.

AL operadon Lineal T: V »V fal que TI(v) =V, ¥vel se fe Llama
"operadon identidad”. EL nicleo de T es y el
neconido de T e .

I1) Sean V y W espacios vectorniales sobre un campo K.

A Lo itnansformacifn Lineal T: V + W tal que T(V) = 0, ¥vel sele
Leama "transformacidn nula"., EL ndeleo de T o4
y el necornido de T es .

12.- Pana cada una de Las siguientes inansfonmaciones Lineales, detenmina su nd
cleo y recomrido, asl como una base y La dimensién de ambos.

(2x - y+ 2z, 3x + 2z, x + y)

a) T: R?® + R?® tal que Tix,y,2z)

ax® + (a - blx + b

b) T: R® +P, tal que Tla,b,c)

donde,

P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR}

13.- Pana La inansformacibn Lineal T: M + D donde

X Yy
a,b,c,delR y D= I x,4,zeIR
0 z
a b a+b a+c a b
T = ¥ eM
ce d 0 c-b , c d
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a) Determina el codomindo, el necorrnido y el nicleo de £a transformacidn.

b} Compruweba que el nicleo de fa transformacibn es un subespacio vectorinl
del dominio.

c) 0btén una base y La dimensidn def nicleo.

14.- Demuestra que 84 T: UV + W es una transforumacibn Lineal, entonces

T(T,) = T,

15.- Sea T: V +W una transformacibn Lineal, Demuesina que T es inyectiva
84 y 8600 84 el nlcleo de T contiene dnicamente al vector cero.

16,- Sea T: V -+ W una transformacibn Lineal tal que su nicleo contiene dnica-
mente al vecton ceno. Demuestra que T es suprayectiva 84 y 4680 84
dim V = dim W,

17.- Determina cudles de £as siguientes thansformaciones son Lnyectivas yfo
suphayectivas.

a) T: R%2 » IR?  definida por T(x,y)
b) T: R2 > R® definida por Tix,y)
e) T: R?® > R® definida ponr

(x - 2y, 2x + y)

]

(x - 3y, x +y, 4yl

Tlx,y,2z) = (x +y -2z, 2x +y+ 2z, 3x+y+ 4z
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ﬂ{yeé/m de e%ana/b/cmacionea
Finealtes

Difimos en La introduccibn que Las transformaciones Lineales son funcio-
nes entre espacios vectoriales. AL mencionarn La palabra funcifn, empezamos a ne
condan algunas ideas sobre este conceplo; como porn efemplo, Las operaciones fun-
damentates de adicifn y composicifn de funciones. En Las tnansformaciones Linea
Les también se definen operaciones cuyo manejo constituye el dlgebra de fas
tnansfonmaciones Lineales. Iniciaremos nuesiro estudio con Las operaciones de
adicidn, multiplicacifn por un escalar y compodicibn.

Considenemos el problema de nesofver fa siguiente ecuacibn matricial
2BAX - 2CX =70

-donde:

3B B o I (el IR

y X es La matniz inclgnita. Esta matrniz £a podemos obtener con Los procedi-
mientosd estudiados en ef capitulo 11, &in embango, La obtendremos empleando
operaciones con transformaciones Lineales.

Sean fas thansformaciones Lineales T : R2+~R, S: R > R? y
P: IR?2 » IR? definidas pon Las siguientes reglas de conrespondencia

T(xi,x2) = x1 - x2 , Slxi1} = (2x1,x1) y Plxi,x2) = {x3 - x2, X1 *+ Xx2)
Se puede vernifdicarn que fas matrnices A,B y C definidas anteriormente son

Las matnices asocdiadas a Las thansformaciones T, S y P con respecto a Las ba-
4es canfnicas.
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Pon Lo tanto, fa ecuacibn matricial anterior La podemos Llevar a su equi
valente en trans formaciones Lineales, quedando

2(S o T)(xy,x2) - 2P(xy,x2) = (-1, ~1)

Pana LLegan a estas equivalencias debemos necondar que £a multiplicacibn
de Las matrnices asociadasd a dos transformaciones Lineales equivale a La compo
sicibn de esas transformaciones, que La adicibn de Las matrices equivale a La
adicifn de £as Transformaciones y que La multiplicacibn de un escalar por La
matniz asociada a una trhansfonmacifn® equivale a fa multiplicacifn de un esca-
Lan pon esa transformacibn.

Desarollando La Getima expresibn:

28(T(x1,x2)) - 2P(xy,%2) = (-1, -1}

Aplicando T a (x;,x2):

28(xy - x2) - 2P(x1,x2) = (-1, -1}

Aplicando S a fa diferencina xy - xa 4y P a (x3,x2) +tenemos:

2{2xy - X2, X3 - X2) - 2x1 - x2, X3 * X2) = (-1, -1),

de dande, 2(xy -~ x2, -2x5) = (-1, -1}

) . . . . . .
Cuando hablemos de la matriz asociada a una transformacidn lineal sin especi
ficar a qué bases estd referida, se sobreentenderd que son las bases candnicas.

6 s e R PN . = .
Usaremos indistintamente las expresiones "multiplicacion de una matriz por
un escalar" o "multiplicacidn de un escalar por una matriz".
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Esta altima {gualdad vectornial, fLa podemos LLevar al siguiente sistema
de ecuaciones Lineales

i
1
—~—

2%y -2x3 =

1
]
~—

~4Xz =

de donde x2=% Y x,=-%—

Entonces La matrhiz buscada es:

- 1/4
x =
1/4
Te sugenimos que compruebes este resultado resolviendo fa ecuacidn matrni
cial planteada, utilizando el método estudiado en el capltulo 11. AL hacerlo
te podnds dar cuenta que es mds simple que el desarrollado aqui. Sin embargo,

Lo hemos hecho de esta forma para ilustrarn Las operaciones entre thansformacio
nes Lineales.

Ademds de fas operaciones de adicibn, muliiplicacifn por un escalar y com
posdicifn, otna operacibn importante de Las thansformaciones Lineales es La in-
versdibn de una transfommacién Lineal.

La transformacion inversa, denotada T-! , de una transgformacién Lineal
T: VW es fa truansfornmacibn Lineal dnica T-! : W~V tal que

(ToT ) {w) =w Ywel

(TP oT){v) = v ¥vel

"

Pana que exista £a transformacibn inversa de una thansfommacién Lineal
T: VW &ia debe sen biyectiva, que es equivalente a:

a) dimV = dimw

b) N(T) = (7,}



202

Para el estudio de este concepto consideremos el sigulente ejemplo.

Sea el sistema de ecuaciones Lineales

3xy - X3 + X3 =1
Xy = X2+ X3 = 0 . (1 }

Xy + Xo ¥ x3 = -1

la nepresentacién matrnicial, en La fonma Ax = b, de este sistema de ecua

ciones es:
3 -1 1 X, !
! -1 1 X2 = 0
1 1 1 X3 -1

La matriz A puede definin una trans formacibn Lineal T : R¥ + IR® de
negla de correspondencia:

Tlxy,xz2,x3) = (3x1 - x2 + x3, X1 - X2 + X3, X1 + X2 + X3)
Determinemos 34 A Liene fnvensa:

e -1/2 0
0 -1/2 1/2
-1/2 1 1/2

~
'
-

-
-__-:;----
LY
o
'
<
-

o

Pon Lo tanto, existe A"! y es

110
AT =% 0 -1 1
121

Si A nepnesenta fa thansfommacibn Lineal T : IR® > R®, A™' nepre-
senta matrnicialmente La thansfonmacibn Lineal T-!' : R? » R? definida por

T y1,Y2,Y3) = -;- (y1 - y2, -y2 + y3, -th + 2y2 + ys3)



En general, 84 A es fa nepresentacidn matricial de una trhansformacién
Lineal T, A™1, si existe, es La nepresentacibn matrnicial de fa trans formacibn
invensa de T. S4 A™' no existe, T no Ziene transfornmacibn inversa.

Volviendo al sistema de ecuaciones Lniciafes planteado, su sofucibn es
dnica porque A~ existe; entonces, hay un vecton dnico de IR® cuya imagen
es el vecton (1,0,-1) bajo La transfonmacibn T,

S{ el sistema de ecuaciones (1) hubiera sido compatible indeterminado o
Lncompatible, jqué implicaciones hubiera tenido para fa thansformacién T de-
finida en el ejemplo? Desde ef punto de vista de £as trhansfonmaciones Linea-
Les, iqué nepnesenta el conjunto de sofuciones de un sistema de ecuaciones Li-
neales homogéneo? Trata de contestar a estas pregunias y consulia tus respues
tas con tu profeson o un asesor de La materia.

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacion)

16.- Obén Las matrices asociadas a fas siguientes thansformaciones Lineales

a) T: R? » R3, definida por Tix,y} = (x - y, 3x + y, y) nepenida a
Las bases candnicas.

b) S : R? +» IR?, definida pon S{x,y,z} = {2x, y, x + z) neferdida a Las
bases {(1,0,1}, (0,1,1), {2,1,1)} del dominio y {(2,1,1), (0,1,1), (1,0,7)}
del neconnide.

203
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19.- la matniz asociada a una thansformacién Lineal T : IR® + IR®, neferida

a fas bases canbnicas, es:

0btén fa negla de comrespondencia de dicha transfornmacibn y detemina fLas

dimensiones del necornido y del nicleo.

20.- Sean B = {b;, by} y E

El El + 222

b,

-e; + ¢

"

y sea La trnansfonmacidn Lineal S : IR? + IR?2 tak que S(e;) = By
Sle;) = by. 0btén Las matrices asociadas a S

sty M i)

21.~ ODadas Las thansformaciones Lineales

I

R: R*+ R?® deginida pon Rix,y,2) = (2x + ¢y, x, z - y)

S: IR¥®+> R*® definida por Six,y,z) = (x, 24, x - y)

{e,, e2} dos bases de IR2, nelacionadas ponr:

y

T: R®+R® definida por T(x,y,z) = [0, x +y+ 2z, x- 2y - 22),

a) Obtén (R + 38)(1, -1, -1)

b) Determina fa negla de asignacibn de La transformacién R - 2S + 3T
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3 -1 0
22,- Sea M(T) = |-1 0 1} La matrniz asociada a La transfornmacibn £i-
0 1 1 3 3 2
neal T: R®~+R® nreferida a tas bases cannicas y My (S) = -1 -1 4

1 -1 -4

La matrniz asociada a fa transformacibn Lineal S : IR® + R? neferida a Las
bases A = {(2,1,01, (1,1,1], (-1,3,01} det dominio y
8 = ((1,1,00, (0,1,0), (0,1,11} def codominio. Obtén Mg (T + 25)

23.- Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un campo K, y sea Z 1V, W)
el conjunto de thansformaciones Lineales de V en W.

a) Demuestra que (L (V, W), +) es un grupo abeliano, donde + denota
a adicibn ondinarnia de transformaciones Lineales.

b} Demuestra que £ (V, W) e8 un espacio vectorial sobre el campo K,

siendo La adicidn y multiplicacibn pon escalar Las orndinarnias con trhansformacio
nes Lineales.

24.- Llas transformaciones Lineales
F:A-+B H:C+B T:A->C
G:B-~+A S:B-fC

se muestran en el sdgulente diagrama:
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De Las siguientes operaciones, detenmina cudles se pueden efectuar y, en
caso afimativo, detenmina el dominio y el codominio de fas transgormaciones
que resultan de efectuan dichas operaciones:

a) GOF c) HOF e] ToF

by GoH d) SoF §l HoTOG

25.- Sean fLas transfonmaciones Lineales
T: R®+R?® def<nida pon Tlx,y,z) = [x -y, 2x + 2, x + ¢y + 2)
S: IR? » IR? definida pon Six,y,z) = (z - x, x + z - y)
R: IR?2 + R? definida por Rix,y) = (x +y, y, -2y)
a) Determina cufles de Las siguientes operacioned se pueden efectuar y,

en caso aginmmativo, obtén La regla de asignacidn de Las transformaciones que
resulitan de efectuar dichas operaciones:

SoR RoS ToS, SofT
b) 0btén La negla de asignacién de La inansformacién

RoSoT

26.~ Sean U, V y W espacios vectoriales sobre un campo K, y sean T : U+ V,
S§:U>V y R:V-+W tnansformaciones Lineales. Demuestna que

a) Ro(T+8) =RoT+RoS

b) a (Ro T) = {aR) oT = RolaT), acK



27.- Verigdica que £a thansformacidn Lineal T : R?® + R? definida pon
Tix,y,2) = (x ¢+ y+ 3z, 5x + 2y + bz, -2x - . - 3z)
cumple con T*(x,y,z) = (0,0,0)

donde, T>* =ToToT

28.- Sea T uma transformacién Lineal que consiste en una rotacibn de 90° dek
plano cantesiano alrededon del ornigen en sentdido contrarnio al gino de fas mane-
cillas del neloj; y sea S una trans formaciin Lineal que consistle en asignar
a cada punto del plano su simétnico nespecto al eje X. Caleula:

al (T + S)(1,1]

bl (T + S)ix,y)

e) [T-13T0S8) +1- 4(S0T)]ix,y)

donde 1 es La tnansformacibn identidad en RZ,

29.- Sean U, V y W espacios vectorniales y sean T : UV y S : V>0
trhans formaciones Lineales. Demuesira que s4 La transformacifn &ineal S o T
es {ngectiva {uno a uno) entonces T es también inyeciiva.

30.- Sean Los operadones Lineales T : P, > P, y S : P, » P, donde
P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,ec eIR} . S&

2 -3
M=z -z
-2 0 0

es La matrniz asociada a T nreferida a fas bases A = {2x%, x - 1, 3} del do-
minio y B = {1, 2x, x*} del codominio y

207
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0 4 -3
M‘g soTi =12 -172 o
-2 0 0

es La matniz asociada a S 0 T nreferida a £as bases A y B.

A

al Obtén MB

(S}

b) Determina La negla de asignacién de S ©T

31.- Deonuestrna, de dos maneras disiintas, que La transfommacibn T : IR?2 + IR?
definida por Tix,y) = (x + 2y, x + 3y} +Liene inversa.

32,- Sea T : V >W una trhansfoumaciin Lineal, donde Los espacios vectoriales
estdn definidos sobre un campo K. Demuesira que 84 T Zieme inversa T7), en
fonces T-!' es Lineal.

33.- 0btén La inversa, si existe, de cada una de fLas siguientes thansgormacio-
nes Lineales:

a) T: R?2 > R? tal que Tlx,y)

(x + 2y, x + 3y)
b) T : R2 + R® tak que Tix,y) = {x, y, x *+ y)

e) T:R®>R® tal que Tix,4,2z) = (x, x + g, x + 4 + 2)
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34.- Sea T:F~+F, donde F={ax?+b | a,beclR} , una thansformacién Li-

neatl tal que

My (T1) -

{}
lQ ~
'
IN -h|

ed su matrniz asociada neferida a Las bases A = {2x?, 3} del dominio y B =
{x2, x? + 3} del codominio. Obtén fa matriz Mf (T) y £a negla de asignacibn

de T.

35.- Parna que una thansforumacién Lineal tenga inversa es condicibn necesarnia
y suficiente que La thansformacibn sea biyectiva,

a) Da un ejemplo de una thansformacién T : IR™ » IR® que sea inyectiva
pero que no tenga inversa.

b) Da un ejemplo de una trhansfonmacibn Lineal T : R™ » R® que sea su-
pruayectiva pero que no tenga Lnverda.

36.- Determina 84 La inans formacidn Lineal T : P -+ D, donde
a 0
l a,b eR
0 b
§(0) 0

T(§) = ¥ §eP
0 4(1)

definida pon

P={ax+b|abeR} y D=

Liene inversa y en caso afinmativo, obtenta,



210

Yaleores Y Yecleres

Carvaclerislicos

Dos de Los conceptos de mayor importancia y aplicacién dentro de Las thans
formaciones Lineales son Los de valor y vector caracteristico.

A su vez, una de fas aplicaciones mis interesantes de Los valones y vecto-
1es caractenisticos es La que se neflene a Las formas cuadrdticas.

A una ecuacifn de La fowuma

ax? + bxy + cy2 +dx +ey + f =20 (1)

donde a, b, c, d, e, f 4son nimeros neales, se Le Llama ecuacibn cuadndtica de
Las variables x y y .

A La suma de £os tres primenos ténminos de La ecuacibn (1), es decin, a La
expresdifn ax® + bxy + cy?  4e Le Llama forma cuadritica de fas variables x, y.

EL problema consisie en eliminar el téumino xy de La ecuacidn (1) median

Le un cambio de variable de tal manera que La ecuacidn (1) se neduzea a una ecua
edidn de La gonma

ox"? + gy"? +y =0 (2)

Obuiamente £a ecuacifn (2) es mds §deil de {dentificar que La ecuacidn {1)
debido a que La cénica que nepresenta (2) tiene centro en el origen y sus cfes
son paralelos a Los ejes coondenados.

Una gforma cuadrndtica de Las variables x, y siempre puede cacnibinse en
forma matnicial con unn matrhiz Aiméitrnica:

[~
o
x

ax2+bxy+cy2=[x y] =xT AX
b

3
o
<
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Observemod que el téumino xy de £a ecuacidn de La forma cuadndtica apare
‘ce debido a £os elementos que no estdn en La diagonal prineipal de fa matrniz A.
En cambio, 84 A {fuera diagonal el téwmino xy no apareceria.

Por Lo tanto, pana fenen una ecuacibn sin el ténmino xy debemos hacer un
cambio de varniable que diagonalice a £a matrniz A . Para esto, nos apoyaremos
en una de fas propledades de Las matrices simétrnicas que establece que e puede
obtenenr una matniz P que diagonaliza a Za matniz A mediante ef producto
P-Y AP estando P formada con £9s vectones caracteristicos unitarios’ de A,
La matrniz P se puede forman con vectores caracteristicos no unitarios, 8in em-
bargo, es prefenible usar vectornes unitarios ya que entonces fa matrniz P es or
togonal y, pon Lo tanto PT = P! |

EL producto P! AP es una matniz diagonal D con Los valores caracterts
ticos \y Yy Az .

EL nuevo sistema de coondenadas x' , y' en el cual La cénica carece en su
ecuacifn de tumino xy estd dado pon La expresibn

X! X

=% =P X=P" ie. X=PX

y' ¥y,

Hagamos un efemplo. Sea La cénica de ecuacitv
X2 - Ixy + 3y - WTx+ 6/Ty+2=0
Esta ecuacifn se puede esenibin de La siguiente manera

3 -1 X X

[x y] ‘ [-z.fz‘ 6/2'] +2
3

n
S

—

Recuérdese que un vector U es unitario si |u] = 1
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donde A=|:_j _;:I y 3=[-z/2‘ 6/2_]

Como X =PXxX' , entonces sustituyendo se tiene

T PTA PX +BPX' +2-0 (3)
es decin, X' TOX +BPX' +2=0 (4)
M 0
donde D = [0 " y P estd formada por veetonres caracteristicos unita-
rnios de A .

Obtengamos Los valores y vectores caractentisticos de A .

3-2 -1

det (A - AT) = - (3-A)2 -1

-1 3-2
Por Lo Zanto, Los valones caracternisticos som Xy, = 4 y Ay = 2

Los vectornes vy = {1, -1} y v, = (1, 1), son vectores caracteristicos
asoclados a Ay Y Az hrespectivamente. Haclendo unitarios v, Y v, Zenemos:

vy

1 !
— — {1, -1) ¢y — ———
|V1| vz |Vz| vZ

por Lo que La matniz P es

Sustituyendo en (4) tenemos

[}
p~

[x' y']z z ;: +[-2/2' 6/2_]/_% . + 2



Haciendo operaciones se obtiene
2 2
4x' + 2y - X' + 4y’ + 2 =10
que e puede escrnibin como

(x' - ;)2+_(_¥"2*_”2=1

La cual es una elipse con centro en (1, -1) en el sistema x'y' como muestra
La siguiente figura..

y'

-2.4

Para neferin £a elipse al sistema Xy necwuimos a fa ecuacibn
= p}

Obteniendo 7' y sustituyendo en x' = PT X :

pt . pT . L ’ -1 x'
YZ |1 1
[}

es decin, el efe X' estd Localizado (haciendo y' = 0) a Lo Largo del vector
11, -1) g y' ko tango del vecton —— (1, 1) haciendo x' = 0 . Su
VZ vZ

1
— {x - y)
vz

_’__[x+y)
vZ

213
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gnfifica es, pon tanto:

VY
1
Yy
7 = X
N, /
\
’d
/\ \\ //
N\
N/
\\
// N
// >
N ]
P N X
/

‘quedando {dentificada y graficada fa c6nica de este efemplo.

Finatmente, 84 queremos expresarn £a cénica de una forma como indica La
ecuacifn (2), irasladamos el onigen del sistema x'y' al punto (1, -1) de
dicho s4istemad .

2
En el sistema Xx'y' obtuvimos (x' - 1)% + L%: 1.

Por Lo tanto, haciendo fas sustituciones x' =x"+ 1, y' =y" -1 se
obtiene

[(x" + 1) - 1]2 + [(y" _ ;) ' r.lz =1, es decin,

2

2 "
x" +l2—=1 (] 2x"2+y" -2=9

que es una ecuacidn de fa forma ax"’ + ﬁ_\,"'2 +y=190

8 Si el lector quiere recordar lo referente a traslacidn de ejes le sugerimos

consultar "Geometria Analitica" de J. Kindle, edit. Mc Graw-Hill, serie Schaum,
piginas 66 y 67 o "Geometria Analitica" de Lehmann, edit. UTEHA, pdginas 135-
137.



la grdfica muestra cbmo La cbnica 2x"* + y"* - 2 = 0 tiene centro en el
onigen y sus efes son paralelos a Los efes coondenados.

Te sugernimos que nealices Las siguientes actividades.

1) AL hacer €a notacidn de Los ejes X, y a Los efes x', y' , 4e mos-
T que el efe x' estd Localizado a Lo Largo del vector # (1,-1) y que

of eje y' estd a Lo Lango dek vecton — (1,1). Entonces una base del sis-

vz
toma X', y' e

AL expresan Los vectornes de La base canbnica del sistema de referencia
X, Yy como una combinacibn Lineal de Los vectores de La base B , se obtiene
que la matriz de transicion de La base candnica A del sistema x, y en La
base B del sistema X', y' es

”:‘
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EL cambio o transformacibn de coorndenadas del sistema x, y al sistema
x', y' Lo podemos ccrsiderarn como una thandformacién Lineal T : RZ + IR?2 .,
iCémo debe definirnse La transformacién T para que La matrniz de thansicibn M:
sea La matniz asoclada a dicha trnansfonmacibn, referida a £as bases A del do-
mindo y B del codominio?

Respuesda:

Con tu nespuesta correcta verifica ahona que La matrniz de thansieibn Mg
que obtuviste anterionmente es La matniz asociada a dicha thansformacibn Lineal
]

nefernida a Las bases A = {{1,0), (0,1} y B = { %n,-n, 5 (L1)

La thans formacibn Lineal de tu nespuesia comrecta anterion tiene La carac-

tenistica de que Mg (T) es una ,
matriz nula/matriz identidad/cualquier matriz

donde Mg (T) es La matrniz asociada a T neferida a una base cualquiera E
(en este caso, base de IR®). Verifica Lo anterion primero con La base A g
Luego con La base B ; es decin, verifica que

M: (1) = Mg (T) =

11) Tdentifica Las siguientes cfnicas y escriibe su ecuacibn en un sistema
de neferencia cartesdiano en el cual estén centradas en el ornigen y su efe focal
sea paralelo a algin eje coordenado.

a) 4xy =1

b) 10x% + 24xy + 17y% = 26

e) 39x% + 96xy + 11y% - 210x - 220y + 200 = 0

Hemos visto que Los conceplos de valor y vector caracterisiico nos han ayu
dado pana simplificar La ecuacibn de una cénica apoydndonos, a su vez, en otnos
concepios. Sin embango, no es &sta fa tdnica aplicacién de Los valores y vecto-

nes canactenisticos. Estos se aplican en todas Las namas de La ingenienin y en
un amplio campo de fa {flsica y en othas ciencias.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacion)

37.- Sea T un operadorn Lineal sobre un espacic vectorial V . Demuestra
que:

a) {0} y V son subespacios invariartes en T .
b) N(T) y T(V) son subespacios invariantes en® T .
38.- Pana el operadon Lineal T : IR3 + IR3  definido ponr
T(x , y, z) = {x, 29, x - Zy]

detenmina cufles de Los siguientes subespacios de IR3 son invariantes en T

al d=1((0, 0, k) | keR}

fn

b) N = {[k, -2k, 0) | kR eIR}.

c) P

{0, k, -k) | keR}

39.- Verdifdica el teorema de Cayley-Hamilion para La matriz

40.- Sea T : V UV una transfomacibn Lineal. S4 La nepresentaclon maini-
clal de T nefernida a una base B de V es

<
D O

Adends de la expresidn "invariante EN T", se suele decir también "invariante
BAJO T", "invariante POR 4" o "T-invariante"
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a) Peteumina KLos valores de a y b de fal manera que
P(A) = - A3 + a2 - 2 + 1 sea el polinomio canactenistico de T .
b) Verifica que T satisface el teorema de Cayley-Hamilton.

41.- Sean A y B matrices cuadradas de onden n . Demuestra que s4 A e
re {nvensa entonces A B y BA™' tienen Los mismos valones cardcteristicos.

42.- Sea La matriz

- 2 0
MT) =} 0 3
0 0 4

Lo nepresentacibn matricial de La transformacifn Lineal T : IR3 + IR3 ,

Detemina Los valones caractenisticos de T vy Los veclornes caractentsti-
cos asociados a ellos.

43.- Demuestrna que 54 A es una mainiz orntogonal, entonces Los valonres canrac-
Lenisticos de A son fguales a =1 .

44.- Sea ) un valon canactenistico de una thansformacién Lineal T . Si la
uans formacion T tiene L{nversa, 7! , demuestra que 2Y es un valor ca-
nactenistico de T ' . jCudl es La nelacibn entre Los vectores caracteristicos
de T y T 72

45.- Dadis fas funciones sen x, e, x - 1, 3* determina cudles de eflas
son vectones caractenisticos de £os sdiguientes operadones Lineales y a qué va-
Lor canacternistico neal estdn asociades.

al TI§) = £ §

X
bl T(4) f §(2) dt



A

16.= Demues ini que wr espacde earaeteristice de un eperadon Lineal T, es
wn subespacde fnvarianie on T .

47.- Cotin todes Los valores caractesistices, una base y fa dimensibn de cada

espacdc caracteristice de fa trapsionwmacdén Cineal T : IR2 » IR3  definida por:

Tlx,y,2) = (2x + v, - 2, 2y + 42)
48.- Sea V un espacio vectornial degdinide sobre un campe K y sean T y S
opewrndones Lineales sobre el espacic V , +tales que T oS =S o7 ., Demues-
fa que 44 v es un vector caracterdstico de S asociade af valor caracteris
tico A entonces T(v) , donde T(v) # 0, es un vector caracteristice de

S asociade al valen A\ .

49.- 0btén en radianes Los valores de 6, 6 > 0, para Los cuales el opera-
don Liveal T : IR?2 » IR2 deginido por

T(x, y) = {x ccs 6 - y sen 6, x sen 6 + y cos 8)

tiene como valorn caracienistico a 1. Y con el menor valor de © obtenido, cal
cula Los vectores caracitenisticos asociados al valorn X =1 .

50.- Lla matrniz asociada a fa trhansformacibn Lineal T , nreferdida a £a base

CA={(z, 1, 1), (1,0, 1}, (0, 0, T} es

312 1
ONTIRE IR B
2 3 2

Venifica que Mg(ﬂ = P 1M';;(T)P , dende P es La matniz de thansicidn de fa
base R = {{2, 3, 1}, (0, 2, 1}, {0, 1, 1)} a Ra base A .

51.- Demuesina que 34 Las matnices A y B son simifares ¢ semejantes enton-
ces sus trazas son Lguales.

219
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52.~ Si fa matriz asociada al operador Lineal T neferida a 2a base A es

3 1 0
M:{T) = -3 -2 -1
3 3 2

y La maitrniz de transicién de La base A a La base B es

2 0 0
-2 1 2
0 0 -2

obtén La matriz .\igm

53.- Para cada uno de Los siguientes operadones Lineales:
I} T: IR®> R® definida por Tix,4,2) = [x + 2y + 4z, 3y, x +7y - 22)
1) T: R®* > IR® definida por

T(x,y,2) = {4x + y - 2z, -x + Iy + 2z, x + y + 2).

17} T : R® » R® definida por Tix,y,z} = (x + 2y, -y + z, 2x - y)
a) Obién sus vafores caractenisticos.

b) Determina s4 T es diagonalizeblel®. En caso afirmative, obtén una
matiiz diagonal asociadn a T y una base a La cual esté neferida.

10 . . . . . PPN
.~ La expresién “operador o transformacién diagonalizable" significa que el ope-
rador o transformacidn lineal se puede representar por una matriz diagonal.
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54.- AL diagonalizan fa matrniz asociada al operadon Lineal T : P, + P, , don-
de P, = {ax? +bx + ¢ | a,b,cclR}, s¢ Llega a que una matrniz diaaonal aso-
edada a T es

2 0

0 0

0 0 -1
y una matriz diagonalizadora es

0 0 1

0 1 2

Obtén La regla de asignacibn de T .
a b

55.- Sobre el espacio vectorial M = | a,b,c eR se define el
¢ -a

openadon Lineal T : M+ M de £a siguiente manera

a b 3b -a 2b

J -a Zc a - 3b

a) Obtén Los valornes y vectores caracteristicos asociados al operadon T.

b) 0btén, 84 es posible, una matrniz diagonal asociada a T y su matriz
diagonalizadonra.
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é}’e/wt'c{oa dectonales

1.- Determina 84 fas sigulentes thansformaciones son Lineales
al T:M, + IR, definida por TIA) = det(A) , ¥ AeM  , donde M,
es el espacio vectorial de Las matrices cuadradas de orden n con efementos rea

Les.

b) S : Py + P, definida porn S(f(x)) = 24{0) - §'{x) , ¥ §Ix)eP,
donde P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c IR}

e) T .‘.(n +~ IR, definida pon T(A) = n(A) , ¥ AeM

g(0) 0
d) S: P, » My, definida por Sif(x]) =[ 6(1] » ¥ §lx)eP,
0

2.- Sean (x, y) Las componentes de un veetorn U del plano el cual e hace gi
harn un dngulo © como muestna La fLigura.

Ay

(x',y")

<l

La notacibn que efectia el vector es una transformacién T : IRZ + R? .
a) 0Obtén La negla de asignacidn de La iransformacibn T .

b) Determina 84 dicha thansformacidn es Lineal.
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3.- Un nimero complejo z = a + bi se puede consideran como un par ordenado de
nimenos reales (a, b) y, por Lo tanto, hrepresentan en un plano cartesiano £La-
mado Pfano Complejo o Diaghama de Argand. Ademds, a cada punto se Le puede asig
nar un vector de posicibn como muestna La figura.

4 Im

{a,b)

a) Representa en el plano complejo £os nimenos zy = 1 + 4 y 2z, = 3 - 2L

b) Verifica que al multiplicar pon 4 KLos wimeros zy ¢ 2z2 del Lnciso
anterion, éstos efectian una notacibn de 90° en sentido contrarnio a fas manecd
Las del neloj.

¢) Podemos entonces considenar a 4 como un operador £ : IR? » IR? |
iComo se defininia La negla de asignacibn del operadon AL ?

d) ¢(Es un operadon Lineal?
4.- Cualquien transfonmacibn Lineal T : IR? + IR? tiene La foama
Ti(x, y) = (ax + by, cx + dy)
donde a,b,c,d €lR.

a) ;Para qué valores de a,b,c y d La transformacidn T mapea una rec-
ia en un punto?

b) iPana qué valores de a,b,c y d La transformaciébn T mapea a La
neeta y = x+ 1 enda neeta x =37

¢} iPuede fa transfornmacién T mapearn una recta en una cénica cualquiera?
Justigica tu nespuesta.
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5.~ Detemina el Lugar geométnico en que cada una de Las siguientes transfomma-
ciones Lineales mapean a una circunferencia de radio 4 con centno en el orndigen.

a) T: IR? » IR? definida por Tlx,y} = (0,x)

b) S : IR? » IR? definida pon  Six,y) = (2y,x)

o.- Detemina La negla de asdignacibn de £as siguientes thansfommaciones Linea-
Les.

al T: P, » P, tal que T(Zx? + 5x) = 3x?

T(x2 - 1) = -x2 - 1

]
LN

T(4) =

donde P, = {ax? + tx + ¢ | a,b,c eIR}

1 7]
by T: M » IR? talque T = {1, -1, 4)
2 1
0 1]
T = (0, -1, 1)
11
S
T = {1, 0, 3)
a b
donde M = ‘ 2,b,c eIR
b c

7.- Sea T una transformacibn

T: R?x R? » IR?

donde ef dominio es ef producto cartesiano de IR?2 con IRZ .
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La negla de La trhansfomnmacibn T se¢ Jdefine de Las siguientes maneras:

al Tlu, v)

(@ - vz ¥ 4,V elR? aelR?2, d470

b) Tlu, v) = (u » a)b ¥ u,velr? a,beR?, a#0,b#70

Determina, para cada inciso, 84 T es &nreal 0o nc Lo es. (Lla cperacibn »
es el producto escalar).

8.- Sean U y V dos espacios vectoriales scbre un campo K y T : U =+ V
una transformacidn Lineal. Demuesina que 34 A ¢4 un subespacio vectornial de
U, entonces el conjunto

{w|w=Tu , uecA}

es un subespacio de V.

9.- Se tienen dos trhansformaciones Lineales
T:IR? + IR® y S:IR®~> IR"

a) AL aplican La transfonmacién T a cada uno de Los vectones del cenjunto
E={(1,1,1}, (1,1,0), (1,0,0))} s&ec obtienen, nespectivamente, Los vectones del
conjunto  {(2,0,2,1), (2,0,0,0), (1,7,0,00} .

¢Es posible obtenen con estos datos La negla de La thansfommacién T ?
En caso afinmativo obtenfa. En caso negativo di por qué no es posible obtenerta.

b) AL aplican la trnansfommacisn S a cada uno de Los vectores del conjunte
G={(1,-2,1), (6,2,-2)12,3,-2)} se obtienen, nespectivamente, Los vectores del
conjunto {(3,-3,3,3), (-4,-4,22,-6), (-5,1,8,-6)} .

(B8 posdible obtenen con esitos datos La negla de La fransfowmacion £ 7
En caso agimmativo obtenla. En caso negativo di por qué no es pcsible obtenerla.

10.- En el cfercicio 3 pdgina 223 se mostné que, asignando un vecton de posi-
eifn en el diagnama de Angand a cada wimerc compleio, of. multiplicarn diche nd-
meno complejo por A4 equivalia a notan el veclon 97w sendddo ntiherandio.
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a) iSe obtiene alguna rotacifn al mubiiplicar un wimero complejo por L0,
jab multipticar pon i® ? En caso afinmativo, ide cudnto es fa notacibn en ambos
cas0s? ({4 es La unidad imaginania: £ = /-1 )

b) :Se puede consideran a i* y 4 como operadones Lineakes de R?
en IR? ? En caso afirmativo, jcudl es fa negla de asignacifn de dichos operado
nes?

11.- Un caso particular de transfonmaciones son fLas funciones neafes de variable
real.

a) Deteunina cudles de Las siguientes funciones corresponden a una thans-
fonmacion Lineal.

I) §: R + IR definida por §lx) = x + 1
11) g : R » IR definida pon g(x) = 6x
111) h : R + R definida por h(x) = x?

b) Para Las transformaciones Lineales obtenidas en el inciso anterion cal
cula La dimensifn del ndcleo y del reconrido.

12.- Se define en el espacio vectornial de funciones neales de variable real una
trhans formacifn de La siguilente manera:

Tiglx)) = §'(x) — aflx] aelR
a) Demuestra que T es una thansformacion Lineal.

b) Detewmina el nicleo de T i su dimensidn.

13.- Sean Los espacios vectorniales € y €% = {(z1,2z2) | 21,22 €C} .
Para La transfonmacién T : €+ C? definida pon:

T(z) = (2, 42), ¥ zeC

a} Obtén T(2 - 34)
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bl Detemina 6L T es Lineal para cuando:
1) € y C® estdn definidos sobre el campo €
1I) € y €* estdn definidos sobre el campo TR

c) En el caso que T sea Lineal, obtén su ndeleo y su reconrnido, asf co-
mo una base y La dimensidn de ambos.

14.- Sean F el espacio vectornial de fas 6unc,éone,5 continuas y el operador
T:F + F definido pon:
X
Tl4(x)) = J e2X () dt ¥ f(x)eF
0

a) Demuestna que T es Lineal
b) Deternmina el ndcleo de T

15.- Una thansformacibn Lineal es un homomorgismo entre espacios vectoriales.
Si La transformacifn Lineal es biyeciiva, entonces fambién se dice que es un is0
monfismo. Determina para cada uno de Los sigulentes incisos 84 T es un Lsomor
§ismo, es decin, 84 T -es biyeativa. ‘

a) T: R? + R?*? definida por. Tlx,y) = {x + y, 2x)

b) T i IR? + IR3 definida por Tix,y) = (x, 0, g}

a b
I a,b,c,delR
e d

Pz = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR} y La transfornmacibn Lineal T : My + P, defd
nida ponr

a b
T[ ;‘ ={a-b+elx*+(b-c+dlx+ (c-d+a)
. :

Determing 84 T es dnyectiva y/d supnayectiva.

16.- Sean Los espacios vectoriales My =

’

17.- Sea T : V +» W una trnansformacibn Lineal

a) Demuesira que &4 dimV < dim W, entonces T no puede ser suprayec
Lva. ‘
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b) Demuestrna que 84 dim V > dim W , entonces T no puede ser L{nyectiva.

18.- Sean Los espacios vectorniales P, = {ax* + bx + ¢ | a,b,ceR} y

e 0

a b
l: :I | a,b,c eR ‘ ambos sobnre el campo de Los neales. Obtén Las ma
fuices asociadas a Las thansformaciones Lineales

a} T : P, + P, definida por T(f(x)) = §(0) - §'(x}), ¥ §(x)eP, nrefe-
nida a fas bases {2x + 1, 3, x2} del dominio y {2, x, x*} del necorrido.
(@ b

b) T : M- P, definida pon T = (a+b)x? + (Zat+e)x + {a-b+e),
¢ 0

e

1 31 [z ol[fo o
neferida a Las bases
o o, {1 oz o

{x2 +1, -x + 2, 2} del recorrido.

del dominio y

Obtén también, en ambas transformaciones, La dimensidn del reconnido a
partin de Las matrnices obilenidas.

19.- Sea el espacio vectorial P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR} y sea
T: P, + P, una transforumacibn Lineal tal que

0 -1 0
2 0 0
1 0 -

es su mathiz asoeiada referida a fa base {x%,x,1} .
a) Cateula T(x? + 2)
b) Determina La negla de asignacién de T

20.- Sea V un espacio vectorial de dimensién dos y sea {v,,va} una base de
v.
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SL T:V =+ V es una thansformacidn Lineal tal que
T(vy, + Vp) = 3vy, + 9v;
T(3vy + 2v,) = v, + 23v,
caleula:
a) Tlvy - V)

b) La matniz asociada a T nreferida a La base {v,,v,}

X y
| x,Y,z,welR
zZ w

formacibn Lineal T : M + M definida por:

21.- Sea M el espacio vectorial y sea fa thans

0btén:

a) la matniz asoclada a La trans formacién neferida a La base

ALILIEIES

(o 1 2 0
b} a« y B para que La {magen de sea ,

L]

—

¢) Lla dimens.ibn del recornido mediante ef nango de La matrniz asociada a
La trans formacibn.

22.- Sea T : IR? » IR? una transformacibn Lineal y sean A = {(2,0), {0,2)})
y B =1{(0,3), (3,00} dos bases de IR?
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S{ e sabe que

1
.u:m -
-4 2

y que para un vecton veR?, (V) = (2,1}, obtén [T(U) ] .

23.- Sea fa transfommacién Lineal T : C* =+ €? , donde
€2 = {(z1,22) | 21,22 €€} , definida por Tlzy,z2) = (dzy - 2z, 22)

a) Si %2 estd definido sobre el campo de Los complejos, obtén fLa matrniz
asociada a T neferida a La base {(1,0), (0,1)} de €2

b) Si €% estd definido sobre el campo de Los neales, obién La matriz
asociada a T nefenida a La base {(1,0), (24,0), (0,1), (0, 2 - 3{)} de (C*

‘24.- la matriz asociada a una transformacibn Lineal T : IR? + IR? neferida a
Las bases A = {(I,'I), (0,2)} Y B = {(,,0,"111 (0’];2}) (],2,01} es

1 0
WAT) = |1 1
B [0 -I]

a) Obtén La negla de asignacifn de T

b) 0btén una base C de IRY para que
A 1
MIT) = |0 0
¢ 0 1

25.- Sean By = {x+ 1, 3} y By ={x*+1, x, 1} bases de Los espacios
Py={ax +b | a,beR} y Pp={ax® + bx +c | a,b,ceR} , nespectivamente.
S{ fa matniz asociada a La transformacién T : Py + P, referida a fas bases

B, y By es
B 1 2
MBz(T] = .3 _0 ’
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~r
X 1

a) Cateuta 7T(7?}
b) Caleula T(x + I} + T(3)
¢} S{ S : P, » P, estd definida como
Slax? + bx + ¢} = (2¢ - a)x + {2a - ¢) , calewla (S © T)lax + b)
d) Caleula (T o S){ax? + bx + ¢)
26.- Sean Los espacios vectorniales P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,e IR} y

X 0
‘ Ly elR
0 y

Las transfonmaciones Lineakes T : P, + D y S : P, + D definidas de La s4i-
guiente manera:

D= ambos definidos sobre el campo de Los heales y sean

pl0) 0 p'{0) 0
Tip(x)) = Siplx)) = ¥ plx)eP,
0 pl1l}|, 0 p(3)},

a) Obtén (T + S}(3x% - 2x + 1)

b} Determina La negla de asignacibn de La transformacibn U : P, + D
tak que 2T =S -U-T.

27.- Sean fas transformaciones Lineafes
S: IR? + R2 tal que  S{x,y) = {2x -y, y + x}
T:R2+> R? tal que T{x,4) = (3x + 2y, x)
[(To H) + S]: R? + R? tal que [(T o H) + S](x,y) = {2x - 3y, y-x).
Obtén La negla de La transfonmacidn Lineal H : IR?2 + IR?

28.- a) Una transformacién T se Leama transformacion nilpotente 84
T v) = 0(v] para algin nelN , donde 0 es La thansformacibn nula.
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Vernifica que La transformacidn T : IR?Z + IR?Z  defdnida pea
T(x,y) = (0,x}) es nilpotente paa n =2 .

b} Una transformacibn T se Llama transformacién icerpotente £4
T2(v) = T(v) .

Vernigfica que La transfonmacibn T : R? » IR? definida rox
Tix,y) = [x,0) es Lidempotente.

e) Venifica que para La transformacién T(x,4,z) = (z,x,y) 4e cumple que

T3(v) = I{v) ¥ velR?®, donde T e La transformacifn Ldentidad.

Nota: TR{v) = (ToTo .... oT)(v)
w

n veces

29.- Sean fLos espdclos veclorniales M =

a 0
l a,belR
0 b

v Py ={ax +b | a,b eR}, y sean Las transformaciones Lineales S : M+ P,
y T : M~>P, definidas pon

a 0 . a 0
S =la+b)jx+b y T = (b-alx+a
0 b 0 b

S{ se conoce que (T o H + SoH)|ax + b) = bx + (a + b}, obtén La negla
de comnespondencia de H : Py + M

30.- Dadas Las transformaciones Lineales T : V = V gy S:V >V, donde

, deginidas como

l X,4,Z,w ek

X X+ Yy
T =
w x+ y+ z xX+yt+r z+w

In
=3

=1
|

I
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0btén, de ser posible, 2as neglas de asignacibn de:

-1

a) S
by T
e) (SoT!

31.- Sea fa tnans formacibn Lineal T : P -+ P, donde
P={ax? + bx + ¢ | a,b,c eR},
definida por
T(§) = §' + § ¥ {eP

Obtén, de sen posible, La trnansformacibn inversa T '

32, Sea T : IR? + IR?® una transgormacibn Lineal definida como
T(x,y) = ly, 2x, 2x)

a) Vernifica que La thansformacién Lineal S : IR® » IR? definida por
Six,y,2) = (%y - z, x) es transformacion inversa por la izquierda de T {Es
; _ 771
decin, S = Tizq. ).
b} Verifica que fa transfonmacifn S del .inciso anterdion no es transfor-
macién inversa por la derecha de T .

c) Comprueba que La transfonmacibn Lineal H : IR® =+ IR? definida por
Hix,y,z) = { -%—y, x) es también una transformacibn L{nversa por La Lzquiernda de
T.

d) ;Es posible obtenen una thansformacibn inversa por La derecha de T ?
En caso agfiumativo, obtenla.
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33.- Sea e espacio vectornial A = {{x,0,y) | x,yeIR} sobre el campo de £os
neales y sea fa transformacién Lineal T : IR? + A definida pon

T(X,yl = (E/,o, Yy - x)
a) Comprueba que La transformacibn Lineal S : A » IR? definida pon
S{x,0,y) = (x - y, x)

es La transformacién inversa pon la izquierda y transgormacibn {nversa por La de
necha de T .

.

b) ¢Se puede afimmar que S es La thans formacién inversa de T ?

c) Sabemos que (en el caso de espacios de dimensidn ginita) Las Lransgorma
ciones Lineales pueden sen nepresentadas pon matrnices. ;De qué orden es La ma-
iz que representa a fa trhansformacién T 7 ;De qué onden es La matniz que ne-
presenta a ka transformacion S ?

34.- EL conjunto de todas Las transformaciones Lineales del espacio v de espa
clo W fomnman un espacio vectonial denoiado °@(l/',wl11 .

11 > . - Y
Un caso particular es cuando V = !, teniéndose entonces el conjunto
Z(V,V). Este conjunto constituye un ALGEBRA LINEAL. Formalmente definimos:

Un conjunto U es un ALGEBRA sobre un campo K si V es un espacio vec
torial sobre K y, ademids para todo v,viel! y heK se cumple que

Vi@Vl O v = (Vi O vl ® (v O Vi)
viO Vi @ Vi) = (vs O vi) ® (v O va)
vi©(v, © vi) = (vi © v2) O vy

RIV: O V2l = (kuy) © Vo =0y O (kv2)

donde ® y © son la adicidn y multiplicacién de vectores.

Si el espacio vectorial es el conjunto Z(V,V), entonces al ALGEBRA se
le llama ALGEBRA LINEAL.

Si el lector quiere profundizar sobre estos conceptos le sugerimos consul-
tar, entre otros libros, los siguientes: "Topics in algebra". N. Herstein, edi-
torial Blaisdell Publishing Co., Mass. U.S.A., capitulo 6; "Introduccidn al alge
bra", A. Kostrikin, editorial Mir de Moscd, capitulo 9, seccién 4; "Algebra mo-
derna™, F. Ayres, editorial Mc. Graw-Hill, serie Schaum, capitulo 16.
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Un caso particular es el espacio L(IR?, IR?). En este espacio se definen
Las siguientes transgormaciones Lineales:

R: R?2 + IR? definida por R{x,y) = ly - x, ¢, x)

S: R%2 + IR® definida por S(x,y)

(x +y, 2x, x + y)

T: IR? » IR?® definida por Tix,y)

n

l3x, Zy, y - Xl

Detemina 84 el conjunto {R, S, T} s Linealmente dependiente o Lindepen-
diente.

35.- En el espacio vectornial Z(R*3, R?) se tienen Las transformaciones T y
S Ztales que

T(1,0,0) = (1,1,0), T{0,1,0} = (-1,0,3), T(0,0,1) = (0,0,1)

s(1,0,0) = (0,-1,-1), S(0,1,00 = (0,0,3), S(0,0,1] = (1,1,0)

a) Obtén La negla de La transformacibn T + S

b) Obtén La matrniz asociada a La transfommacién T + S neferida a La ba-
se canbnica de IR? .

c) Expresa La thansformacisn R : IR® + IR? como una combinacibn Lineal
de Las transfonmaciones T y S donde R estd definida por

R(x,4,z) = (3x - 3y - 6z, 9x - 6z, 6x - 9y + 3z)

36.- a) Obtén una base del espacio vectonial % (IR?, IR?)

b} Expresa La transformacifn S : IR? + IR? como una combinacibn Lineal
de Los vectores de £a base obtenida en el inciso anterion, donde S estd defi-
nida por S{x,y) = (3x - y, 2y)

37.- a) O0bitén una base y detenmina La dimensidn del espacio vectorial
Z(IR?, IRY)
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b) Expresa La trnansformacibn S : R? + IR' como una combinacibn Lineal
de £o0s vectones de La base obtenida en el inciso anterion, donde S estd defdi-
nida por S(x,y) = éx .

a) Define una transformacibn G : IR? » IR' al que {S, G} sea Lineal-
mente independiente, donde S ¢4 La transformacibn del inciso b).

d) Define una thansformacibn H : IR? » R! al que {S, H} sea Lineal-
mente dependiente, donde S es La thansformacién del Linciso b) .

38.- Sea fa transfornmacidn Lineal H : Z(IR?, R?) =~ Z(R?, R?) definida
por H(Tlx,y)) = 3T(x,y) , ¥ Tix,yleZ(R?, IR?)

a) 0btén La matrniz asociada a La transformacién H referida a £a base
B = {Thix,y) = (x,0), Talx,y) = (0,x}, Talx,y) = (y,0), Tulx,y) = (0,9)}

b) 0btén el nesultado de H?*(T(x,y)), donde H? = HoH

39.- Sean Los espacios vectoriales P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eIR} ,
Py = f{ax + b | a,b eIR} y el conjunto de trhansformaciones A = {Ty, T,, T3, T4}
de P, en P, definidas pon

2

2ax + b

Tilax* + bx + ¢)

Tolax? + bx + ¢) = (2a - b)x + ¢

Talax? + bx + ¢) = {a - clx + b

Tylax? + bx + ¢) = (b + ¢)x

a) Detewmina 84 el conjunto A es Linealmente independiente o dependien-
ZLe.

b) Lla transformacidn S : P, » Py definida porn S{ax® + bx + c)
= 3¢x + ¢ - 2b, jpentenece al espacio generado pon Las transfommaciones de A?
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40.- Sea el espacio veetornial P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c eIR} y sea La trans-
gormacibn Lineal T : P, + P, definida pon

Tig) = x§' - 1), ¥ §eP,

Determina cudles de fLos sigulentes subespacios de P, son {nvariantes en

a) {ax + b | a,b eIR}
b) {ax? - ax + b | a,b eIR}
e) {a | ackR}
41.- EL operadon Lineal T : IR?2 + IR? se degine por
T(x,y) = (x +y, -3x + 24)

Demuestra que Los dnicos subespacios invarniantes de IR? en T 4on

{0} y R?
X y
‘ x,y,Z €IR
z 0

gormacidn Lineal T : M -+ M definida pon
X ] 4 X+ y
T =
z 0 0 0
Determina cudles de Los siguientes subespacios de M son {nvariantes en T
-0 X
a) A=
| 0 0
- 7
b) B = I x,yeR
| - (x + y) 0

0 o] .
e) c=} :leem
| X 0

42.- Sea el espacio vectorial M = Yy sea La thans-

x elR
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43.- EL polinomio caracteristico de La matrniz

M

(1]
(]
—
o
-

es p(A) = =A%+ 222 - 3% + 6 ., A pantin, dnicamente, de combinaciones Lineales
de Las matnices M, M, I, obtén M® y M}

44.- Deomuestra que una matrniz A es no singular 84 y &6L0 84, cero no es un
valon caracteristico de A .

45.- Sea A uma matniz cuadnada. Demuestra que A y A® tienen ef mismo po.
Linomio earacternistico.

46.- Determina Los valones y veetored caracteristicos de La transformacibn L4
neal T : M-+M, donde

X Y
l:o Z:I |x,y,z sIR{ y T esid deginida pon

X Y x + 2y y+ 2z
T =
0 z 0 2z
47.- Sea A fa matrniz asociada, neferida a £as bases canbnicas, de un operador

Lineal T, A un valor caractenistico de T y v su vector caracteristico aso-
clado.

Para fa transformacibn Lineal TX, keIN , cuya matrniz asociada neferida
a Las bases canbnicas es A¥ , demuestra que A es un valon canactenistico de
* Yy v es su veeton carnacterisitico asociado.

48.- Aplica La demostrnacibn del ejercicio anterionr para obienen Los valones ca-
nactenisticos asociados al operadon Lineal T* &4 se sabe que el operadon Li-
neal T : IRZ » IR? se degine por

T(X,yl = (2x - 3y, y}
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49.- Este ejercicio y el siguiente muestran algunas de las muchas aplicaciones
de los valores caracteristicos.

Se quiere obienen ef volumen que encierra fa superficie
X%+ 6y® + 52° - 4xy - dyz - 18 = 0 .

a) Se itrnata de una superficie cuddratica de £a forma

a1x? + agy® + a3z® + 2Byxy + 2Bxz + 2Bayz + 6 = 0  y, pon Lo tanto, es conve
niente pasarla a una forma sencilla mediante una notacibn de efes. Lla teonia

de 2as gonmas cuadndlicas nos dice que hay que obZener primero €a matriz A cu
yos elementos son

oy By 82
A= 18 a Bs
B2 Ba Qs

De acuerdo con esio, La matniz A de nuestro ejemplo es:

-
n

b) EL siguiente paso es caleular Los valores caracteristicos de La matrniz
A . Escndbe dichos valores teniendo presente que -Ay < Az < Aj

Mo y Az s Ay =

’

¢} La ecuacidn de La superficie en el sistema x',y',z' estd dada por

2 2 2
AMx? o+ Xy’ + Xzt + 6 =0

Porn Lo Zanto, en nuestro ejemplo se trata de La ecuacidn:

d) YV utilizando tus conceptos de cdleulo veelornial, el volumen se obtiene
mediante £a expresibn

_ /18 - 6y

z = 9 2 2
J /18 - 6y3 - 9z dy dz
z=20

<
—
L
SN

s
n
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obteniéndose {inalmente que: volumen =

50.- a) EL cirewito eléctrico que muestra La figura cornesponde a un sistema

§isico de segundo onden ! I
y Liene el siguiente mo Q §

£12) £=0
delo matemdtico en varia

bles de estado: %

W =

I ——
3?” _|__IF

v -3 -1 v 1

+ £(%)

&

EL comportamiento de La nespuesia del cirnceuito se puede clasificar de
acuendo con Los valores caracteristicos de La matrniz

-3 -1
2 0

De esta manera:

-S4 208 valones caractenisticos scin neales e L{guales, fa respuestia es
crliicamente amertiguada.

- Si Los vafores caractenistices son neates iy distintes, Lo nespucsin es
sobremmontiguada.

- 84 Los vabores canactenistices sor complejos fa resruesia es subarorti
suada.
or

4 fet valonet conactenisiices sen ‘maglrasics a nespuchin es no amen

Liguada,

Paesmint ¢l dpe dooneapes L del sislfes olivteden de fa {dqur,
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bl La figura muestra un sistema mecdnico de segundo orden que se puede mo

defarn mediante £a siguiente ky = 4 B =1

ecuacibn en variables de es

fado:

e
P

>
f =)
—
o
o

&
<
"
)
~
t
—
<
+
—
(=8

De acuerndo con La clasificacidn del inciso anterion, determina el ti-
po de nespuesta del sistema mecdnico de La §{gura.

51.- Sea A fa matrniz asociada a un operadon Lineal T : V =V . EL polinomio
caractenistico se puede escrnibin de La siguiente manera:

det(A - A1) = (-M™+C_ A" e C  AMP e LA+ G

donde n es el onden de £a matriz cuadrada A y £0s C, , £=0,1,2,
n-1, son Los coeficientes del polinomio. Demuésira que

es 0y

.- ulA) = A+ Az 4ot A= 1) C
20- de/t(A) = Allz s An = (_’)n co

donde Xy,Az2, .. , A, 4on Los valonres canacternisticos.

52.- a) Sea fa matrniz

Caleula n(A) ¢y detlA)

b) O0btén el polinomio caracternistico de A
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c) Utilizando La demostracifn del efercicio 51, comprueba que

miA) = (-0 0 yque det(A) = (-1 Co

d) 0btén Los valones caracteristicos de A y comprueba, utilizando La
demostracifn del efencicio 51, que Xy + Xy = tn{A) ¢ que A, A, = det(A)

e} Para La matrniz

3 6 0
B=1-1 2 1
0 0 -5

aplica La demostracién del efercicio 51.

53.- Sean el espacio vectorial €% = {(z1, z2) | zy,2z; €€} y La transformacibn
Lineal T : €2 + €% definida por

Tlzy, z2) = (-22, 24)
0btén Los valonres y vectores canacteristicos de T &4 (€2 estd definido
a) &sobre el campo neal
b) sobre el campo complejo
54.- a) Sea T : IR? + IR? un operadon Lineal deginido por
Ti{x,y) = (3x, 3x + 5y)

Considerando a Los vectores de IR2 como segmentos dirnigidos en el
plano, obtén Los conjuntos de vectores de IR? tales que al aplicarles el ope-
nadon T se preserve La direccdibn.

b} Sea S : IR? » IR? un operadorn Lineal definido por

Six,y) = (2/3x - 2y, 2x + 2/3y) .

Demuestra que no existen vectores de IR? tales que al aplicarles el
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operadon S se preserve La direceibn.

c) Demuestra que el operador S del inciso anternion produce, al aplican-
se a veetores de IR? , uma notacibn de 30°.

55, a} Sea T : IR? +» IR? La thansformacibn Lineal definida pon

Tix,y} = (2x + y, 2x + 3y)

Obtén Los valones y vectores caracterisiicos, es decir, obién Los valo
nes Ay Los vectornes correspondientes v tales que

T(v) =Av = Av
donde A es La matrniz asociada a T hreferida a Las bases candnicas.

b) Considerando a Los vectores de IR% como segmentos dirnigidos en el
plano, determina cudles de Los sdiete vectones que muestrna La figura son vectores
caracternisticos de Los obtenidos en el inciso anterion indicando a cudl valon ca
ractenistico estdn asociados.

Ay

Vg = ('3)3)
U‘O b (-412)

65 = ('3,"3]

Us = ('3,'6)

¢)  iQué resultado geométrico se obiiene al aplicar La thansfomnmacidn T
a Los vectones carnacterisiicos?

d) A Los vectornes v que satisfacen La ecuacién AV = A v Los podemos
Llamarn también vectores caracteristicos derechos ya que también exisien vectores
U que satisfacen La ecuacibn U A = AU’ y que Los podemos Llamar vectores ca
racteristicos izquierdos. (Lo valores caracteristicos son Los mismos tanto pa-

g AV = AV como para ul A = Aur y se pide demostranlo en el ejercicio 56).
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Obtén Los vectonres caracteristicos i{zquierndos asociados a Los valores
caracternisticos obtenidos en el Lnciso a) .

e} Determina cudles de Lo sdete vectones que muesdira La figura del ined
40 b) son veetones caracteristicos izquierdos de Los obienidos en el inciso an
terndon e indica a cudl valor caracteristico esidn asociados.

§)  ;0ué nesultado geométrico se obtiene al aplicar La trhansgfomacién T
a fos vectornes caracteristicos fzquiendos? (En este caso La aplicacifn se ex-
presa (G)T = W A = A Q7).

g) Determina La relacién geoméinica que guardan entre &L Los vectonres ca-
racternisticos derechos asociados al valor Xy con £os vectornes caracterisiticos
Lzquiendos asocdados al valor Xy . Determina también La nelacibn geométrica
que guandan entre 84 Los vectones caracternisticos Lzquierdos asoéidlados al valon
A1 con fos vectones caracteristicos derechos asociados al valorn A, .

56.- En el efjercicio anteriorn definimos Los conceptos de vectores caractenisti-
cos derechos e {zquiendos. Demuestra que Los valonres caracterisiicos derechos e
Lzquiendos sor Los mismos, es decin, demuestra que Los valornes )\ que satisfa-
cen fa ecuacifn A v = Av son £os mismos que satisfacen La ecuacibn
WA=AuT , donde A es La matriz asociada al operadon Lineal.

57.- Sea el operador Lineal
Las funciones reales de varia

2
d—‘i,—: F+F donde F o8 el espacio vectornial de
ble neal. Para este operadon Lineal verifica que:
a} Todo valon J\eIR+ es un valon caracterisiico con c,e‘lxx + cze_/xx

como veclones caracteristicos asociados, donde ¢, y ¢, son consdtantes reales.

b) X = 0 es un valor caracternistico con ¢, + cax como vectornes cardc-
tenisticos asociados, donde ¢, y ca2 son constantes reales.

¢} Todo valor AelR™  es un valor caracternisitico con

ey den V=X x + ¢ cos Y-X x como vectores caractenlsticos asociados, donde c,
Yy c2 4on constantes reales.

+ - .
Nota: IR representa a los reales positivos y IR a los reales negativos.
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58.- Demuesina que 84 La matniz A es similar a fa matrniz B y La matniz B
es similan a La matniz C , entonces La matniz A es siméilarn a La matniz C .

59.- Demuestra que 84 Las matrnices A y B son similares, entonces Las maini
ces A¥ y BX también son similanes, donde k es un nimero natural.

Nota: En lugar del t&rmino "similar" algunos autores emplean el término. "seme-

jante".

60.- Demuestra que 84 A y B son matrnices similares, entonces su polinomio
canactenistico es el mismo.

61.- Sean Las matrnices

S A I R

Detenmina 84 £a matrniz A es similar a La matniz B y &4 La matniz C
e similan a La matniz D .

4 5 -3
62.- a) B = | -1 -2 2 es fa matniz asociada a La transformacidn L4
2 2 0

neal T : IR? » IR® ineferida a una base E distinta de La candnica.

Demuesirna que para fa transformacin T existen vectores v # 0 ta-

Les que Tlv) = -v.
] 0 0
b) S{L P=1]0 0 ! es La matniz de transicibn de La base cand-

1 -1 ]
nica a £a base E , determina el conjunto de vectornes de IR® que satisfacen La
condicion T{v)

-v.

63.- Sea T : M-+ M un operador Lineal donde

2 b 3 4 0
M= a,b,celR | . S{ 4e sabe que |-1 -1 1 es La ma-
b 3 -3 -2

iz asociada a T nreferida a La base
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1 1 0 1 0 0
i [ :I [ ] [ ‘ ] obtén La negla de asignacidn de T
1 11, U 11,10 1

empleando Los conceptos de simifaridad y matrniz de Zransicidn.

2

64.- Para cada uno de £os siguientes operadores Lineales

a) T:IR? + IR? tak que Tlx,y} = (2x + y, 3x)

b) T : R3+R? tal que Tix,y,z) = (y - z, x + 4z, x + 4y,
obtén una mairniz diagonal D asociada a T y una matriz "diagonalizadona™ P .
Venifica, para cada inciso, que D = P ' AP donde A es La matriz asociada a

T nreferida a Las bases canbnicas.

65.- Sea el operadon Lineal T : R?® + R?® definido por
T{x,y,2) = (x - 2z, 0, -2x + 4z}, ¥ (x,4,z}eR?®

Determina 84 ek operadon T es diagonalizable. En ecaso agirmativo, ob-
tén una matniz diagonal D asociada a T y deteumina una base a £a cual esté
negenida La matrniz diagonal.

66.- Pana el operadon Lineal T : P, + P, , donde

P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c eR}

deginida pon

T(§) = §" + §(0), ¥ §eP;

determina s{ T es diagonalizable. En caso afinmativo, obtén una matriz diago-
nal asociada a T y una base a La cual esté neferida.

67.- la matniz A = 0 7 es fa mtniz asociada a una transfon-

LS N L Y

macifn Lineal T : €2 +€® neferida a una cienta base, donde ef espacio €° e
14 definido sobre el campo € .
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Determina i La thans formacién Lineal T se puede hepresentar pon una
matniz diagonal. En caso afinmativo, obién dicha matriz y una base a £a cual es
¢ nefenida.

68.- Sean A y B matnices que nepresentan al mismo operadorn Lineal, es decin
B=P AP . Demuestna que 44 V es un vecton caracteristico de B correspon-
diente al valon caractenistico X, , entonces Ww=PV es un vecton caracteris
tico de A comnespondiente al mismo valor Aj de A .

69.- Dos matrnices A y B se dicen simultaneamente diagonalizables &i existe
una matriz no singulan Q , del mésmo onden, tal que Q AQ y 0 'BQ son am-
bas matrnices diagonales.

Demuestra que 54 A y B son matrices simultdneamente diagonalizables,
entonces AB = BA .

70.- Sean Los operadores Lineales

"

Tilx,y,2z) = (x + 22, 2y, y + 3z)

Talx,y,2) = {2x + 2y + 22, 2y, 2y + 4Z)

a) Demuestra que Las matnices asociadas a Ty y T2 hreferidas ambas a
Las. bases canbnicas son simultdineamente diagonalizables. (Ver ejercicio ante-
nion).

b) Comprueba £a demostracibn del ejercicio 69, es decin, comprueba que
M{Ty) M(T2) = M{T2} M(Ta) .

c) En téminos de Los operadones Lineales, se dice que T, ¢ Tz 4on 84
multdneamente diagonalizables si y sclamente s{ T, o T, = T, ¢ Ty . Comprueba,
pana Los operadones Lineales de este ejencicio, que Ty 0T, =T, 0T, .
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Cxamen de %aﬁz’/u/o

1.- Sea T: IR?+R?® fa transformacibn definida pon
T(x} = Comp uec/tai' , ¥X = (x1, x2, x3)elR®

donde a = (1, 0, -1)
a) Demuesina que T es Lineal.

b) Determina el nidcleo de fa trandgommacibn, una base del ndeleo y La di-
mendibn del neconrido.

Solucidn:



2.- Dadas Las transfommacion:: {ineales
H: IR? + IR? tal que Hix,y) = (x - y, x + y)
P: R®+R? tat que Plx,y,z) = (-x, 22)
S: RI~-D1? a8 que Six,uy) = ly, x + u, x}
Obtén La negla de 2a frarsfovmacién T , b4:

TolH+ToH'=2P0S + 3H

Solucibn:

3.- Pana fa thansformacion Lineal. S : M~ P, , donde

a b
[ ] | a,b,c elf t y Py = f{ax? + bx + e | a,b,c eR}
b ¢

a b
S s{a+ )2+ {0+ ceix+fa-c),
i’» [
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a) Demuestra que La transformacidn S eb Linyectiva y suprayectiva.

b) Detenmina La negla de correspondencia de fa transformacién inversa.

Solucidn:

4.- Sea el operador Lineal T : P, + P, , donde
P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,ceR} y T estd dofinido por
Tlax? + bx + ¢) = (2a + b}x% + (2b - c)x + 4c
a) 0btén Los valones y vectores caracteristicos de T .

b) Obitén, 84 es posible, una matrniz diagonal ascciada a T y una base a
La cual esid nefenida.




CAPITULO VI

Operadores Lineales
en
Espacios con Producto

Interno



"la matemdiica no es un cuerpo ailslado y auto
suficiente de conseimientos. Existe sobre 1o
do pana ayudar al hombre a comprender y demi-
nan el munde §isdico y también, en afguna medi
da, £os mundos econfmico y social. La matemd
tica estd al servicic de defewninados fines y
propésitos. S4 no fuese asi, no habria Lugan
rana elfa en £os progharas de ensefiniza. S£

€18 matfemdiicas son objeto de gran demanda y

se Les ecncede fanta Ampentancia, fa nazén es
que scn un Instrwmento de ghan ayuda”.

MORRIS KLTMU.



Examenre @t'ayno'a {cco

A continuacibn se presentan algunos ejercicios sobne antecedentes necesa-
rios para estudian este capitulo. Intenta nesolverlos y compara tus resultados
con Los que se presentan después de este examen . S& Lienes dudas acerca de La
sofucidn de Los efercicios, consulin fa biblioghafia propuesta al final de este
e.mme-no
T.- 0btén el médulo de Los siguientes vectonres

a) v =1(1, é)

b) w= (-3, 2, /17 )

2.- TDados Los siguientes vectores, determina cudles de ellfos son ortogonales
entrne 84:

u = (1) -3, 2), v = (',, 3, 5), w = {9, &, -3)
3.- O0btén un vectorn unitanio en La dirneccidn del vecton
a = (3, -6, 6)

4.- Caleula el valor de fa sigulente .integral deginida
1
f (£ - 322 + 2} at
0

5.- Caleula el nesultado de fa siguiente expresién

4 0 é 16

[1 _3 o]r-s 7 »)

§ 1 16 13

255
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6.~ Calewla La thaza de £a sigulente maitrniz

4 3 4 -2
1 0 1 3
A=lo 2 6 o0
-3 1 0 -2
7.- a) Para que La matrniz
7 c -3+ 3L 44
A= -4 -5 6 -4
a d
b e 10
sea una mainiz hewmitiana se hequiene que
a= , b= , @s , d=
6.—.
b) Para que La matniz
-4 1-4 z
B = X 0 13
-84y w34

sea una matriz antiheumitiana se requiere que

x= , Y= ., oz= , W=

e} Detounina 84 La matrniz

. [1 2:'
C hiar—
N K

eA o matndz oniegonal



RESPUESTAS

1}
)|
~~

1.- a) |v]|

b)  [w]

]
Ut

2.- u es onfogonal con v

vV es ontogonal con w

1 2 2
3"(3»'?'§)

4.- 0

5.- [-2]

6.- &

7.- @) a=-3-3{, b=-4{, c=8+4i, d=6, e=4i,
b)] x=-1-4, y=-13, z=8+4i, w=20

c) Si es ontogonal
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pdginas 328-333, 369, 390
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Inlroduccidr

EL concepilo de vectorn que se ha esfudiado hasta antes de Liniciarn el
curnso de dlgebra Lineal ha sido el de una cantidad que tiene magnitud y dinec-
cibn. Esta nocibn de vector se estudif en el curso de degebra y geometria ana
Litica , panticularmente en Los espacios IR? y IR ; en estos espacios, Los
vectones siempne Lienen una interpretacibn geométnica. En ese curnso se estudil
también que aunque en Los espacios IR® [(con n > 3) no existe intenpretacién
geométnica, se pueden generalizar directamente Las operaciones de adicién de
veetones y mubltiplicacibn por un escalar independientemente del valor de n, y
que por Lo tanto Los elementos de IR" tambifn son vectones.

En ef capitulo 1V de esta asignatura se estudid La estructura alge-
braica de espacio vecforial que es un concepio mds genenal que Los espacios RO,
Se estudif fambiln que esia estructura incluye como casos particulanes a Los es
pacios IR™ , C", y a Los conjuntos de polinomios, matrices y funciones.
Pon esta nazén, a Los polinomios, matrnices y funciones se Les Llama también vec
fornes aunque carezean de {interpretacdibn geoméinica en Lo neferente a magnitud y
direcedidn.

Cuando se estudib La estructura de espacio vectorial no se definieron
Los conceptos de magnifud y dngulo entre vectores. Uno de Los objetivos de es-
e capitulo send precisamente genenalizan Las nociones de magnifud y dngulo en-
ine veectones de un espacio vectonial cualquiera. 0Dicho espacio Lo considerare-
mos tan anbitrarnio como se desee, con il de que esté definido sobre el campo
de Los nimenos neales o Los complejfos.

Como Los axiomasd que definen a Los espacios vectorniales no dan elemen
1os suficientes parna generalizan Las deginiciones de Longitud y dngulo, vamos a
recwvin al conceplo de producto interno, que nos pemitind degininlos de una
manena muy conveniente. EL producto interno es una generalizacibn del prrducto
escalar wsual (producto punto); sin embarge, en Los espacios vectoniales abs-
thactos, La intenpretacidn del producto interno dista mucho de nuestra nocibn
geométrnica del producto escalarn uwsual.
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A un espacio vectornial donde se ha definido un producto interno Le La
manemos espacio con producto interno; de &ste y otnos concepilos thataremos en La
rrimena seccidn de este capltulo.

En La segunda seccidn presentaremos una de Las aplicaciones Lmpcrtan-
tes de £a ortogonalidad entre vectores: ef teorema de proyecedidn.

En La tercera seccibn hablanemos de Los operadores hermitianos. Una
de Las nazones pon La cual estos operadones son imporntantes es que slempre se
pueden diagonalizar mediante un cambio de base apropiado, Lo cual pemite s.4m-
pligdicar considerablemente Lodos Los cdleulos y aprecian mds gdcilmente sus pro
pledades.

En este punto debemos recorndar que, el que un operador Lineal se pue-
da diagonalizan, significa que existe una base nespects a La cuak fa matrniz aso
ciada al operadon es una mairniz diagonal.

En genenal, puede nesultan bastante complicado determinar 84 un opera
don arbitrarnio se puede diagonalizar, pero a4 nos restringimos a operadores her
mitianos y operadores unitarios entonces es8 fdcil demosinarn que siempre se pue-
den diagonalizan.

Los operadones henmitianos Zienen ademds fLa importante propiedad de
que todos sus valores carnacteristicos son nidmeros neales aungue el espacio vec-
tonial esté definido sobne Los complefos. Esta propledad ha sdidv extensamente
utilizada en una de €as ramas de La §isica moderna mds fascinante, fa meednica
cudntica. Esito se¢ debe a que Los valones de cualquier magnitud §isica medible
son siempre nimenos reales y por Lo tanto pueden representarse mediante valores
caracternisticos de operadenes henmitianos. Los operadores henmiiianos aparecen
también, de una manera ratunal, en problemas que involuchran simetrnia y su estu-
dio es importante en Lo que se conoce en matemdticas como La Zeoria de Stunm-
Liouvitle.

En La tercera seceifn estudiaremos ftambién a Los operadores ortogona-
les y unitarios. Los operadones ontogonales aparecen en varics problfemas de §£
sica e ingenienia como, por efemplo, en £a dindmica de L0s cuerpos rigidos, Li-
gadot a problemas de rotacidn y trhaslacibn.
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éaaﬁaciod con Sroeducte
Indernco

Como se menciond en La introduceidn de este capitulo, Los axiomas que de-
finen al espacio vectorial no dan elementos para deginin Los conceptos de "Lon-
gitud" ¢y "distancia” entrne vectones. Es decin, el espacio vectonial carece de
métrica.

La m&trnica de un espacio vectorial V es una operacibn binania d que
asocia a cada parefa (x,y) de elementos de V un nimero neal, tal que:

Pana todo X,5,Z eV

1.- dlx,y) >0

2.- dix,y) = 0, 8iysblosi, x=19y
3.- dix,y) = dl(y,x)
4.- dlx,z} < dix,y) + dly,z)

A un espacio V provisto de una m&tnica se Le suele LLamar espacio métri
co, a sus elementos puntos y a d(x,y) La distancia entre Los puntos x,v .

En un espacio vectorial IR™ , se puede definir La métrica, por efemplo,
de La siguiente manera:

Sean X = (x1,X2,...,%)) 4 F = (1,42,...,4p) vectones de IR® .

Entonces fa operacibn binania d : R™ x R™ + IR , definida por

XAdG= ALY = /T - 2+ (e - 922 4ot -y )2 (1)
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es una métnica del espacio vectorninl IR" ya que satisface Los axiomas anterion
mente enunciados.

Con esta métrica, estamos dotando a 2os espacios IR" de hemnamientas pa
ha poden definin Los conceptos de Longitud y distancia.

AsZ, pon efemplo, La Longitud de un vector X eRR" estard determinada
por La expresidn

d(x,0) = /xf + x4t x: (2)

A La operacifn binania d que define La métrica de un espacio se Le sue-
Le Llamar fambién funcion distancia o sdimpfemente distancia.

0no concepto mediante el cual se pueden establecer Los conceptos de Lon-
gitud y distancia en un espacio vectornial es ef de norma.

La nonma de un espacio vectornial V , simbolizada ||+|| , es una fun-
elbn que asocia a cada elemento x de V un nimero real, fal que:

Para todo x,y eV

e 11X 11> 0

2.- || x|l =0, & ys6L0si, x=70

3.- |lax|| =Ja] || X ||, donde o et un escalar
4o Iyl < 1Tl + [yl

A un espacio vectorial provisto de una nowma se fLe suele LLaman espacio
normadc.

En un espacio veetornial IR" se puede definin fa nonma de La siguiente
manena:

Sea X = (x1,Xz,...,x ) un vecton cualquiera de Rr" .
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Entonces La funcibn ||+|] : R® >+ R , definida pox

n
Hx = [2 xf = %+x3 #0422 (3)

i=1

s una noama del espacio vectornial R” ya que satisgace Los axiomas esiablecd
dos para La nosma.

Con La norma estamos dotando al espacio R" de hewamientas para poder
definin Los concepfos de Longitud y distancia.

AsZ, pon ejemplo, La Longitud de un veetor X eR"™ estand degénida pon
La expresidn

X ]] = Y%+ x2 +...04 x: {4)

la distancia entre Los veetornes x y y se definind por La expresibn

n
Hx-yll-= /z (x, - y;)? (5)

i=1
Comparnando (1) y (5) podemos ver que
dx,y = [| X -7 || — (&
es decin, podemos deginin La méinica (La distancia) en funcdidn de La nerma.
Siempre se puede definin La distancia o métrica de un espacic vectornial

en funcibn de £a norma de tal maneta que todo espacio normado es un espacio mé-
trico.

En genenal, se puede definin una métrica (distancia) o una nerma en un e
pacio vectonial arbitranio, tenilndese entonces un espaclo méPico 0 un espacio
normado respectivamente.

Sin embargo, cuando La funcidn distancia sc degine en el edpacio r" y
precisamente mediante La expresibn (1), entonces al espacio métnico IR™ se Le
Llama cominwmente espacio euclidiano IR" .
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De i{gual manera, 84 fa expnesibn (3) es La noama que se define en IR" ,
entonces al espacio nommado IR" , también se Le acostumbra Leaman espacio em-
clidianc R" .

Probablemente La nazén pon La cual a Los espacios R™ se Les Llama eu-
clidianos cuando estdn dotados de una funcidn distancia y/o una nowma deginidas
por (1) y (3) es porque entonces se tuabaja, aunque sea de una manera impLicita,
con La geometria euclidiana, es decin, con La geometrnia estudiada en Los cursos
de matemdticas de fLa ensefianza elemental y media 6upelu£0’z1 .

Se considena por esta nazdn que Las expresdiones (1) y (3} nos dan La mé-
tuica ondinania o métrnica usual de Los -espacios IR" .

La métnica en un espacio IR™ se puede definin pon Lo tanto de manera di

ferente a (1) y (3) y, entonces, al espacio R™ no se Le Llama euclidiano, 84
no espacio métrico o espacio normado.

0tno concepto, ademds de Los de métrica y nonma, mediante el cual se pue-
den definin Los conceptos de Longitud y distancia en un espacio vectornial es el
de producto interno.

EL producto interno definido en un espacio vectorial V se define de La
sdgudente maneras:

Sea V un espacio vectorial deginido sobre el campo €.

Entonces, a La operacibn binandia (+|+) : Vx UV » € 4se Le Llama produc-
Lo interno 84 satisface Lod adlgulentes axiomas:

Sean x,y,zelV, ael
T.- (x| 4l =1y] x) donde (y | X) es el compPeje conjugado de (y |x)

2- X7+ = |9+ (X]|72

Ciertamente en los nivelus de enschanza basica y r;ledia bégica se estudia la
geometria de nuestro mundo fisice, os decir, en IR® y IR® , pero es senci-
llo generalizar las conceptos a cualquier espacio IR® con n > 3.



4.- (x1x)>0, 84 X470

4

Creemes que el nembre de "producto inteane' no es el mds adecuado ya que,
Llanen intewna a una operacdlr cuyo nesullado sale fuera del confjunto en el
cuat se degine dicha cperacidn, no es acertado.

Sin embanac, come {a mayonia de Los autcres que exponen este tema asi Lo
denonvinan, cordinucreros vosotrics Lambién asi LLamdrdelo.

A un esnaelo veetorial proviste de un producto (nterno se £e LLama espa-
. 2
cic cen producte interno.

- . n . s . . .
En un espacdc IR se puede definin el producte {ntenno de La siguiente
raneA

Sean X = (xi,%z,...,x )y U= {y1,02,...,y ) vectores de R™ .

Entonces La cperacidn binania (+]+) : R™ x R® + IR, definida pon

715 - %7

(7}

28 wn producto interno en  R" ya que satisface Los axiomas establecidos para
. 3
el »roducto Lnteano.

Con csite prcducto intenne, estames detando al espacic IR™ de heramien-
a8 para peden deginin £os conceptos de Longitud y disiancia.

“ Alguros autorcs llaman & un espacio vectorial con producto internc, espacio
euctiliane. fin embargo, el primer nombre es mias general.

2 . . 5 . : n
chsérvese vue (7) os precisamente el producte escalar ordinario en IR

265
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As{, pon efemplo, La Longitud de un vecton X eR"™ estard determinada
por La expresibn

1 1/2

Longitud de x = (x | ;lllz = [ITI}l/Z = [x; X2 oee xn] . (§)

De (3} y (8) tenemos que se pueden refacionan Los conceptos de producto
intenno y de norma:

1/2
X1
- = 1/2 X2 1/2 _
{x | x) / = [Xl X2 2o xn] . = [xi + x§ +to..t x;] = || X ”

Es decin, La nowma e puede expresar en funcibn de un producto Linterno:

— — —1-/2
HxIl=x]%

De La expresibn (6) podemos ver que La distancia entre dos vectores se
puede expresar también en funcibn de un producte intenno:

— _ _ . _ 1/
dEF = |17l = (-9 | -7 —_— )

De La expresdifn (9) podemos concluin que La métrnica ondinaria de Los espa
cios IRM se puede establecer mediante (7), es decin, mediante el producto es-
calarn orndinanio.

Pon Lo tanto, cuando en R" el producto interno que se define es preci-
samente el producto escalar ondinario o producto punto, entonces a IR" se Le
Lama cominmente espacio euclidiano.



267

S{ el producto intenno definido en 1R™ ne es el escalan ordinario, en-
tonces a€ espacic IR no se Le flama espacio euclidiano, sino espacio con pro
ducte inteano.

Resumiendo todo Lo anternion dinemos que: el nombre de espacio euclidiano
Lo nesenvamos al espacic IR" cuando en 6ste se define ef producto interno me-
diante el producio escalar ondinarnio, teniéndose entonces definida a su vez La
métriica ondinviia de R" Llamada también métrica euclidea.

En general, a Lodo espacio que no posee una métrnica euclidea se Le acos-
tumbna LLamar espacio no euclidiano xecibiendo posteriormente un nombre mds es-
peclfico dependiende del tfema o rama de fa matemdtica que e csid estudiando.

AsL, por efemplo, a Los espacios con producto {interno se Les LLama tam-
bién espacios pre-hilbert o espacios prehilbertianos.

Come nemos viste, Los conceptos de Longitud y distancia entrhe vectornes
se pueden definin mediante una funcifn distancia, una norma o un producto {nter
no. Nosoitnos necwririnemos al producto interno ya que, comparativamente con Los
espacios nonmadod y espacics métnicos, Los espacios con producto Lnterno son
mis nicos en estwctwa geombinica y aleance analitico, partiendo del hecho mis
mo que fodo espaclo vectornial con producto interno {espacio pre-hilbent) es un
espacic nommade y, por Lo tanto, también un espacio métnico.

Las siguientes actividades complementarias consisten en realizan una pe-

queda Lnvedtigacibn sobre ciertes conceptod que 84 bien no gorman parte del pro
grama de La asignatuna, estamos a un paso de su estudio.

Escribe en el renglén comrespondiente Lo que falta para que dichas aginma
clones estén completas y conrectas.

la diferencia entre un espacio unitario y un espacio euclidiano es

Un espacio de Hilbert es
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la diferencia entre un espacio de Hilbert y un espacio con producto inter
no e

Todo espacio con producto interno de dimensién es un s
pacio de Hilbert.

Un espacio de Banach es

La diferencia entre un espacio de Banach y un espacio nonmade es

La diferencia entre un espacio de Hilbert y un espacio de Sanach es

Finalmente, oitrna actividad que te sugerimos nealices para Arefjornzan Los
conceptos aludidos en esta seccifn es que resuelvas Los sigulentes ejercicich.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- A continuacibn se definen algunas funciones de IR? x R? -+ IR . Deter-
mina cudles de ellas son un producto interno en IR? ;  en case negative, indi-
21 qué propiedades no cumplen parna ser un preducto internc y da un coniracjem-

o ¥x=(x1, x2) , ¢ =(n, g} eIR?
al (X |¥) = xaxa + 1y2
bl (x| y) =4
el (X | Y) = 2xayr + 3xay2



d (x| Y = xan

e) (X |Y) = 2qay1 - xay2 - x2th * 3x242

2.- Sea V un espacio vectorial sobre ¢ campo € y sea La funcidn
{s]) : VxV +>C un producto interno en V . Demuestra que

I) {wu]av) =dalu]v), ¥Yu,vel, ¥o el
1) (v ]0)=0, ¥vel
117) (v | Vv) =0 <> v=7, vel

3.- En IR® se degine el producto interno
(X | 4) = xagn - xay2 + 2242 - Y1X2 + 4%aYs
¥ %= (x1, X2, X3} , U= (41, 42, ya) cR®
a) Vernifica que (X [ X) =0 <= x=1(0,0,0)
b) 0btén el conjunto S de vectones de IR® , tal que

(?(- l Vl} =0 'V'IES ’ donde G; = (0, 0, ”

4.- Sean X = (X1, X2y00e, Xn) R .{-]-= {(th, Uz,e.., !jn) vectores de

iPana qué vafones de a; , <=1,2, ..., n, Xfa funcibn

- n
(x|y}=.): a. x. Yy

es un prwoducto interno en IR™ ?

R"
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5.- Depuestra que para todo espacio neal V con producto interno, se cumple
que

4x |yl = x+y | x+y) -{x-¥ | x-79) ¥x,yeV
6.- En el espacio vectonial IR? se define La operacién binania:
(x| 7 =xAy" X, 7 e R?

donde

Demuestra que esta operacibn no es un producto interno, indicando La(s)
propiedad(es) que no se cumple(n).

O . - . -
Nota: Considera, al operar, que X, § son matrices rengldn y que el resultado
x Ay T esun escalar y no una matriz de orden 1 x I,

7.- Sea €* un espacio vectorial definido sobre el campo complejo. En €2
se degane el producto interno

2 —_ —_
w |z = kz k*w z, ¥Yw= (w, w), Z= (25, 2z5)eC?
=1

—-—

al Si Xy = (2-~4,3) y Xo=1(4,2-4), obtén (x | %a)
b] O0btén Los vectones x el? tales que (X | y) = 8, donde ¥ = (1, 4}
c) Vernifica La propiedad de positividad para el producto interno dado.

§.- En el espacio vectorial P, de polinomios de gnado < 2 , se define fa
funcidn

(61 g) - El 6(%) 9(%) ¥ 4,9 €P;
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Detenmina pon qué esia funcidn no es un producto interno en P, y da un
contraefemplo de cada propiedad que no se verifique.

) e define

LT ]

9.- En el espacio vectorniaf F de funciones continuas en (0,
La funcibn

/2
(419l = f glx) glx) senx dx ¥ 4,9 €F
0

a) Obtén (4 | §) 84 §ix) = senx

b) Demuestra que La funcibn dada es un producto interno.

10.- Sea V un espacio vectorial en el cual se definen Los productos internos
w|vh g (u]vl Yuvel.

Demuestra que olu | V), + (u | vi2 , donde a >0, es un producto interno en
v.

11.- Determina, 84 existen, qué propiedades no cumplen cada una de £as siguien
tes funciones para no ser productos Lnternos, en el espacio de polinomios P,
de grado menon o igual que n . Da un contraejemplo en cada propiedad no cum-
plida.

¥ §,9ePn
n
a) (§]1g) =2 ¢k} g'lk
k=0
1
b) 1§ g = f e §i2) gle) dt
[}
1l 2
e) (§1]4a)= §(t) dt glt) dt
J |
n
d) [ ]= z ( o k H o = A’\"L .
§1g k=0|:6 g)()] § 08 =4 composicidr g
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12.- Caleula La norma def veetor v = {1, 0, -1} para Los sdiguientes produc-
tos internos

V‘;" (xl’ X2, xS’ ’ y’ (yl’ Y2, é/al EIRs

3
Loox5 4
1=1

)
"

a) (x|

b} (X | Y) = 3x14n + X2z - XoYs - XaYz2 + 4x343

"
™ w
&
~
<

el (x| y)

13.- Demuestna que en todo espaclo con producto {interno se cumple que:
—- .2 - 2 _ 2 _ _ — -
N syl =11x[] +1lyll +&|y +(y]x
- - - _ 2 _ 2 _ 2
1M [P+ ygll + 1x-yll =2/l x| +2]]yll

"14.- Para el espacio vectornial €% se define el producto interno

— — 2 — —
(w]vl= 2% x v, ¥Yus=Ixy, %2}, V= ly1, ¢2)eC?

donde Ui es el conjugade de y.

a) S{ v=(4+2{, 5-64), caleula La nonma de v

b) S& G=13-24, -24) y U= (-2- 24, £) , obtén et dngulo entre
Uy v, yverifica para u y v La desigualdad de Cauchy-Schwarz.

15.- Sean v y @ vectones de un espacio neal con producto {nterno. Demues-
tha que

V+W | V-®) =0 84 Y 8600 &L v =[] wll
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16.- En un espacio con producto interno V se define £a funcién

— — /2 -
X || = kix | X} ,  ¥xel, k eIR

Utilizando La definicibn de nonma de fa pdgina 262, detemina para qué
valones de k La funcibn dada es una noama.

17.- Demuesina fa Ley del parafelogramo:
- .2 — .2 . 2 — 2
M+ vl + Ha-v[] =z (lw]|] +]|IV][])

donde V es un espacio con producto interno cualquiera y u,v eV . Ademds ex-
plica el porqué del nombre de esta propiedad, nelaciondndola con el caso geomé-
Dico.

18.- En IR? se define el producto interno
(x | m = Xatfy + Xalf2 + Xaty + 2x310 VX = (x3, x2}, y = (i, ljz)('ZIR2

a) O0btén el conjunto S de vectornes de R? tales que su norma sea
"dgual a La unidad.

b) ;B8 S un subespacic de R? ?

c) Si cada vectorn de IR? nepresenta un punto del plano, dibuja el Lu-
gan geoméinico que representa S .

19.- Sea V un espacio neal con producto intermo. Demuesirna que Xx,yeV son
Linealmente dependientes, 84 y 860 84, el dngulo formado pon X y y es

0 o w.

20.- Detemina el valor o Los valones del escalar B pana que La nesma del
veefox v = (3, B} valga Lo mismo con el producto escalar oxdinario que con el

preducto inteanc

(x | #) = xyy1 + 3{xay2 + xayy) + 10x24

donde X = (xy, x2) , Y = lth, y3) eR?
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:ﬂ%/t'cacioned de (a
ﬁ/&/oyana/ia’aa’

Muchas de fas aplicaciones del teorema de ortogonalizacion se obtienen a

través de oitno teorema Llamado de aproxdmacifn o de proyeceidn, el cual se mues
a a continuacibn con algunas de sus aplicaciones. Te sugerimos que partici-
pes -realizando Los efercicios que se e sugienen duranfe este desarrollo.

Uno de Los problemas mds interesantes de La geometrnia analitica es el de

obtenen el punto P del planc m mds cercano al punto Q que estd fuera de
dicho plano.

¥4

D

- o

o

¥

Y
o

Sabemos que el purto P es ial que el segmento PO es perpendiciiar al
plans T .

Cuando el plano pasa pon el onigen, el problLema onterionr puede resolverse
{dcilmente, usardo conceptos del dlgebnn Uneal. Pann eflv uwtilizrmos el teore
ma de aproximacion, el cual dice que:
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"Sea S w: subespacio de dimensifn finita de un espacio con producto in-
terno V oy sea X un elemento de V . EL elemento s de S mds préximo a
X que coalquiern otro elemento de S, es decin,

— n — — —
s= I (x| ele;
i=1

donde {e;} es una base ontononmal de S".

En nuestno problema oniginal S es el plano w, V es IR®P, X et
punto Q y s el punto P . EL producto interno elegido es el producto esca-
Lan ondinanio para que nos proporcione distancias euclidianas.

AsZ, pon ejemplo, usando el teorema de aproximacién obtenemos el punto
del plano x - y + 2z = 0 mds cercano al punto Q(0, 2, -6).

Primenamente, el Subespacio S nrepresentado por el plano es:

S ={x,y,2) | x-y+2z=0, x,4,2eRR}

(=9
%]
]

{ly - 2z, y, 2z} | y,zeR}

Una base de S es el conjunto {vy, vo} = {(1, 1, 0), (-2, 0, 1)}
Esta base se oxutogonauza4 uwsando el proceso de Gram-Schmidt:

W) = V)

— = (valw) = -2
VN = ——mm——— W) = (-2, 0, ” - “, ', 0) = (-1, 1, 1,
(w, le) ' z

Con el término "ortogonalizar" queremos decir que se obtiene una base cuyos
vectores son ortogonales entre si.
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Ahona, £a base ontogomal {(1, 1, 0}, (-1, 1, 1)} s&e nonmaliza® paac ob
tenen La base ontononmal pedida:’

! 1

7 11,1, 0], E(-l, 1, 1) = {e,, e}

Sabemos que X = (0, 2, -6); por tanto, (X | €] = 7{{2—— y

-4
3

(§.| EQ) s

Finalmente el vectorn s estd dado por

1}

Z
2

T=(X| e+ (X | ®)e = (1, 1, 0) -%(-1, 1, 1)

n|
n

4 4 4, _ ;7 ] _
(1, 1, 0)"(?,'?,‘?)-(?,

'?: ’

] 4

Pon Lo Zanto, el punto del plano mds cercano afl punto Q es:

~

P

H

4
r'?)'

W~
W =

Se puede comprobar que el punto P pertenece al plano 7 y el segmento

P_Q=(--§-,-;-,-’T4) e perpendicular af plano = .

1) Verifica que el segmento PQ es pervendicular al plano 7

con el término "normalizar" queremos decir que se obtienen vectores unitaric:c,
es decir, vectores cuya norma es igual a uno.
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IT) ;Pon qué no se¢ puede aplicar este método directamente cuando ef pla-
no no contiene al origen?

Este método puede usanse para planos que no contienen al onigen utifizan-
do el plano paralelo que pasa pon el onigen, pero ya no resulla tan sencillo co
mo el caso expuesto.

Afortunadamente, La anterion no es La mejon aplicacidén del teorema de apro
ximaelbn.

S4{ suponemos que el espacio V es el espacio de funciones reales, S es
el subespacio de polinomios de ghado menon o i{gual a n y x una funcifn dada,
entonces el problema de aproximarn a La funcibn X por un polinoméo en un intern
valo {a,b) estand nesuelto pon el teorema de aproximacidn. Considerando como
producto Lntenno a

b
(f | g) = f £ix) glx) dx , ¥ f,geS

a

entonces el polinomio p mds cercano a fa funcibn x Lo send en el sentido en
que £a nonma

[l x-p 1l
es minima, LLamada aproximacién media cuadrndiica.
Pon ejemplo, considenemos a La funcidn §(t) = sen w £ del espacio de
Las funciones continuas en el intervalo (-1, 1). Obtengamos el polinomio de

grado menen o Lgual a une "mds prbximo" a esia funcibn segdn el producto intern-
no anterionmente mencionado.

EL polivomio buscado plt) ectd dado pon
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donde {d1, 92} e una base ontononmal del espacio de Los polinomios de ghrado
menor 0 Lguak a uno., Esta base estd fowmada pon Los sigulentes polinomios Lla-

mados polinomios de Legendre

{¢1, ¢’2}=’/2-L, j?‘t;

Se Liene entonces que

1 1
] ]
f = r—— = - mmt— =
(f | ¢1) l; ﬁéwﬂidt | /z.ncoz,mth 0
! (3 {3“ 1 P I LI+
(f|¢z)=J:1 -z-ztée,nmtd,t= 7 -;I-Z-Aejlﬂ.t--T—rcpént _1=_n'
de donde,

. 1 V6 .3,
plt) 0—-—- 7‘/_‘1 =2t

Porn Lo tanto, el pofinomio de grado menor o igual a uno mds cercano a
sen 1t en of intervabe (-1, 1) es plt) = 2t . la figura siguiente muestra
Las gndgicas de f(t) = sen nt y plt) = %

4 —§(2) = sen ut

' _ 3
L_plz) =2t

Ao~

|
1 o
1

]
Al

84 definimos el erron e en La aproximacibn como

= || () - p(t) ||?
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entonces, fenemos que

1
= S3 2 g -6
e ‘[1 (sen it ;,t] d,t-T

1I1) ;Cémo se Lntenpretaria geométricamente el error e ?

1) Sabiendo que }7%—, f%_\t, ’igs-(tz-%) es una base ortonor

mal de £0& polLinomios de ghado menon o igual a dos para el producto interno ante
riormente definido, obtén el polinomio de grnado menon o Lgual a dos mds préxime
a flt) = sen 7t en el intervalo (-1, 1)

0tha aplicacidn importante del teorema de aproximacifn es el método de
ajuste por minimos cuadrados, ef cual consiste en oblener £a curva que mejon se
afuste a un conjunto de puntos dispersos en el plano. Las dos figuras siguien-
tes muecstran Lo anterdion.

F A
[ ]
[ ] ° L]
[ ]
. ®
7/
ajuste por fa ecuacibn ajuste pon La ecuaclén

y=ax+b y =ax? + b
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En La primera figura, La recla escogida es fal que minimiza fa suma de
distancias a Los punios. Lo mismo sucede en La segunda figura con La cuwrva mos
trada.

Este método Lo estudiands y aplicards en cunsos posteriones. Sin embargo,
puede desarrollarse en forma muy simple usando elementos del &Lgebra Lineal.

A continuacidn se presentan ejencicios comrespondientes a esta Aeccibn.
Te sugerimos que Los nesuelvas para neafirman tus conocimientos.

EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacién)

21.- Sea V un espacio euclidiano definido sobre el campo K , y sea ¥ un
veclon cuakquiera de U . Demuestra que ef conjunto W , fenmado pon vectones
ontogonales a v , es un subespacio veotornial de V .

227.- En el espacio de fas matrices simétrnicas de onden dos se degine el sdguien
Ze producto Linterno

a) bl ay bz
= ay a; + 2b,b; + 3¢, ¢,
by ¢ bz c.

0btén dos matrices de dicho espacio que sean ontugonales simultdneamente
a Los vectones



281

23.- Demuestra que fodo conjunto de vectonres orntogonales que no contiene al vec

fon ceno es Linealmente independiente.

24,- En el espacio F de Las funciones neales continuas en el intervale
(0, 1) se define el producto Lnterno

1
(51 g) = fo §(x) glx) dx , ¥ §,g¢F

Sea el conjunto no finite S = {fo, €1, 2, =ov , b +--1 , donde
§o =1, fan=-11x) = sen 2mnx ¢y f,,(x) = cos 2mx , ¥ nelN . Demuestra que S
es un confunto ontogonal y obtén La norma de o, fan-, ! 42n

25.- Demuestra el teorema de Parseval, el cual dice que: Sea V un espaclo
euclidiano de dimensibn finita. Si {$1, 92, ... , ¢} ¢4 wum base ortonorn-
mil de V , entonces ¥ X,yeV se tlene que

n —— e
X1y =z (x|)y]|e,)

i=1

26.-. Obtén el subconjunto S de R?® fowmado por Los vectores citogonales a

(1, 0, -1} con ef producto escalar ordinario y simulidneamenic con el producto

interno
(X | ) = S5x141 - 2x1y2 - 2x241 *+ 4x2y2 + 3x343
donde X = (x1, x2, xs), ¥ = {41, 42, ¥3)
27.- En el espacio IR® se defdne el producto interno
(X | 9) = 2x3y1 + X2Y2 - XaYs - XYz *+ 4X3Ys
donde X = (x1, X2, x3), ¥ = ly1, Y2, Ya) . Aplicando el preccsc de

Gram-Schmidt, obtén una base ontogonal de IR? a partin de fa base
{(2’ 2, ”’ (0, 2: '1}, {‘4, 0, '10)} .
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28.- En ef espacio vectonial P = {at? + bt + ¢ | a,b,celR} se define el si
guiente producto interno

1
(§ ] g 'L §£) glt) dt , ¥ §,9¢P,

Obtén una base ontononmal de P, a pantin de £a base {1, t, £2}
29.- En el espacio €% definido sobre el campo complejo, se define ef produc-
to intenno

(X | ¥) = 2071 - X202 - Xath * X2l

donde X = (xy, X2), ¥ = (41, y2), X.ye€? ¢ yi indica el conjugado de
J,

b §

a) iSon Lot vectores (1, £) y (0, -4) ontogonales con el producto in
tenno definido?

b) 0btén una base orntonormal de €% a partin de La base {(1, 0), (1, 4]}

30.- Sean B, = {(1, 0, -1), v, u} y By = {{1, 0, -1), v, w} dos bases de
IR?® . Determina Los vectoies Vv, U y W para que B, Sea una base ortogo-
nal con el producto escalar ordinanio y B, 4ea una base ontogonal con el pro
ducto {interno

(x | ¥) = xa¢1 - x1y2 - Xathy + xa2Yz + 3X3Y3

dande, E= (x.], X2, X3), g'-' {yl) !/2, 9]3)
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SFtmélitces Y, Hevmdliancs

Existen vanios tipos especiales de operadones Lineales definidos en espa-
cics con producto interno. Para algunos de esod operadores, Los valones carac-

tenlfsticos tienen parnticularidades importantes acompaiiadas de muchas aplicacio-
nes prdeticas; asi, existen operadones cuyos valones caracterisiicos son neales,

o0tros en que don imaginarniod y oinos operadores en que el médulo de Los valornes
es {gual a La unidad.

En esta seceifn hablaremos principalmente del tipo de operadores £ineales
en £0s cuales sus valones caracteristicos son neales. Comenzaremos por respon-

der a Lo pregunta: jqué condiciones debe cumplin esie tipo de operadores al
aplicdnseles el producto interno?

Sea T : V>V un operadorn Lineal, donde V es un espacio con producto
interno, y sean v, Y Vv,

dos vectores caracteristicos asociados al valorn ca-
nactenlstico 2 de T i

(T(vi) | va)l = (A vy | va) = A (vy | va) {n

Por otno Lado, (Vi | T(Vz2)) = (vi | A vz2) =X (vi | va). S& suponemos que
A es neal, entonces A = Ay, por tanto

Wy | T(o)) = & (Wy | Oa) (2)

Por consiguiente, de (1) y (2) tenemos que
(T(v:) I va) = (v l T{vz))

S{ genenalizamos estn expresdidn ial que se cumpla para todo vy,v,eV no
Ampontando 84 son o no vectores caracteristicos de T , entonces con pedin que
se cumpla

(T(C:l) |Uz) s (;l | T(UZI)) 'V.UI)UZeu (3,

283
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aseguramos que Los valores caracterlsticos de T son neales.

A un operadon Lineal que cumpla fa expresidn (3) se fLe LLama operador her
mitiano y es un operadon de suma importancia en La fisica e ingenieria.

De acuendo con La definicifn de operador henmitiano conviene nesaltar que:

1) Como fa expresifn (3) estd genenalizada a cualesquiera vectornes del es
pacio, entonces se cumple que para cualquier operador hermitiano sus valornes ca-
ractenlsticos son neales; sin embargo, un operadon puede tenmer sus valones ca-
hactenisticos neales y no ser henmitiano, es decin, no cumplin con La expresidn
(3).

2} No debe confundinse el concepto de operadon henmitiano con el de ma-
iz hemitiana. Un operador hermitiano es un operadon Lineal que satisdace fa
ecuacifn (3); en cambio, una matrniz henmitiana es aquella que es igual a Au con
jugada-transpuesin. Sin embargo, ambos conceptos esidn nelacionados, como po-
dné observarse mds adelante.

3] S{ T es hermitiano con un producto interno, puede dejar de serlo con
otro producto intenns, pero basta que sea henmitians. xespecto a algln producto

Anterno para que Se LLame como tal y tenga Las propiedades de todo operadon her-
mitiano .

Conviene comentar aqui que Los conceptos de valores y vectores caractenis-
Licos son independientes del concepto de producto .interno. Por Lo tanto, Los va
Lones caracterlsticos de un operadon arbitrario son siempre Los mismos Andepen-
dientemente del producto interno elegido.

SL T es un operador henmitiano definido sobre el campo de Los ndmeros
reales, se Le Llama también operador simétrico. En consecuencia, £os operadones
44métnicos son un caso particular de Los operadores henmitianos, y cuando un ope

nadon es simé&trnico se acostumbra decin indistintamente que es simétnico o es her
mitiano .

También en este caso, no debe cbnﬂ&ndi)de. un operador simétrico con una ma
iz siméinica y, nuevamente, un operador simétrnico respecto a un producto inter
no puede no senlo nespecto a otno.
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Pon ejemplo, considenemos el espacio vectornial IR?2 con el producto esca-
Lan ondinarnio. Detenminemos 84 T : IR? + IR2 definido pon
Tixy, x2) = (x3 + 2x2, 2%, + 3x2), ¥ x1,x26R _____(4]
es un operadon simétrnico.

Sean v = (v, v2} ¥y W= (w, wo) dos vectones de IR? . AL aplicar
se T acada uno de estos vectores se tiene que

T{v)

n

Tlvy, v2) = (vy + 2vz, 2vu; + 3va)

T (w) Tlwy, wz) = (wy + 2wy, 2wy + 3w,)

Entonces, el Lado Lzquiendo de La ecuacibn (3) es:
(T(v) | w) = ({vi*2vz, 2vy+3vz) | {w1,w2)) = viwn + Zvawy + 2vaw, + 3vaw,
y el Lado derecho de La ecuacidn (3) es:
(V| TW}) = ({vi,v2) | (wa+2wz, Zwi+3wz}) = viwy + 2viwz + 2uawy + 3vaw,
por Lo que se cumple que (T(v) | w) = (v | T(w)}, ¢ por Lo tanto el operador
T es un operadorn simétrnico nespecto al producto escalar ordinarnio. En este ca
80, como IR? e un espacio sobnre Los neales, se puede decin indistintamente
que T s un operador simétrico o hermitiano.

Observemos que La matniz asociada d T neferida a fa base candnica de
IR? es

M(T) =

que e8 una matrniz simétrica.

En genenal, para cualesquiera dos bases ontononmales A y B, fa matrniz aso
ciada a T neferids a dichas bases y denotada MMT) , es una matriz simEtni-
ca. Pana un operadon hermitiano definido sobre ef campo. complejo, La matrhiz
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asociada a dos bases ontonormales cualesquiera del espacio es una matrniz hermi-
Xiana.

Sea el operadon G : IR? » IR? definido pon
Glx, y) = (17x - 4y, -2x + 10y) {5)

el cual, como se puede verificar, no es un operadon hermitiano con el producto
escalar orndinarnio.

Considenemos el siguiente producto interno en IR? :
(v | w) = {lvy,va] | (wi,w2)} = 5vawy + 2uawa + 2uawy + 17vow, (6]

Determinemos 84 Los operadores T y G definidos pon Las expresiones (4)
y (5) son hemitianos con este producto {nterno,

Para T Zenemos que, por un fado,
(T(v) | W) = 5{vi+2valwy + 2{uy+ 2ua)wy + 2(203+3va)wy + 17(2v3+3v2)w,
= Quiwy + 36wy + T6uawy + 55vaw;
por otno Lado,
(v | Tw)) = 5vy(wy+2wa) + 2vy{2wy+3ws) + 2ua (wy+2wz) + 17v2 (2w + 3w, )
= 9 viwy + T6vawa + 36vawy + 55vawa

por Lo tanto, T no es un operador simétrico (heumitiano) nespecto af producto
internno definido por La expresidn (6).

Para el operadorn G fLenemos que, por un Lado,

n

(G(U) I E) 5“7\)1-4\)2]‘01 + 2“7\11-402)”)2 + 2(-2\!;*10\)2)(01 + 17(-2\);*’0\)2)%’2

§lviwy + 162vaw,
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por otro Lado,

(V] Gw)) = 5uy{17wi-4wp) + 2vy(-2wy+10wz) + 2va (17wy-4wy) + 17va (-2wy+10w,)

81\)1“)1 + 162v.w2

]

pon Lo tanto, G &L es un operador simétrnico (hermitiano) respecto al producto
intenno dedinido pon La expresifn (6).

Com T y G son operadones simétnicos nespecto a algin producto inten-
no entonces se fLes puede diagonalizarn. Veamos ef caso de G .

la matriz asociada a G nespecto a £a base canfnica de IR? ,
E={(1,0), (0,1)} , es:

17 -4
E o
WE(6) -
-2 10

La cual no es una matrniz simétrica.

Aunque G es un operadon simétnico, La matriz M(G] no es siméinica por
que £a base canfnica no es una base ontonormal con el producto interno definido
en (6].

Una base ontononmal {wy,w.} de G, con eb producto interno definido
en (6), La podemos obtener a pantir de fa base canfnica {vi,v2} = {(1,0), (0,1}}
usando ef proceso de Gram-Schmidt:

Z = Ul = (],0’

(v2 | vl

- - 2 2
b=V -—_ W T (0’1) o ‘1:0) = (- T 1)
Twm e 5 5
Como |Jal|| =V y ||b’||=% , entonces se tiene que
A S | L .t 5
{anz} J(E ’0), (9/§ » 9)‘
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la mathiz asociada a G nefenida a £a base B = {wy,w.} es:

81 _18
5 5
Mgtc) =
_ 18 54
5 5

La cual 8L es una matrniz sdmétnica.

AL sen el operadon G hemitiano nespecto a algln producto interno enton
ces es diagonalizable. Ademds, sus valones caracternlsticos sendn reales y £os

vectones caractenisticos asociados a uwtmu canactenisticos distintos sendn

ontogonales.

Para el cdleulo de L0s valores y vectornes caracterilsiicos y de La matriz

diagonal podemos wsar cualquierna de £as matrices

17 -4 81 -18
Eny - 1
NELG) = ¢ MZ(G) 1
-2 10 -18 54

ya que Los nesultados sendn Los mismos.

17-2 -4

|M2(6) - X T ] = | MEG)- 21> = A2 - 270 + 162 = 0

-2 10-2

Pon Lo Zanto, Los valornes caractertsticos som Xy = 18 , Ap = 9

Para cada valon caracternistico, un vector caracteristico asociado’ es
Vy= (-4, 1) y vy = (1, 2}, nespectivamente.

Obsénvese que (v, | v2) # 0 con el producto escalar ordinario y
(Vy | V2) = 0 con el producto intenno definido en (6); esto es, Vi y V2

4on

ontogonales con este GLtimo products inteno. Esta es una propiedad de Los ope-
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hadones henmitianos: vectores caractenisticos asociados a valones caracternisti-
cos distintos son ontogonales.

Pon consiguiente, una matrniz diagonal asociada a G es:

18 0

donde D e¢8 La matriz asociada a G referida a La base A = {-4,1), (1,2)} o
a cualquien base que contenga vectores miltiplos de &stos.

De acuendo con el teonema de diagonalizacifin:

2 17 -4ll-4 g TH
9= PPHEIGIP, = - -}7

Para el caso de La matriz M:(G} , 4u matniz diagonalizadora P, no se
obtiene dinectamente de £Los vectores caracteristicos, sino que P, , al ser La
matriz de tnansicibn de fa base A nowmatizada { . (-4,1), §{1,2) }, a fa ba
se B, se obtiene como

1 2 1 ) 2 /5
Lcany -2 =—,0)+—(-—,2
g (-41) /5 /5 v/ 9/5 9
1 1 1 7 2 /5
e =L, 0]+ L, 5
gt =7\ 7 /5 95 9
[ 2 N
v V5
= Py =

ﬁ
5~
ﬁ'”
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por Lo que

-2

1 1
/5 5 /5

—
o0
—
[}
-—
on
'
o~
-—

D= P;‘M:(G)Pz .

A=)
n
&
n

Obsénvese que P, es mds dificil de obtener que P, . Sin embargo, co-
mo B es una base ontonommal, entonces P, es una matniz unitarnia (en este
easo ontogonal), porn Lo que el cdleulo de La matrniz P;I es mds sencillo ya

que P,' = P}

De Los efemplos anteriones podemos concluin que:

1. Un operadon Lineal puede ser henmitiano para un producto interno y pue
de no ser hewnitiano para o0iros productos .internos.

2. Dado un operadon henmitiano (simétrnico), aseguramos que su mairiz aso
clada serd hermitiana (simétrnica), 84 La base o Las bases a La que estd neferni-
da es o son orntononmal {es] nespecto al producto interno usado.

3. Basia que un operador Lineal sea hermitiano nespecto a algdn producto
intenno, para que sea dimgonalizable, sus valores caracteristicos sean nitnenod
neales y, 4 E8tos son distintos, sus vectores caracterisiicos son ontogonales.

4. Dados un operador hermitiano {simétrnico) y una matriz asociada a &L
neferdida a una base ontononmal, entonces La matrniz diagonalizadora es una ma-
iz unitania {ortogonall.

Te exhontamos a que realices Las siguientes actividades que complementardn
tu aprendizaje de Lo thatado hasta aqul.



291

1} Para e operadon T definido en esta seccibn por La expresisn (4), ve
rifiea que:

a) Sus valores caracterisiticos son neales y 6stos son

b) Sus vectones caracteristicos asociados a valores distintos son ontogo
nales :

¢} Una matrniz diagonalizadora P {oimada por veelones caracteristicos

d D= P-IME(TIP , donde D es una matriz diagonal asociada a T y
ME(T} es La matniz asociada a T neferida a fa base canbnica E de IR? .

.p~ 1 E =
P ME(T)P =

11) Supongamos que para el operador T definido en (4) 3e establece el
producto Lnterno

(x l E) = {{x1,x2) | (u1,42)) = Zx1th = X142 = X2y + Xa2Y2
Respecto a este producto interns,

a) Los valones caracternisticos de T 4on
Y sus rnespectivos vectornes caracteristicos asociados son

b) A pantin de La base {{1,1), (1,2)} , obtén una base ontononmal B
usando el proceso de Gram-Schmidt. EL nesultado es B =
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¢) la matrniz asociada a T nefenida a La base B e

]

d) Una matriz diagonal D asociada a T y su matrniz diagonalizadora P
takes que D = P"M‘;mp estdn dadas pon

e) Como B es una base ontonormal enfonces P es una matrniz ontogonal,
como puede observarse. Ademds, sus columnas forman una base A de IR? tal
que D = M:(T) .

Verifica Lo antenion, es decin, obtén M:(Tl .

A =
T -

111) Existen operadones que no son hemitianos para ningdn producto inter
no. Te pedimos que disefies un operadon T : IR? + IR? que sea de ese tipo, es
decin, que no sea hermitiano nespecto a ningdn producto {nteano.

Tu nesultado es

V) Sea el operador S : IR%2 + IR? definido por S(x,y} = (x+y, -y}.
Su matrniz asociada referida a £a base candnica de IR? es

M(S) =
0 -1

Sus valores caracternisticos se obtienen de:

I -2 1

| M{S) -AT | = s(A-1{1+2) =0 DN =1 Ag = - 1

0 -1 -2



293

Como Los valores caracternisticos son distintos, entonces Los vecto-
nes caracteristicos asociados son Linealmente independientes y, por Lo tanto
S es un operadon d,azgomuzab'ze. Peno, ies S henmitiano, y 84 Lo es, para
. qué¢ prwoducto interno? Se obsera que no Lo es respecto al producto escalar or
dinanio. Determina el conjunto de productos Lnternos para el cual S es hen-
mitiano .

EL nesuliado es

En fa plgina 288 obtuvimos fa matriz M(G) que s una matniz asociada al
openador henmitiano G definido por La expresibn (5). La matniz MZ(G) nesul-
16 henmitiana {8iméinica) porque £a base B a fa cual esif neferida es ontoncr-
mal. En La pdgina 289 se obtuvo £La matniz

1§ 0

p=
"

0 9

que es otrna matniz asociada al mismo operadon G . Esfa matndiz nesulté diagonal.
porque a £a base a La cual esid referida esid formada pon vectones caracterists-
cos de G . Este nesultado es siempre vdlido para Los operadones iiermitiaros Yy
estd establecido en el siguiente teonema conocido como ef teorema espectral.

Teorema espectral. Sea T : V = V un operador heamitiano dende V b
un edpacio real o complejo con producto interno de dimensifr finita n, 6 un
operadon antihenmitiano donde V es un espacio complejo con preducte interro de
dimensibn ginita n . Entonces existe una base ortorenmal B del espacic V
consinuida con £os vectores caracteristicos de T y fa matriz ,‘.{:(Tl es una
matiiz diagonal fonmada pon Los valores caracteristicos de T

No hay unanimidad, ‘entre L0s que escriben sobre esie tema, para exuncian
el teonema espectral. Incluso, alguios Le dan hasta ctro nombre: fechera e

Los efes principales.

EL ténmino o expresibn "teonema espectrnal’ o "descomposicidr especinal”
-como Le LLaman algunos- proviene en gran medida de fas aplicaciones a La (L84~
ea, en donde al conjunto de Los valeres caracterisiicos se Le define come ef
espectro de un operadon Lineal.

Existen otrnos tipos Lmpontantes de cpernadores £ineales cdefindidos en espa-
elos con producto interno. Uno de ellos es el cperador unitaric.
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Pefinicion.- Sea V un espacio de dimensién ginita sobre € con un pro
ducto interno ¢ sea T : V -+ V un operadorn Lineal. Enfonces se dice que T
es un cpenaden unitanio, nespecto al producto interns definido, 8L para todo
u,vel se cumple que

(T{w) | TV} = (u | v) (7)

S{ el espacio V  estd definido sobre Los neales IR es mds comin decin
que T es un operador ortogonal cuando se satisface La ecuacién (7).

Les operadones ontogonales y unifarnios tienen propiedades muy interesantes
e impordantes. Algunas de ellas son fas siguientes:

al S4i T es un cperadorn unitarnio (ontogonal), entonces T preserva Las
rohmas, es decin,

W7y [ =11V Il ¥vev

b) Los valones caractenisticos de un operador unitanio {cntogonal) tiemen
médufo uno.

¢} la matriz asociada a un operadon unitario (ortogonal) neferida a una
base ontononmal tiene, entre otras, Las siguientes propiedades:

~ La suma de Los preductos de Los elementos de cualquiern §ila (nenglén

o columna) por Los conjugados de Los cenrespondientes elementos de cualquier
ota §ila paralela es Lgual a cerno.

~ La suma de Los cuadrados de Los médulos de Los elementos de cualquien
§la es Lgual a une.

S T:V+V esun operador unitarnio, definido scbre € , entonces
V  tiene una base ontornonmal fonmada con vectornes caracteristicos de T

Lo anterion no es sino fa versibn del teorema espectral panra operadores
wnitarios, y como un corolario se tiene que Los operadornes unitarnios se pueder
nepresentan mediante matrnices diagonales.
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SL el espacio V estd definido sobre Los neales y T es ontogonal, enton
ces sus vectornes caracteristicos pueden sen complejos y por Lo fanto no forman
En consecuencia, Lcs operadores orntogonales en ge-
renal no e pueden diagonalizan. Sin embargo, existe una nepresentacibn de es-
tos operadones que es "easd" diagonal, como puede vernse en el sigulente teore-

en genenal una base de V.

ma.

Teorema. -

Sea V un espacio vectonial sobre Los reales de dimensifn §ind

ta mayon que ceno y en el cual estd definido un producto Lnterno.

Sea T :V-V

un operadon ontogonal.

Entonces existe una base de V tal

que ¢a matniz M, que nepresenta a T nespecto a esta base, consia de blo-

ques

donde cada unc de fos blegties

2 x12

al

b}

di

A

cepdes X

(1]
L]

— -
coAB 4end
Aens -c048

h— —
coAR 4 (’,nﬁ_1

iy sensc ceh -_‘

grhentes efenciedos.

de L04 Adaudonfes 1L)pcs:

0 « <0
By » » 0
0 + B,

R. ¢4 una matniz de 1 x 1 o una matniz de

1

L de meforzan Co estudiado en esta seceibn y ejercitarnte en Los con-

-5

elaciorades con Los presentados aqul, te sugernimos resuelvas Los s4-
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EJERCICIOS PROPUESTOS

(Continuacidn)

31.- Detenmina si el operadon Liveal S : IR? + R? degfinide por
Six,y) = {2y, 2x} es un operadon hermitiane (siméinice},

a}) Con el producte intenno
((vy,v2) l (o, w2)) = viwy + vy + vy + Juges
b) Con el producto escaler ordinardo.

32.- Determina 84 el operadon Lineal T : IR? + IR? definido pon
Tix,y) = (-y,x) es un operadorn antihenmitianc (antisimétrico),

a) Con el producto interno
({vi,v2) | (wy,w2)) = vy + 3{vae; + vaey) + vawe

b} Con el producto cscalarn ordinaio.

33,- Sea T : €2+ (% un operadon (incal defindide porx
Tla + bi, ¢ +di) = (-{b+ d} + (a-clé -b+ad)

Determina 84 T es un eperaden antihesmisiaro con el preducte Lintenno
} }

(V| w) = lay + bydlla; + bad) + {ey + dik){ez + dod), ¥ Vwet?
donde V= (ay + byd, ¢y + dhd) y w = [az + bad, ez + d2d)

34.- Sea V el espacie vectornial de {as jurcdiones coniinuas ern el intervalo
<x <1, ygsea T : V=V un cperaden Lineal definido por
Z
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Detenmina 84 ef operadon T es un operadorn henmitiano con el producto <in
Lerwno

1

(§ | g) = J' §(x)glx) dx
0

35.- Sea el espacio vectorial de polinomios P = {ax + b | a,belR} sobre el
campo IR , y sea T : P+ P un operador Lineal definido por

Tlax + b) = (2a - 2b)x + {5 - 2a), ¥{ax + b)eP

Determina 84 el operadon T es hewmitiano con el producto inteano

(§ | g) = §l0)glo) + §'(0)g' (0}, ¥ §,g¢P

36.- Demuestra que £08 vectones caracteristicos connespondientes a valonres ca-
nactenisticos distintos de un operadon henmitiano son orfogonales.

37.- Sean S y T operadones hermitiancs. Demuestra que cb operadon (S + T)
también es hermitiano. '

38.- Sea el operadon Lineal T : IR? + R? definido pon
T(x,y) = [-2x + 5y, 5x + 4y)
Considenando el producto intenno como el producto escalar ordinanio en R2,
a) Comprueba que T es un operador sim&rnico

b) Verifica que £a nepresentacibn matricial de T nrespecto a fa base
{(1,0), (0,1}} es una matriz simétrica.

c) Verifica que La representacifn matrnicial de T nrespecto a £a base
o, -0l es tambitn wa matriz simEtnica.
vZ vZ

d) Verifica que La representacibn matricial de T nrespecto a fa base
{(2,-1), (2,4)} no es una matrniz simétrnica.
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e} ;Qué caracteristica debe tener una base de IR? para que La matriz
asociada del operadon siméinico respecto a dicha base sea una matrniz simétrica?

39.- En el espacio vectorial (€2 sobre C se define el operadon Lineal
T : €2 » €% pon La siguiente negla de conrespondencia:

Tix,y} = (2x + (2 + L)y, (2 - £L)x), ¥ x,yeC

a) Demuestra que el operador T es hewmitiano para el producto escalar
ondinarnio en €2

b} Verifica que {(1,0}, (0,4)} es una base ortononmal pana el producto
escalarn ondinanio en (€2

c) 0Obtén La matrniz asociada al operadon T nespecto a fa base del inciso
antenion y comphueba que dicha matrniz es hermitiana.

d} tn fa pdgina 283 demostramos que Los valores caracterisiicos de un ope
nadon henmitiano son neales. Compuueba esta propiedad para el operador heamitia

no de este ejercicio.

40.- a) Demuestrna que Los valonres caracteristicos de un operadon antihermitia-
no son dmaginarnios puros,

b} Demuestra que el operadon Lineal T : IR® + IR® definido pon
T(x,y,z) = (4y + z, -4x - 2z, -x + 2y)
e4 un operadon antihenmitiano para el producto escalanr ondinanio en IR?

c) 0btén Los valones caracteristicos de T y observa que dichos valones
son imaginanios, de acuerdo con Lo que esiablece el inciso al.

41.- Considerna el espacio vectonial IR? con el producto escalar orndinario.
Pana el operador Lineal T : IR? + IR? deginido pon

T{x,y) = (2x + 2y, 2x - y) ,



a) Verifdica que se cumple La hipbtesis del teorema espectral, es decin,
T ¢4 hemitiano.
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b) 0Obtén La nepresentacifn matricial diagonal del operadorn y fa base cuya

existencia garantiza el teorema.

42.- Sea el operadon Lineal S : RR* + IR® definido pon

S(x,y,z) = (% (x + z}, uy, -/—;_— {-x + z))

Determina 84 S es un operadon unitario (ontogonal) con el producto esca
Lar ordinarnio.

43.- Demuestra que 84 A es un valor caracteristico de un operador uniiario,
entonced A tiene médulo uno, es decin, | A | =1,

44.- Sea el operadon Lineal T : R® + R?® deginido pon:

T(x,y,2) = ( X+

x  _ %y
3 3

.2 X . 4,2
'3 3

A 5 /T

s

a) Demuestra que T es un operadon ontogonal con el producto escalar
ordinario.

b) 0btén La matriz asociada al operadon T neferida a La base orntonon-
mat {(1,0,0), (0,1,0}), (0,0,1)}

c) Compaueba, para La matrniz obtenida en el inciso antenion, fas propie-
dades enunciadas en el inciso c¢), plgina 294.

45.- Sean S y T operadones Lineales de IR? en IR? definidos pon Las
siguientes neglas de correspondencia:

S(x,y) - (%w By, -Bx +%y)
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T(x,y) = (-;- (3x + 4y}, -;— (4x - Sy))

a) Demuestra que £os operadores S y T son ontogonales con el producto
escalan ondinanio.

b} Demuestra que el operador S no es diagonalizable y que el operador
T &4 es diagonalizable.

e) En La pdgina 295 enunciamos un teorema refative a Los operadones onrto-
gonales. Obtén La nepresentacibn matrnicial de S y T, vernificando que tiene
La fonma que indica el teorema, y obtén también fa base cuya existencia garanti
za el mismo teorema.
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é}'e/wioioa dictonales

1.- En el espacio IR? se define fLa siguiente funcifn
(x I yl = x141 - axqya2 - 4xayy + bxay,
para todo X = {xy,x2), Y = ly1,42) de IR? gy a,belR

a) S< b

20, ;pana qué valores de a La funcibn es un producto intern-
no?

b} S{ a =4, ;para qué valores de b La funcibn es un producto Lnterno?

2.- En IR® se define La funcifn
(x | -'_7) = aQ1Xpyr + azxzY2 + da3XsYs - A2X2y3 - d2XalY2

donde 2'—' (Xl,Xz,x3), £7= (yl,!/z,!lal, I’EEIRB

Determina Lo0s valones ap, a2, ay, +Lodos neales, para Los cuzles La fun-
eibn es un producto {nterno.

3.- Sea V un espacio con producto interno sobre €. Demuestra que:

0 & (x+ylx+y)=(x|X)+iy]|7y

]

a) x|y

0 S (X + a2y | X + ay) > (x| )

| y)
donde xX,yeV y op,02 €€

4.- Supongamos que en ef espacio veelorial complejo V se establece que La
funcidn ([ | *} Vx V >C es un "producto interno” a4:
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I) x|y =1{y]| x
1) (ex+y | 2Z) =alx ]2+ (y] 2

171) (X | X) >0, 84 X #0, ¥Xx,ye¥, oct

Vemuesirna que este corjunte de propiedades conduce a contradicediones, es-
fo es, es incons.lstente.

5.- Demuestra que 44 | (uw | v) | = || a || ]| v ]| entonces u y v son &L
nealmente dependientes.

é.- Sean X, y vectores de un espacio con producto interno. Demuesira que
Hx+yg )=l X +1ly]l 8iyasblosi y=2rx, donde A >0 .

7.- En el espacio " se definen Las siguientes funciones, donde w,z eC"” :

n

a) W |3z = £ wz
i=1
b) w | z)= ¢ (kI"wgz , donde z es el conjugado de zy
=1
— — n —
e) w|z)= T wyz;
i=1

(Esta funcibn es Leamada "producto escalar complejo').
n

d @2 5 ||z ]
i=1

Determina cudfes funciones son producto interns.

8.- En el espacio vectornial M de matrnices cuadradas de orden n con elemen-
205 neales, se definen Las siguientes funciones, donde A,Bel :

a)l §(A,B) = (A | B} = det{AB)
b) glA,B) = (A | B) = ta(B"A)
c) hi{A,B) = (A | B} = ‘m(AFBT), dende Los clementos 4.. de F Ac.n ta-

i3
Les que 515 =1, ¥,§ y F esdecerdei n.
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Determina 84 cada una de Las funciones anteriores definen un producto £in-
tono en M ;  en caso negativo, L{ndica qué propiedades no cumplen,

9.- En el espacio P de polinomios de grado menon o {gual a n se define el
sigudiente producto Lintenno:

n
(§ 1 g) = = §(k) glk), ¥ §(x),g(x)eP
k=0

al S& n=12, flx)=2%*+3 y glx)=x2-x+2, caleuta (§ ] g)
b) Demuestra que, efectivamente, se trhata de un producto interno.

10.- En el espacio vectorial F de funciones continuas neales en el intervalo
0<x< 1 sedefine el siguiente producto interno

1
(4] a) f X f(x) glx) de, ¥ g F
0

a) Caleuba (4 | g) y (g lg)l ai §(x)=2x y glx}=-3

b) Obtén una funcibn glx) de F, no polinomial, tal que (§ | g} = 0,
donde §(x) = ¢ *

11.- Sean Plxy, th) y Qlxz2, y2) puntos del planc xy . Definamos La distan

Ay cia entre Los puntos P y Q por una
v 2 funcién d de La siguiente manera:
1
N2 - o
]
|
[ %2 = %y | diP, @) = | xa - x| + | 42 - n |
X

Determina 84 La funcidn

d(P, A = (P Q=|x2-x|+]ys-u |

es un producto Linterno.
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X Y
12.- Sea el espacio vectorninl M = ; I: :l | x,4,z,welR | sobre el campe de
z W

Los neales.

a) Demuestra que La funcifn

a b] aa bz
| = q1az + Zblbz + 3c102 + dldz
Ci d1 C2 da

¢4 un producio Lnterno.

b) Calewla el angulo entre Las matrices

Lol

13.- En el espacio IR? se define el producto interno
(X | 9) = xagh - xoth1 - xaf2 + 22242 , ¥ X,y eR?

donde x = (xy, x2}, ¥ = (41, y2) . 0btén e conjunto de vectornes de IR? que
gorman un dngulo de 150° con ef vector v = (1, 0).

14.- Considena el "producto escalar ondinaric complefo" en el espacio €2, es
decin,

— — 2 — — —

x|yl = I xjy. ¥ x,y eC?

donde Ei es ef conjugade de vy, , X = {x1, x2), ¥ = (41, 42) .
Sean Las vecacres de €2 , u = {~1+ 44, 3-4), v={2-4 2).

a) Cafeufz el rgulo entre Los vectorned U ¢ v .

b) Petermina A< Lot vectornes u iy v son ontogonales.

15.- Sea P = f{at? + bt +c | a,b,celR} el espacio vectonial sobre IR cuyc
creduclo Antenne estd definide como
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1
(p|aq) = f plt) q(z) dt, ¥ p,qeP
0

0btén un vector {3 que sea ontogonal a Los vectores §,(¢) = 2 -2t y
§208) =2t -1.

16.- Sea W el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a irnes
con ef producto interno

1
(p | ql = / plx) qlx) de, ¥ p,qel
-1

0btén una base ontonormal de W a partin de fa base {1, x, x*, x’} , uti
Lizando el proceso de Gram-Schmidt.

17.- a] 0btén una base ontonormal, considerando el producto escalar ondinario,
para ek sigulente subespacio de IR, W= {(x,y,z) | x - y+ z =0}

b) iEs {(L, , 0), (- , 01} una base ontononmal de

1 a1
vZi /T 'z

W ? ;Por qué?

18.- Sea M el espacio vectorial de matrices cuadradas de onden dos sobre IR
en el que e defdne el pwducto interno

(A ]| B) = tn(BTA), ¥ A,BeM

0btén una base ontononmal de M a partin de La base
1 0 1 ] 1 0 ] ]
0 11,10 01, ! 11, 1 1

19.- Sea {1, x* } un conjunto generadon del espacio de polinomios V en el
cual se define el producto Linternno

1/}
(§ | g =f §(x} glx) sen x dx , ¥ §,g9¢eV
0

0btén una base ontogonal de V a partin del conjunto dado.
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20.- Obtén dos bases {vy, vo} y (&, e} de IR? tales que

51T 1 &84 =7
{v, e.) =
R 0 &4 i#i]

a) con el producto escalarn ondinanio
b) con el producto interno
(X | ¥) = 2xath - X192 - X2th + X2l
donde X = (xy, x2), ¥ = [, y2)

21.- Sean Los sigulentes productos internos en el espacio IR?

1]

(x | ¥} = ({x2, g1} | (%2, ¥2)) = 31x2 + 30142 (a)

o o -

a) Verifica que La base canfnica de IR?2 es ontogonal con Los thes pro-

ductos internos mencionados pero 8620 es ontonormal con el producto escalar on-

(x| 9) = ({xa, 92} | (x2, 92))

y el producto escalar ordinario.

b) Verifica que £a base de R? , ?(-/;:-,o), (o,L); es onto-

V3
gonal con Los tres productos internos pero s6Lo es ortononrmal con el producto in

teomo deginido en (a).

¢) Verifica que 2a base de IRZ»}‘:’{»'%I:‘%»%‘f e onto-
gonal con Los nes productos internos mencionados pero 860 es ontonormal con el
producto interno definido en (B).

22.- Define ef producto interno en el espacio vectornial IR? tal que el conjun
o {(1, 0), (1, 1)} sea una base ontononmal de dicho espacio.
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23.- Sean Los vectones del espacio W2, v = — (3, -1 w11, 2
7 ,» =1 ¢y 7 {1, 2)

a) Demuestra que el conjunto {v, w} es una base de IR? .

b) 0btén fas nonmas de v y w considerando el producto escalar ondina

e) Es {v, w} una base ontonormal de IR? con el producto escalar on-
dinanio? Justifdica {u respuesta.

24.- En el espacio P = {ax? + bx + ¢ | a,b,ccIR} se define el siguiente pro-
ducto interno:

1
(plx) | qix)) [ plx) qlx) dx, ¥ plx),qlx)eP
0

a) Determina el dngulo que forman entre 8L Los veclonres
fix) = 1, alx) =80 (ge2 —6x v 1)y hix) = /TT (x - F )
b) Caleula La nomma de cada uno de £os vectores del {nciso anterlior.

e} iConmstituyen Los tnes vectones def inciso a) una base ontononmal
del espacio P ? ;Pon qué?

25,- Determina el producto interno en el espacio vectorial IR® con el cual el
conjunto {(0, 2, 2), (2, 0, 2), (2, 2, 0}} es una base ontonormal de dicho es-

pacio.

26.~ Determina el producto interno en el espacio vectorinl de pofinomios
P={ax + b | a,belR} con el cual el conjunto {-x - 1, -x} es una base onto-

normal de dicho espacio.
X 0
| x,yelR se
0 4
define el siguiente producto interno:

ay 0 b; 0 65
(A ]| B) = | = ayby - a by - bya, + zz'azbz
0 Q2 0 bz

27.- En el espacio vectorial de Las matrnices M =
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a) Caleula ef dngufo que forman Las matrices [g g] y ['J g]
con el producto interno deginido.

b) ;Constituyen Las matrices del .Lnciso anterior una base ortononmal de
M con el producto interno definido? ;Por qué?

28.- Sea fa funcibn || - || : M+ IR, donde M es el espacio vectorial def
ejencicio anterion, definida por

X 0
| [j :] H=1x|+]yg]
0y

donde | x| y |y | «ndican valores absolutos.

a) Demuestrna, utilizando fa definicibn general de nonma de La pdgina 262,
que fa funcibn es una norma.

b} Con esta nowra, verifica Las propiedades || v-w || =]||w- Vv []

y L1l vi]l-1lw]|]] < ||]v-w]|| confas matrices del inciso a) del
ejencicio anterion.

29.- EL conjunto B = {(3, -3}, (1, 1)} es una base del espacio vectorial IR2

a) Deteumina 84 La base B es una base ontogonal de IR?2
1} Con el producto escalar ordinario.
11) Con el producto {intenno siguiente:

(I, 1) | (x2, y2)) = ng (xa1x2 + y1y2) + %— {1942 + x2t11)

b) Determina 8{ La base B es una base ontonowmal de IR2
1) Con el producto escalar ondinario.

11) Con el producto interno definido en 11) del inciso a).
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c) Sean Los vectores de R*, v = (4, -20) y w= (0, -12). Verifi-
ea que, con el producto interno definido en 11) del inciso a), se tiene que
(v | w) = a1B) + @282 , donde (o1, az) = (U)B y {B1, B2) = (w)B .

d) iSe verifica también con el producto escalar ordinario que
Vews 018, * azBy ? (Pon QLLé"

30.- la §igura muestra dos vectores v, y v, que consitituyen una base orto-
nonmal de IR? con el producto esca-

1 ‘ tan ondinanio. la figura muestra, ade

mds, Las componentes escalares def vec

Vv, ¥ Vi ton u sobrne Los vectornes vy Y v,

N
Ks
~

Y >

a) Con estos datos, obtén Las coorde-

nadas del vector u en La base

B = {Ux, Uz}

b) S{ Las coondenadas de un vecton i en fa base B = {v),, v.} son 2
y -1, es decin (w)y = (2, -1}, caleula el producto escalar W+ W (Para re-
cordar lo referente a componentes escalares consulta "Geometria Analitica" de

E. Nolasco, R. Solis, A. Victoria, editado por la UNAM, paginas 35 y 36).

31.- Sean el conjunto A = {¢ (2} | ¢ (L) = gITWot , ¥ neZl y el producto
Anterno

T, _
(§ 1 g f fl2) gl2) dt , donde T, = il
0

-]

Nota: En este ejercicio Jj representa la unidad imaginaria, es decir,
j=v/-T y glt] es el conjugado de g(Z]. :

a) Demuestra que fos vectores del conjunto A son ortogenales entre 34.
b) Obtén La nonma de Los vectones del conjunto A .

c) Esenibe fa funcibn sen t como combinacion Lineal de Los vectones
del conjuntfo A .
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32.- Sea el espaclo vectorial de Los polinomios de grado menor o igual a n
con ef producio Lnterno

1
(§ | gl = / §{x) gl{x) dx
-1

Una base crtogonal de este espacio estd constituida por !_3]? polinomios de
] k
Legendre, {Py, Py, Pz,..., P,} donde Po = 1 y P (x] = E—; ? [x2-175

k=1,2...,n
a) Escnibe Los polinomios de Legendre para k = 1,2,3

b) Demuestra que (Po | P} = 0, ¥ kelN

c) Obtén La nomma de Py, P, y P, ¢ a partin de ellas genera una §6%
mula para fa nonma de P, .

33.- Sea V un espacio con producto interno, de dimensién n , definido sobre
el campc K, y sea {vi, vz,..., v} un conjunto de vectones de V . Se Ua-

ma matriz de Gram de £Los vectores vy, Vaz,..., v, a fa matriz

o W) @ V) e |V
b2 | W) (U2 | W) .o (9 | 5
vl %) (v [ 5) .. (6, | )

y a su determinante se Le &Lama determinante de Gram ¢ grammiano, denotlado

g(Ux, V2,400, Un) .

Escribe una Vo una F  en o8 sdguientes paréntesds &4 fa agirmacibn co
nmespondiente es verdadena o falsa, respectivamente.

{ ) La matriz de Gram es una matrhiz siméinica.

( ) Si {wvi, vz,..., v} es un conjunto ortogonal del espacio V , enton-
ces su matniz de Gram es diagonal y su grammiano posditive.
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( ) S{ vy =0, entonces La matriz de Gram de Vi, va,..., v, es singu-
Lan.

() Si glvy, va,en, W) = 4, entonces gl(2vy, 2,,..., 2v,) = 4 - 2"

{ ) 8L {vi, Va,..., V } es un conjunto ontononmal de V , entonces el
grammiano es igual a fa unidad.

{ ] Si Uz = 271 , entonces 9(61, ;2,..., v, es nwlo.

)

34.- Con el pwducto interno en IR? deginido pon
((x1, x2) | (1, 42)) = xath - x1¢2 - X241 + 3X24, ,

orntogonaliza La base A = {(1, 0), (2, 1)} y verifica que Los grammianos de La
base ontogonalizada y de La base A son iguales.

35.- Sea B = {e;, ez2,..., ¢,} una bdse ontononmal de un espacio real con
pwducto interno, y sean (ay, az,..., ap) y (By, Bz2,..., B,) £0s vectones de
coondenadas de v y w, respectivamente, en La base B. Demuesira que

(U l W) = qiB; + 0By +...4 uan

36.- Sean Polt), Py(t), ..., Pylt) Los polinomios de Legendrne® nowmalizados,
es decin, || Polt) || = || Palt) || = co = || P (8] |] = 1.

Sea B = {Py(t), Pi(2), ..., P (2]} una base del espacio de Los polino-
mios de ghado menon o igual a n con producto interno

1
(§1a = f §12) glt) dt .
-1

Demuestra que 44 el vecton de coondenadas en La base B de un polinomio
q{t) de grado menor o igual a n es (ag, a3, @2 ... ay) , entonces

1
o =/ alt) Pt dt, 1-0,1,2, ...,
-1

1

6En el ejercicio 32, pdgina 310 se definieron los polinomios de Legendre.



312

37.- Detenmina cudles de Los siguientes operadones Lineales de IR? en IR?
son simétnicos con el producto escalar orndinario.

T,(x , y) = {3x, 4y)
Talx , y) =(2x - y, x + 2y)
Tslx, y) = (~y, 4y - x)

35.- a) Demuestra que el operadon Lineal T : IR% + IR? definido por
Ti(x, y) = (2x, x) es un operador siméinico con el producto interno siguiente:

({xa, g1} | (x2, ¥2)) = xax2 - X142 - X20h + 211y

b) Obtén La mainiz M, asociada al operadon T referida a fa base cand

c] Obtén La.matrniz M, asociada al operadon T neferida a La base
A={1, 1), (1, 0)}.
d) 0Obtén La matrniz My asociada al operadon T neferida a La base

(7.%).(o-%)

e) De Las mtrnices My, M, y My obtenidas en Los incisos anteriores,
scudles son simétrnicas?

B =

§) :Qué caracteristica, en nelacifn al producto interno, tienen fas ba-
ses a Las cuales estdn neferidas Las matrnices My, M2 y My , para que estas
matrices sean o no sean simétrnicas?

39.- En el espacio vectornial de polinomics P = {ax + b | a,belR} se definen
el operadon Lineal T : P+ P y La funcibn (+ | *} : Px P> IR de £a s4-
gudiente manera:

Tlax + b) = bx + b

{ayx + by |a2x+ bz) -"%al(dz' b,y) *%bx(%bz = az)

a) Demuestra que el operadon T es un operadon simétrnico con el producto
interno definido.
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b) Sean fas bases By = {x, 1} y B, = {3x, Zx + 2} del espacio vecto-
rial P .

B) B2
Obtén Las matrices asociadas M(T)Bl y M(T)Bz , vernificando que La

matrniz que estd asociada a €a base que es ontononmal con el producto .interno da-
do es una matrniz simétrica.

7‘40.- En el espacio IR? se define el siguiente producto Linterno:

(Ix1, 1) | (x2, 42)) = xax2 - 1142 = X2t + 20142

En el mismo espacio se define fambién el operador £ineal
T(x, y} = {-y, y - x|

a) Comprueba que La matrniz asociada a T referida a La base candnica es
simétnica.

b) De acuerdo, con el inciso anteriorn, ;ée puede afimman que T es un
operadon simétrica con el producto interno definido? jPor qué?

¢) Comprueba que £a matriz asociada a T neferida a fa base
{(1, 1), (1,0)} es simétrica.

d) De acuendo con el inciso anterion, jse puede afirmar que T e un
operadon simétnico con el producto interno definido? ;Pon qué?

e) Utiliza La definicifn de operadon simétrico para determinan 84 T es
simétnico con el producto Lnterno defdinido,

41.- En ol espacio IR? se degine el siguiente producto interno
((x1, o) | {x2, ¥2)) = 5xax2 - 4x1y2 - 4x201 + 4ty
a) Demuestra que ef operadon T : IR? + IR? deginido por
Tlx, y) = (29, J % + 24)

es un operador simétnico con el producto inteans definido.
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b) Detenmina 84 La matrniz asociada a T nreferida a La base
B={(0,-7), (5,7
es una matriz siméirica.
¢) Silamatriz M(T) obtenida en ef inciso anterion no es simitrica,
nealiza -en fa base B-, Las modificaciones convenientes para tener una base B'

a §in de que M:: (T) &4 sea una matrniz simétrnica.

d)  ;Qué caracteristica tiene La base B' del inciso anterion para que fa
matniz asociada a T nreferdida a esa base sea simétrica?

42.- Se definen en oL espacio IR? un operadon Lineal T y un producto inter
no de La siguiente manera:

T(x, y) = {0, 4x + y)
((x1, n1) | (x2, g2]) = 17x1x2 + 4x1y2 + 4x201 + 1Y2

a) Verifica que se cumple La hipbtesis del teorema espectral, es decir,
T s un operador simétrnico (hewmitiano).

b] Demuestra que B = {(0, 1), {1, 4]} es una base cuya existencia ga-

hantiza el teonema; es decin, B es una base ontononmal de IR? construida
con vectores caracternfsticos de T .

c] Comprueba, de acuerdo con el teorema espectral, que Mg (T) es una ma
iz diagonal gonmada pon Los valornes caracterfsticos def operadon T .

43.- a] Determina cudles de Los siguientes operadores Lineales son antisimé-
Inicos con el producto escalar ordinario

T ¢ IR? IR2 » T;(X, y)

n

(-3y, 3x + 3y)
T, : R2Z > 1R?2, Tulx, yl = (-3y, 3x)

Ts : R*+>R*, Talx, 4, z) = {y, 2z - x, -2y)
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bl Para Los operadones antisiméinicos obitenidos en el inciso antenion, ves
nifiea que sus valores caracteristicos son imaginaniosd punos.

44.- En el espacio C® sobre C se define el operadon Lineal T : €2 + (2
de La siguiente manera:

Tla + bi, ¢ + di) = [d - L, -b + al)

a} Demuestra que el operadon T es hewnitiano con el producto escalan
ondinario definido en €

b) verifica que, al ser T hewmitiano, sus valones caracterisiicos son
neales.

45.- a) Pana el operadon T del efercicio anterior se iiene que, de acuerdo
al teonema espectral, existe una base orntonowmal B del espacio €2 construi-
da con vectones caractenfsticos de T , Obtén dicha base B .

b) Comprueba que Mg(T) ¢4 una matniz diagonal foamada por Los valores
caractenisticos obtenidos en el inciso b) del ejercicio 44.

c) Obtén una matriz diagonalizadona P construuida con Los vecfores de
2a base B, y verifica que es una matrniz unitaria.

d) Obtén La matniz asociada al operador T neferida a La base
A={{1+4 0}, (0, 1+4)})
e) Si MMT) es La matniz obtenida en ef inciso anterion, verifica que
M2T) = PHE(TIP, donde P* es La transpuesta-conjugada de fa matriz P obte
nida en el inciso c) .
46.- Sea el operadon Lineal T : €2 + §2 definido pox

Tla + bi, ¢ + di) = ((2a - d) + {2b + ¢)i, (b + 20) + (2d - a)d),

donde €2 estd definido sobnre el campo € .
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a) Obtén La nepresentacibn matricial del operadon T neferida a La base
{((r+4 0}, (0, 1+4)}.

b) De acuendo a £a matriz obtenida en el {nciso anterior, podemos afirmar
que T es un operadon henmitiano con el producto escalar ondinanio definido en
C . ;Pon qué?

e) S& T es hewmitiano, entonces el teorema espectrnal garantiza fa exis
tencia de una base ontonormal de €* constrida con vectores caracteristicos
de T . Obtén esta base.

d) Si B es fa base obtenida en ef inciso antenion, verifica que M(T)
es una matrniz diagonal gonmada por Los valones caracteristicos del operador T .

47.- Sea & ek conjunto de todas Las funciones complesas de variable neal en
el intevato [-a, a] tal que

a _ — a
f f1lx) g20x) dx = [ falx) §20x) ] =0
-2 -a
es decin,
a _ - ]
Felf:R>C|xe[-a,a], f Fuln) f20x) dx = [§ulx) falx) ] = 03
-a -a

Determing 84 ok operadon P : F » F definido por Plf) = i £ 4,
¥ e & es un operadon hermitiano con el producto interno

a _
ulg)=f T gla dx
-a

48.- Sea F el conjunto de lodas Las funciones neales continuas’ en el interva
20 [a, b] 4al que, para uma funcin fija p(x)eF ,

p(b) f(b) = p(a) f(a) = 0, ¥ f(x)eF

Detemina &4 ef operador de Sturm - Liouville T : F + F definido por
T(f) = (pf')' + qf , donde p y q 4don funciones §ijas de F , es un opera-
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don hemitiano con el producto interno

, |
(f ] gl - f £(x) 9(x) dx
a

Nota: f' utadeu’.uadapu)nemdé f con nespecto a x , es decdn, f'=%

Sugerencia para obtener la solucifn: La condicidén (T(f) | g) = (f | T(g))

exprésala como (T(f) | g) - (£ | T(g)) = 0 y luego integra por partes,

49.- Sea el espacio vectorial W = {{0, 0, x, ¢y, 0) | x,ycIR} y sea La trans-
formacibn Lineal T : W + IR® definida por

1 1 1 1 1
T{0, 0, x, y, 0) = Y, X, X, y —x
’ (/’[ 3 3 o '

Determing 64 T e& una transformacibn ontogonal con el producto escalar
ondinanio de IRS .

50.- De un operador ontogonal T : RR® + IR® con el producto escalar ordina-
nio se sabe que T(V3 , V&, VI) = (1, -1, 3). Considerando a Los vectores de
IR® como segmentos dinigidos en el espacio inidimensional, obtén un vector u
de IR® , contenido en el plano xy , 21al que T(u) = (3, 0, 3).

51.- a) En el ejencicio 3 def capitufo V , pdgina 223, se pidi demostrarn que
Lo transformacibn que nesulta de aplican A es un operadon £ineal.

Demuestha que dicho opernadon es ontogonal con el producto escafar or

b) Demuestra que el operadon Lineal &2 : IR? + IR? definido en el ejer
cicio 10 de La phaina 226 es también un operadorn ontogonal con ef producto esca
Lar ondinario.

¢) Comprueba que £as matrices asociadas a Ros operadones 4 y 4%, ne-
fonidas a La base candnica de IR? son ambas matrices ontogonales.

d) Comprueba que el producto de fas matrices del inciso anterior es Lam-
bién una matrniz ontogonal.
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52.- Sean Py y P, [Los espacios vectoriales de polinomios de grade menor o
<gual a uno y trnes, nespectivamente.

Una transformacibn Lineal T : Py + P; se define por

Tlax + b) %

bx3+-;-ax2-bx+b, ¥ (ax + b)eP,
Determina 44 La transformacifn T es ontogonal con el producto inteano
(§lx) | glx}} = §'(1) g"(1) + §(0) glo}, ¥ §,8¢P,

33.~ En el espacio vectorial D, de Las matrices diagonales de onden dos s0-
bre IR se define el siguiente producto Linterno

I a) 0 l b; 0
(A ] B) = =
0 az 0 bz ) M(AB]

Sea T una transfonmacibn Lineal T : D, + D, , donde D, es el espacio
vectorial de Las matrices escalanes de onden cuatro dedinida pon .

d, 0 1 0 d2 0 0 d, 0
T = — ¥ eD;
0 dz /2_ 0 0 d] 0 0 dz

al Demuesira que T e4 una transformacién orntogonal.

4 0
b} 84 v = [ ] verifica que £a transformacibn T preserva fa
0o -3],

nowma. de v, es decin, ||V || = ]| TV || .
_ -6 o
c) S4{ w-= vernifica que fa transformacibn T preserva el
0 g1,
dngulo entre v y w, es decin,

(v ] w) - (Tv) ] Tw) )
v w1 @ |11 T

cos 6 = donde v es el vee-
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ton del incisc anterion.
54.- Sea T : IR?® > IR® un operadon Lineal definide por
Tzl = (= (x + ¢), = (x - ¢), -2)
/7 v

al Demuesira que T es un cperador ontogonal con ef producto escalar or
dinaric . :

bt} Detewming 8L T se puede diagcralizar.

¢! Obzér fa nepresentacibn matricial de T, verificondo que tiene fa
foama que indica el tecrema de {a pdgina 295.

55.- Er ot espacic vectondlal M de Las matrnices cuadradas de onden dos se de-
Lire ot cpeonsden biveak S : M -+ M de Lo sigulente marera

Sl = AT, WA
2, Deruertra que S e un operadon crtuacrok con el producto {nterno

(4 1 21 = #(BTA), ¥ A,BeM

o=

Jetenmira L4 el crenaden S se puede diagonalizan.

r. CLtén Jo repnesentnoiln mirniciad de S, verdifdicande que tiene fa
Lorpa gue iniiro ok tennens, de Jo. phgina 295 e indica fa base a la cual eAld re

Lopida. nig. repredendpeiln meiniciok.

Ye.- L Jmperlorte que of elindiante aprenda a nelacinnor conceplos de fa mate
ritire cnv phublemas de ko Lizica. Tof es fo finalidad del presente efencicio.
Vrorleonemes, or tbhwingl ded B¥gebna Vinest un problema efementfal de ta mecdnd-
o b oopnsenkgrencs are ressndopr lombibn alqunos conceplos de nuesinc curso

ve sl lunlindes

Ln 2enmivns de Vo werdnirn, of problemn eh ol tiguiente,
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La particula de La figuna 1 es La péndola de un péndulo simple y, sobre
La: misma, en La posicibn mostradz, actdan as fuenzas F, y F, , 4indicadas
en fa §figuna 2, de magnitudes 20 y 30 newtons, respectivamente.

Obtén La suma de Las componentes F, y F, 4obre Los efes x y y ¢
sobne e, y e,
Ly

>y

Figura 1

En téminos del degebra Lineal, un planteamiento es el siguiente.

a) S{ La nonma (magnitud o mfdufo) de Fy, es || Fy || = 20 y La de
Fo, es || Fo || =30, entonces con Los datos de fLa figura 2 se caleulan Las
componentes escalarnes de Los vectores Fy y Fa sobre Los vectones i y
o, en othas palabras, se caleuwban Las coondenadas de F, y F, en fa base
B = {i, j} .

De La figura se tiene, pues, que:

F1= 'i+ j}

i
-

&
(&)

rz"

’

de donde. Los vectornes de coordenadas de Ty y T, en fa base B Son, nespee-

Ltivamende: [F,)B = i (Tz)“ =
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Pon Lo tanto, La suma de Las componentes de Fy, y F, 4obre el eje «x

es: IF, = ; Y sobre el efe y es: IF, = .

b) Considenando a A = {e, , e} como {a base de un sistema curvilineo
ontogonal (t, n) , tenemos entonces, de acuerdo con a figura 2, que fa ma-
tuiz transicibn de La base B = {i, j} a fa base A= {e, , e} es

¢) De fa figura 3 se puede establecer una negla de trans fonmacibn Lineal
del sistema (x, y) al sistema
(t, n}. Esta negla de transgorma-
ciin es:

Tix, y) = .

Figuwua 3

d) De esta manera, La .imagen -seain T - de Las componentes de F, y
F. en ta base B = {i, j} son fas comperentes de Fy, y F, en fa base

A = {Et , En} ; es decin, [(EF, TF) = T(EF,, SFy) -

por fo tanto, IF = y IF, =

e} Ponuestra que T, definide en 28 incise ¢) , es un operadon onto-

aonal con el preducteo escalar eadanarie.
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5) Verigica que £a nepneaenxauﬁn mamc,cai de T Ziene fa 5of:ma que {in
dica el teonema de La pdgma 295

g) Compreba que el operadon T preserva Las nonmas {Las magnitudes) de
Las fuenzas Fir ¢y F, (Esta caracteristica que-es muy importante en la fisica-
matemdtica se llama "invariante" . INVARIANTE es una cantidad matemdtica o fisi
ca que no: depende del sistema de cocrdenadas, es decir, que no se altera al .apli

cirsele determinadas transformaciones).
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Cxamen de %aﬁ//u/o

1.- Sea S = {ax? + bx + ¢ | a,b,celR} un espacio vectonial definide sobre el
campo de Los neales, en el gue se define La sigulente operacibn binaria

(p | ¢} = pl1)q(1) + plo)q(0) + pl2)ql2), ¥ p,qeS

Detenmina 84 La operacibn bimania (p | q) es un producto interno.

Nota: p(1) es el valor del polinomio p(x) evaluado en x = 1

Solucidn:

2.- Refaciona fas siguientes columnas escaibiendo en el parnéntesis de fa dere-
cha fa Letra que correspenda para compleian connectamente fa expresdbn de fa iz
quienda.
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Sea V un espacio con producto interno sobre el campo € . Entonces, 34
x,yeV y aeC :

Al (X ]yl - ( ) f(ox |7
() (x]y) >0
B) alx | y) = ( ) I(x]|x)=0
() lox | oy)
€} alx | y) = { ) Ix]|x>0
( ) (x]y)=0
D) 4i X # 70, entonces () (T[x
( ) (x| ay)
E) x, y &on orntogonales 84 () ly|Xx

3.- Domuesira que 84 v y w 4on ontogonafes, entonces cualquier miltiplo es
calarn de v, av, 2también es ontogonal al vector w .

Sofucidn:

4.- En el espacio vectornial UV de Las matrnices cuadradas de orden 2 x 3 s0-
bae ef campo € e define ef siquiente producto Lnterno

(A | B) = tn(A*8) , A A, BelV

Nota: A* es la conjugada-transpuesta de A
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Con el producto interno anterionmente definido, calcula:

L 0 3
a) La nomma de A =
1 ML 2+ L

b) ER angulo entre Los vectores

5.- Pana cada una de Las siguientes afinmaciones, escnibe en el panéntesdis co-
nespondiente una V84 La afinmacibn es verdadena y una F 84 et falsa.

1) Una condicibn necesaria y suficiente para yue un operadon Lineal sea
hemitiano es que su representacibn matricial, neferida a una tase ontogonak,
sea una matrniz hewmitiana o ___ ( )

11) Sea T un operadon ontogonaf. S< T{w) y T(v) "fowman" un dngu-
2o de 60° , entonces u y v tambifr "forman’ entne effos un dngulo de
60° , o { )
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111} Si T : V>V es un operadon hemitiano con un producto interno, y
La matniz asoclada @ T neferida a una base B de V es una matriz hermitis-
na, entonces se implica que B es orntononmal con ese producto interno _ | )

V) Sea T : V +V un operadon Lineal. S{ T es ontogonal con un pro-
ducto interno, entonces se garantiza que T se puede diagonalizan, es decin,
que T &e puede nepresentar con una matriz diagonal _ _ _ _ _ _ _ _ _ ( )

V) Sea T : V +V unoperadon Lineal. S& T es hewmitiano con un pro
ducto interno, entonces se garantiza que T se puede diagonalizar, es decin,
que T se puede representarn con una mairndiz diagonal _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ( )

VI) Sea T : V=V un operadon Lineal. Si Los valones caracterisiicos
del operadon T 4on todos neales, entonces se garantiza que T es hemitiano

VIT) Los valores caracteristicos de un operador antihenmiiiano son siem-
pre imaginarnios puros ( )

VITI) Sea T : V =+ V un operadon Lineal. S& T es ontogonal, entonces
se garantiza que sus valones caracteristicos son todos neales ()
IX) S& T : V>V es un operadon unifario con un producto interno, en-
tonces necesariamente es heamitiano con el mismo producto intenno _ _ _ | )

X) S{ T : V=V es un operadon hermitiano, entonces se garantiza fa
existencia de una base ontononmal de V §onmada por vectores caracteristicos
def operadon T : : { )

6.- Sean Los operadones Lineales T : R?2 » IRZ y S : IR? + IR? diinidos
de La siguiente manera:

Tix, y) = (2%, x + ¥}, Slx, y) = (0, 2x - 2y)
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a) Detemina 84 con 05 operadones Lineales T y S se verifdea La hipd
tesis del teonema espectral, es decin, detenmina 84 T y S son hemitianos
con el producto interno siguiente:

((xa, ya) | (x2, y2)) = 7%57 x1xz + 1’; (4192 - X242 - xath)

b) En ef caso que el operadon sea henmitiano, obtén La nrepresentacibn ma-
ticial diagonal def operador y La base orntonommal cuya existencia garantiza el
teonema espectrnal.

Solucibn:
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7.- Sea M el espacio vectorial sobre el campo de Los reales, donde

a 0
| a,belR
0 b

y sea el producto intewno (A | B) = tn(ABT) , A,BeM .

M =

a) Demuestrna que el operadorn Lineal T : M+ M definido pon T(A) = A,
¥ AeM , es un operador ortogonal.

-4 0 -11 0
, o0bitén una base
0 3], 0 2

ontononmal de M , empleando el proceso de Gram-Schmidt.

b) A partin de La base

Solucidn:
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Este examen estd dinigido al alumno que hecién termina un primer curso de
dlgebra Lineal dentro de Las carreras de ingenienia, y consia de dos partes.
La pante 1 contiene conceptos esenciales que el alumno debe responder con faci-
Lidad y £a parte 11, ejencicios que incluyen conceplos nepredentativos del dege
bra Lineal. Los nesultados de Los efercicios de La parte 11 de este examen se
presentan después de Los enunciados, a §in de que Los compares con Los que fu
obtengas.

PARTE 1

1.- Identifica cudles de Las siguientes ecuaciones son Lineales y escribe una
X en el paréntesis conrespondiente. [(las L{ncbgnitas se nrepresentan por Las Le-
thas x, ¥, z).

(1 x=8 () 2x*-3=09, ( ) Trx+(5en%ly=0.
() x+xy+y=0 ( } Ixelyslzes, () seX+4y<r
( ).Y=-]{(X-Z). () xM2+yt/2 2 ( ) y-2z=6

2.- ;Qué es La solucifn de un sistema de ecuaciones £ineales?

3.- iCudl es La difenencia entre una matrniz y un determinante?

4.- Escnlbe una V o una F en el paréntesis que corresponde a cada afiuma-
‘elfn segin dea verdadera o falsa, respectivamente.

a) la invernsa de una matrniz, 84 existe, es dnica { )

b} Una matrniz de orden m x n, m # n, puede tener {nversa _ ( )
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e) Si A es una mtrniz deonden 3 x4, y B de 3 x 3, entonces &£
producto AB es una matniz de orden 4 x 3 ( 1

— ——————— —— — — — ——

d) Lla multiplicacifn de matrnices es conmutativa ( )

e) S{ una matrniz es Singular, entonces su determinante es nulo ()

5.- :Qué propiedades adicionales debe cumplin un anillo para ser un campo?

6.~ (Qué es un Lsomorfismo entre ghupos?

7.- ¢Qué es un espacio vectornial?

8.- Escnibeuna V o una F en el panéntesis que corresponde a cada una de
Las siguientes afinmaciones segdn sean verdaderas o falsas, respectivamente.,

a) Sean Xy, X2, Xs, Xy vectones de un espacio vectonial. S4
;1 = Z-Jzz + 3?(-3 - -)Zu. , enfonces of conjunta {-JZ), Yz, Ea, Ih} es Lineaflmente

— o ———— — —— — T A — — — - Gut mt e e Gm b G G v — — o——

— e — e — — — —— — — o —— e —— = e fme Gme e Gmm Gma S m—— — — " e Gom T

c) S<un confjunto B genera a un espacio vectorial W , entonces necesa
riamente B es una base de W ( )

d) Todo espacio vectonial es una variedad &ineal _ ( )
e) S4{ el wronshiano de un conjunto de funciones es nulo, entonces dicho
confunto es Linealmente dependiente ( )

—————— —— — t— — —— — — — —— — —
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9.~ Qué es una transformacién, y cudndo es Lineal?

10.- ;Qué€ es el nicleo de una trhansformacién Lineal?

11.- ;Qué son Los valores y vectores caractenisticos de un operador Lineal?

12.- 1Indica, escnibiendo una X en el paréntesis comrespondiente, cudles de
Las siguientes propiedades deben cumplirse para que una funcifn
(¢« ] ) : VxV+C sea un producto interno

Sean x,y,zeV y aeC

() xX|9=1(y]|x () |9 =1(F]x

() x]x =0 () X+ 1D =X|2+1ly]2
() (x]|x) <0 () xX]oy) = lax |y

() rygl2=6l¥z () ®|oy =alx|?

() lax |y [ ) () (ox | of) = a?(x | )

() | () [

(X|X) >0, 8i X#7T

13.- ¢Qué es un conjunto orniononmal. de vectones?

14.- Relaciona Las siguientes columnas esciibiendo en Los panéntesis de La de-
recha La Letrha que cormrespenda para completan correctamente Los emunciados de
La columna {zquierda.

Nota: No todos Los panéntesis LLevan Letra.

Sea T : V>V un operadon Lineal. S<i u,v,weV entonces
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() (T(v) | w)
A) T es un operadon unitario 84 .. | ) (T(v) | w)

"

- (v | T{w))

(w | T(v]]
() (@] v) =~ (T | T{v))
8) T es un operador antihemitia | ) (T(a) | T(V)) = (& | V)
() ATV | wh) = (v | Tw))
C) T es un operador hermitiane () (T | v) = (T(v) | w)

() (T | T@)= - (T(V) | Tw))

15.- ;0ué es el dlgebra Lineal?

PARTE 11

1.- Sea el sistema de ecuaciones Lineales nc homogéneo

Zxp + 3x2 + 3x3 + 3x4 = 3
Zxy - 3x5 - 3x3 = 6

6xs - Ox3 + 2x, = 6
X1 - X2 ¥+ EXs = -5

a) Detemdina cof valon de £ paxra que el sdistema de ecuaciones no Zenga
sciucion,

b} Deteamina el valen ¢ Fes valotes de f para que el sisfema de ecuacio
nes tenga Acfucibn dndea con xy = 0.

2.- 0btén, 84 existe, La mainiz X que satisface fa ecuacibn matnicial

AG + (X = X0+ E
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donde,
[ 2 3 0 0 2 0 0
A=] o0 B=[o 1 1], ¢c=|0 3 o D=|-1 2 0
-1, 0o 0 3], -1 0 2],
1 2 2
E=1]1 0 0
1 -1 -1
3.- Detenmina 84 el sistema (2° , *) ¢4 un grupo, donde
2 = {(my, my, ms] | my,my,meZ} y La operacifn % estd definida pon
(a,b,c) * (x,y,2) = (a+x -2, b+y+12 ¢+ 2+ 12
En caso de sen (Z° , #) un grupo, obtén el inverso de (2, -2, -2} .
4.- Determina cudles de Los sigulentes conjuntos son subespacios del espacio
vectorial IR?
a) Ux,y) | x+yg =0, x,yeR}
b) {x,y) | x+y =1, x,yelR}
e) {lx,g) | y-x*=0, xyeIR}
5.- Deteumina 84 es posible expresan el veetor (-3, 3, -5] como una combina-

cifn Lineal de Los vectones del conjunto

60-

a) A= {0, 1, 3), (1, 0, 2)}

b’ B {(I' 4: "2): (’2: 31 9]}

Sean Los espacios vecloniales V y W generados, respectivamente, pon Los
conjuntos de vectores

(, -1, 0, (2, 1, 3), (-1, -2, -3)}} ¢ ({1, 2, 1}, (2, 3, 3), (3, 5 4)} .
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a) Obtén el espacio interseceidn V N W
b) Cbtén una base y La dimensién del espacio V N W

7.- Sean fLos espacios vectoriales IR? y P = {ax + b | a,belR} sobre el campo
de Los neales.

Detenina cudles de Las siguientes inansformacdlones son Lineales:

T, : R2+P, Tila,b) = abx + (b - a)

T. : R?+P, Tola,b) = (3a - 2b)x

&.- Sea ! el espacio de Las matrnices cuadradas de onden dos y sea La thans-
fonmacitn Lineal T : IR? » M definida pon

Y X -z -2 0
Tix,y,z) = A donde A =
Yy g J, 0 1

Cbtén el neconido y el nicleo de La transformacién T .

9.- Sean T : IR?+IR? y 8 : IR? » IR? dos transformaciones Lineales ta-
(1, 00, (1, 1)} ¢ B={(-1, 0], (2, 1)} se tie
ne que

16 -1 0
T MT o s5) -
B 1 A A B

dinde M (S) indica la matriz asocinda o S neferida a fas bases A del domi-

~

nic de S y B del codominic de S .

Les que, ranc fas bases A

3

al Obtén Lo matrniz asociada a T neferdida a La base B del dominio y

A def codomirdio de T .

b) Dedenmira fa negla de cennespondencin de P2 *rawsiommacién T .
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10.- Sea T : IR* + IR* un operador Lineal definido pon
Tix,y,2,w) = (y+ 2z, 2, 0, x + y + 2z}
a} 0btén Los valonres y vectornes caracternisticos del operador T .

b) :iSe puede nepresentan el operador T porn una matrniz diagonal? En ca
50 afimmativo, obtén dicha matrniz diagonal.

11.- Los valonres caractenisiicos de un operadon Lineal T : IRZ + IR? son -1
¥y 5. S4 un veeton caractenistico asociado al valorn -1 es (6, 0), y un vee-

ton canactenistico asociado a 5 es (1, -1), obtén La negla de asignacidn
del operador T .

12.- En el espacio veetornial de Los polinomios P = {ax + b | a,belR} 4sobre
el campo de Los neales se¢ define La operacifn binarnia * de La siguiente mane-
nas

§*9=(§]a)=7601g0) +F§101g"(0), ¥,geP
donde 6'=;§6, g'=a%g

Determina 84 La operacibn binaria * e8 un producto Anterno.

13.- ER conjunto B = {(2, 0, 0), (0, 2, 0}, (0, 1, 1)} b una base del espa-
cio vectorial IR3?

a) Caleula el dngulo que forman entre &L Los vectores del conjunto B
con el producto Lnterno

(Ix1, y1, z1) | (x2, y2, 22)) = % (xax2 + thy2 + 52322) - % (4122 + 2342)

b) Caleula fa noama de cada uno de Los vectores del conjunto B con el
producto Linterno definido en el inciso anterion.

¢) De acuerdo con Los nesultados obtenidos, ;es el conjunto B una base
ontononmal de IR® con el producte interro deginido en el inciso a) ?
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14.- En el espacio euclidiano IR? se define el siguiente operadorn Lineal
Tix,y) = (3x + y, x + y)

a) 0bitén La nepresentacidn matrnicial de T neferida a La base
B ={(3, 1), (1, 1]}

b} De acuendo con La matrniz obtenida en el .inciso anternion, ;se puede
agiman que el operadon T es hemitiano? ;Pon qué?

c) GE8 T un operador hewmitiano?

Nota: Recuerda que, en este tema, el término "espacio euclidiano” alude a un
espacio IR™ con el producto escalar ordinario.

15.- En el espacio vectonial €2 sobre € se define el operadon Lineal
T : €%+ (% de fa siguiente manera:
Tla + bi, ¢ + di} = {-b + af, d - e}
Determina 84 T es un operador unitario con el producto escalar ordinario

complejo y, en caso afimativo, obtén La matriz diagonal que nepresenta a T
gormada pon Los valores caracternisticos.

RESPUESTAS
1.- a) B = -4
b) B= 6
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9.-

(2% , *#} &L es un gaupo.

EL {nvenso de (2, -2, -2} e (2, -2, -2}

al

b)

¢)

a)

b}

al

b)

Ty

T2

Si es subespacio

No es subespacio

No es subespacio

No es posible

Si es posible

vnw={(x, x, 2x} | xeR}

Una base es ({1, 1, 2]}

dim (VN W) =1

no es Lineal

3L es Lineal

N(T} = {[x, 0, x) | xeIR}

X iy
T(IR?) = 1 ] | x,yelR
- Ex - ?'x

Otna manera de expresar ef recowrnido es

2x y
T(IR?} = | xeR
-X -X

a)




338

100-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

b)

a)

T(x, 4} = (x - 4, y)

11 = Az = Aa = lq =

Los vectornes caracteristicos asocdados son:

{10, 0, 0, k) | k # 0, kelR}

b)

T no se puede representarn por una matrniz diagonal.

Tix,y} = [~x =6y, 5y}

St

a)

b}

e}

al

b)

e)

T

es un producto fnterno.

Los vectones de B fonman entne 84 un dngulo de 90°
La nonma de cada uno de Los veclones de B es fgual a uno.

Si; B es una base orntononmal,

No; ponque Lo base a fa cual esid refenida no es ontonoumal.
ST; T es hemiltiano.

es unitanio.

La mainiz diagenal. que represerda a T ¢4
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a)

b}

el

N
noon

=
L}

& N
[]
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(]

Qeé@éawﬂéba

CAPITULO I

EJERCICI0S PROPUESTOS

k)

by ST
2ky + 4k, - 5, ¥ kikse R
Aro&gc‘{,oneé‘ particulares son:

0' X =1

-5 y =1

o, z =1

ky

ka

ks

I - 6!?.1 - 6&2 - 6’".3, ¥k1,k2,k3 e R
soluciones parnticulares son:

1 X = -5
¢ - y-=
0 zZ-=
0, w-=
k

-k k¢RT
pwiticulares:

= -2

339



340

[}
—
1
e
o

2- a) x

~N
n u
LA T
1
=
ol
-
=
m
=
/

b} X1 = 0, Xa = -2, X3 = 1

e) x =12, y=0, z=-1, w=4
d) No tiene sofucidn

e) x=35 y=20, z =4, w=-13
| 1 1 ] |
£) X1 =3, X227, X %3

3- Pana que no tenga solucibn, B = 0

4- a) TIncompatible &L R =1

b] No existe valor alguwo de ke R que haga que ef sistema
dea compatible indeterminado

c) Compatible determinado ¥ he R, k#1
.3
5- a=16, b=13, ¢=20

6- z) = 3 + 44, z2o = 1 + A, Za =1 -4

7— a) x=.y=z=0

b) x =10
y=-§k
z=~"h YkeR
el x=y=2z=290
dl x = -k
y = -k
z= k
w= -3k ¥YRe R
.13
§- n = zk
A=-77-k

t="hr ¥Y¥helR
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9- a} 7
by C

10- Compresones: Z miLlones
Medidones: 0.5 millones
Vdevulas: 0.25 millones
Reguladores : 1 milLeén

171- 280 pesos

EJERCICIOS ADICIONALES

11} Cy?
111) A

b)

E N W
"
1
=
1
~3
o~

e} X=70-—§kx+k.z

Z=’Z1
W‘-'f?.z V'le,’?.zem
dl x=4, y=z=w=-2

3-  Para que el sistema tenga solucidn, a. =5
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a) x1 = &
Xz‘-‘kz
X3 = =3ky - 2ka
Xy = Zkl + k.z V‘kl,kz e R
b) x=y=2=20
c) x=-£5]-k
u=-i§k
z = -14k
we=Fk ¥Re R
1
k=7
la so0fucifn general es:
_ 1
X-zw
Y- Lo
z=-2-w Ywe R
Una sofucién parnticular es:
x=1, y=4, z=1, w=é
Ampresona = § 500
disco = $ 450
microprocesadorn = § 550
pantalla = $ 300
{z -1,3)
X.1=0
X.2=0
X3=-k
xy = Rk ¥YRe R



10-

11-

12-

13.-

14-

15-

a)

b

e)

a)

b}

Para que el sistema de ecuaciones sea compatible determinado,

R#2 y ¥%aelR

Para que sea compatible indetewmimado, k=2 y a=12

Pana que sea incompatible, k=2 y o#?

x=12, y=1

Se tienen dos soluclones:

Una sofucién: X

L]
..hn
w

]

~

la otna sofucibn: x 3,

1]
L}
N

-

1}
Lo

K>-2, K¢ 12

Se tienen dos soluciones:

Una sofucion:

Nimerno de alwnnos con 10 : 4
Nimeno de alumnos con : 1
Nimeno de alwnnos con 6 3 7
Ndmero de alumnos con 4 : §
La otna so0lucion:

Nimere de alumnos con 10 : 2
Nimero de aluwnnes con : 5
Ndmeno de alumnos con 6 : 5
Nidmene de alumnos con 4 : §

[~
n

ey

03] =

-2, y=%, z=2, w=-

400 hm
= 3 horas ; e

2 horas, 24 min

343
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16- Pnimen obrero: 2 horas
Segundo y tercen obrenos: 4 honas

EXAMEN DE CAPITULO

1-  Solucién general:

~23 + Zxy + X3 - 4%,

X1

Xg = 8§ + X4

Una solucibn panticular:

x, = ~-23, X2 = X3 = Xy = 0, Xs = §

Otna solucldn parnticularn:

Xy =9, X2 =ZX3=Xs=10, x4=-§

-2

n

2- a) Paa a , el sistema es Lncompatible

-Pana a =1, ol sistema es compatible .ndeteminade

Pana todo a e IR, -a #1, a# -2, el sistema es compatible deto;i
minado

1 - ky - ke

o
e
n

f?.;

w
1

kl,féz e R

N
n
~

N

4- Producto A : 3 undidades
Producto B : 1 undidad
Producto € : 1 unddad
Producte D : 1 unidad
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CAPITULO II

EJERCICIOS PROPUESTOS

2.- 11 4 6 N 5]
T 15 0
AB = 10 0
7 17 -10 5 7
KL R TR T RS ]
3.- S ]
10 0 o0
we |24 0 o0
o o0 o0 o0
o o0 o0 0
]

9.- C es hewmitiana
D e antihemitiana

_ n . cos né sen nb
.- o) H [-Aen nd  cos ne] » neN

Te sugernimos demostrarn su validez pon induceién matemdtica

12.- ES& nilpotente de indice 3

13.- 1 0 0 0 0
& = 3 1 0 E2 = |0 1
0 0 1 i 0
14.- 1 1 0
P = 1 2 0
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B 5 7]
15.- 3 -7 7
A=|-3 4 -1
3 1
I N
1
) 0 7 0
16.- A7} =
izg 3
I -7 0

7 -4 -7
17.- x=% 0 1 0
30
] "'6 0
18.' X=-6~
10 -1

Sobre el tema de "ecuaciones matriciales" te sugerimos con-

sultar "Algebra Lineal" de E. Solar y L. Speziale, piginas 357-360

20.- A no es ontogonal
B 4L es ontogonal

21.- C &% es unitania



22,- 1.- {C)
2.- (B)
3.- (H)
1 4 -6 ) 0 -64 7 0 -3+ 54
23,- A=B+C+1D-= 7 t g ' tg _
-6 -36 &L 0 3+ 5¢ 0
24.- a) a=hki{, ¥kelR
b= -4£
c=3+12
d=-4

25,- 11 = 14, 12 = 22, 13 = '36, Vz = -228

26.- a) 10; par
par

b) 0;

el 21; Aimpan
nin - 1)

d) —

27.- a) Vendadero
b) ai1 az22 ass auy ass
A1; Q22 Q35 Q43 QAsy
Q1] A22 Q34 Ays As53
e) Verdadero
d m=3, n=25

28.- det (A} = - a1y az1 @32 Ays * A1y Q22 A31 Qu3

(La definicién de determinante que estamos considerande es la que dan
los profesores Eduardo Solar y Leda Speziale en su libro de Algebra Lineal, pé

gina 430)

29.- det(B) = 1

4 -1 0 4 -1 0
30.- B=| 3 2 y c=|3 2 1
-1 0 0 0 5 0

347
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31.- a) -22, b) -22

32.- b) Cada uno de £0s determinantes vale 64

33,- a) (a + b)?

b} o0

e -1
34.~ deti{A) = 3; det{B) = 136
35.- Volumen = 88 unidades de volumen

36,- b) x2+yt-Tx-4y=20

37.- det(A) = 0

1
-—

38.- a] det(A)

b) det(B) = -3
c) det(C) = -1
39,- b =-2
40.- det(B} =1
41.- ¥$aclR, b=-2
42.- a) 0 g 0
0 0 0
0 0 0
b) adj(B} = B
43,- a) E'=E
. -2 . ¢ ¢
-1 _ _ 1 . _
b) F'=-3 7 ! 1
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1e -4 0
el G!=]-20 -74 -7
3L -1 0
44.- 3, -3, 0
45.- X2 = 1

EJERCICIOS ADICIONALES

2,- a) M* =M M es idempotente
b) N2 =N N es {dempotente

32 -36 -27 9 -4
3.- AB = 5 4 21 ~14 16
-11 7 4 - 4 0
3 -1 1 5 2
]
Panticion de A: A =|-1 g__i__g_____l_
' -2 0 ! -1 0
4,- Azl =[1 -2]
6.- X=A
7 2 3 13
7.- a) G*=]0 i 21; g¥=1o 1'; 3
0 0 0 0
1 n ~% (n+ 1)
by 6" =0 1 n
0 0 1
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2 -
10.- Una matriz P es l: :]
5 !

11.

12.

13.

14,

19.

21,

4 3
Otha matniz P es .
. 10 -3

i1
X =
1 -4
_203]
B
X = 0| 140
7]

(F)
(v)
(V)
(F}
(F)

a, az by by,
S{ A= Y B =

1] Az2 0 622
ta condieidn s ke 2

con n azg = B;
6 1 2 5

Un ejemplo es: A = y B =



22."

24.

26.

27.

29.-

30.-

16

3 (3+ 1), donde n es ef orden de fa matriz

(-1)2? Si n es pan, determinante = -1
S{ n e dmpar, determinante = 1

bl (a; - az) by - by)

b) 0, -1, 3
e) 0, -1, 3,3

_ 1 _ 1
Qs iy s = 770

]
’Z<?

EXAMEN DE CAPITULO
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4.~ a) det(A) = -1

1 2
b) A=] 0 1 2
-2 0

5- w= -2
CAPITULO III
EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- a-) AxA-= {(aoa): ((1,'8}, (B,O'-), (B:Bl}

b)




2.-

c)

d}

al

b)

el

al

c)

d]

a)

b)

a)

e)

SI{; 4§ yg sonoperaciones binarins

633

No

9 P 6= 36

1 ¢ 7T =1 ® 6 no se puede efeciuar

3@ 315
L

S
No
No
No

* 8 cevada en A
A no es cernada en B

{-2}+{-2} = 0

353
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7.- SL es guupo abelianc

8.~ S{ es grupo

10.- a) 0
b) &
c) -2

11.- a) 1. S&
2. Si; el idéntico o neutno es u

3. ST; el inveso de a es ¢
el invernso de b es b -
el invenso de ¢ e a
el {nverso de u es u

4. No es asociativa

b) No es grupo

16.- es anillo

[4
&~

17.- b} Anillo conmutativo con unidad y también dominio entero
c) Porque existen divisores propdos de cero

18.- Sk

19.- a) Anillo conmutativo con unidad
b} S&

20.- S&

21.- S&



22.- b)

24.- No -

1.- a)

b)

e)

d)

30" a.)

e
'
7]
fal}

-~
.
L}

355

SL es homomonfismo

EJERCICIOS ADICIONALES

Ley cancefativa m EL elemento « pertenece a G

1«7 =1 Lagcuaoidn ?*x=20, x €6, ad-
mite mds de una so0fucidn

Conmutatividad

Se puede constrwin fa siguiente tabla qué muestw que ({0,1,2,3}, @ }
un guupo abeliano '

mi

@l o1 ]2]s3
0
1
2
3

N = |a|w

wlMa~]lo
DM -
i T =1
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§.- (V, #) es un grupo

9.- aj '%
b) a=%%

11.- SZ es ghuypo

12,- S84 es grupo

13.- a} Es el confunto vaclo, {} =¢
b} B'= {I1,2) =B
e} SI es anillo

15.- a) 1. Ne

2. $&
3. 84
4, Mo
5. S&

b) Ninguno es ghupo

16.- Si es menodde {0 semigrupo ccn unidad)
17.- a) (4,4)
b] [X,y] = ['5'3;

18.- No fonma estnuclura aﬁgob)mlca‘dgwta (No es campo, wo es anillo)



20.- b)
e}
d
21.- Sk
23.- a)
b)
24.- a)
b)
27.- ¢}
28.- a)
b)
29.- S§;
30‘.- a)
b)

31.- b) Una funcifn § que establece un .{somondismn enine dichos anures ea:

Es anillo conmutativo, pero no es anillo con unidad

S

No

EL ceno del ecampo es: 0 + 0 V7

La unidad del campo es:
La solucibn es 4 + 0 VT
= - -3

Xs I’ y’z

x =2, y=20

1+ /7

* e a b | e
e e a b c
a a e e b
b b e e a
c e [ b [ alf e

SL es Lsomenifismo
§ e un homomonfismo
S{ es gnupo abeliano

SL es Lsomoniismo

357
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32.- § no ¢s homomorgisme
g AL es homomorgismo

33.- a*bs=sa+b-29, ¥a,bel
34.- SL es Lsomonfismo

35.- a) 1) ¢ ro es inyectiva, ni suprayeetiva
g ¢4 biyectiva

11} § no es monfismo
AL es monfismo

111} g es un Lsomonrgiamo

b} No

EXAMEN DE CAPITULO

1.- Si es grupo

2.- ST es anillo

3.- a) EL nesultado connecto es
b) EL nesultado comrecto es [E]

4.- No es Lsomongismo



10-

11,

12.-

13.-

]40'

CAPITULO IV

EJERCICIOS PROPUESTOS

La pnopéedqd que no se cumple es

No

No

No

No
St

Porque no se cunple La cerradura de La multiplicacién por escalar

SL

k=-8§

a} v = (3,-1) =0v+ (L%)Uz‘i- 0 v,
b) v =(3,-1) =iy + 0w+ ws

e) ve=(3,-1)=u *u *+ 2

a) k#0

b] h =0, _h{il/f ‘

a) A es Linealmente iidependiente

359
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b) B es Linealmente {independiente

15.- A no genea R®

16.- a} Un conjunto es A = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)}

b] Un conjunto es B = {(1,0,0}, (-8,0,0}, (0,1,0}, (0,6,0)}

1]

17.- a) Base = {(1,-3,2), (2,4,1), (1,1,1)}

b) (1,0,0) = 3 1,-3,2) +§ (2,4,1) + (- Ly n,0,m)
1 1 3
(0,1,00 = - 7 (1,-3,2) - 5 {2,4,1) + 3 (1,1,1)
(0,0,1) = - (1,-3,2) - 2 (2,4,1) + 5 (1,1,1]

18.- a] Para La demostracibn pedida te sugerimos expresar el conjunto V de
La sigulente manera:

<
[

= {{x,4,2) | 3x - y + 22 = 0, x,y,zelR}

<
[]

{(x,3x + 22,z) | x,z eIR}

siendo V un espacio vectornial sobre IR

b) Una base es: {I(1,3,0), (0,2,1)} y dimV =2
c) Para demostrarlo te sugerimod expresar W de La siguiente manera:
w={{x,x,-x) | x IR}

d} Una base de W es: {(1,1,-1)} ¢y dimW =1

§) EL conjunto {v,,vy | vi,v2 eV, v;,v2 £ W} no es un conjunto genera-
dor de U porque, precisamente, v, y vV, no pertenecen a W



19.-

20.-

230-

240-

25.-

al Una base e

b) Una base es

a) Una base es

b} Ura base es

L[]
—

{1+4} y dim ¢

n
o~

{1, y dim¢
{{1,0), (0,£)} y dim¢€? =2

{{1,0), (£,0), (0,1), (0,4)} y dim¢* = 4

a) oy =0 =ay oy =0

b) dependiente

¢) 4dndependiente

d) W= oV + azvz + Q3Vs + Vs

e) dependiente

Una base es {x*2x%, 3x+1} y dimS =2

361

b) (3,-1,2)

al Una base es

L

b} dimM =2
e) 6 -3 2 -1 0 0
=3 + 0
0 0 0 0 0 ]
A= -1
11
13 6
M:=
1 7
I3 I3
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= o 1 2
29. (V}Bz i (- ‘3— ? 1' 3-)

30.- al (Vlg = (0,0,-3)
bl [V)g = (-3,0,3)
e) [plg, = (1,1,7)
a 0
31.-v=[ :I|aeIR ; dimV = 1
-a a
32.- 1)
11}
111)
w @
v)

VI} ... §(G} es Lineatmente dependiente y, por Lo tanto, el conjunto
G es Linealmente dependiente. | ‘ '

34.- 1)
11)
111)
) ()
35.- a) L{A.) = R®
b} tres

c) thes



36.- aj
c)
37.- a)
b}
35.- a)
d)

§)

363

{tna base: 1 -2 0 0 0 0
0 ol , |1 o, le. 1
dimV = 3
G ne es wuna base de V ponque es Lineafmente dependiente
Las matiices M y N Lienen el mismo espacic renglon
Los irxes espacics son isomonfos entre 84
lna base: {x2, x, 1} y déimP =
Una base: {x%-2, x-6} y dim W= 2

Si; ponrque ftodes Los vectornes de 'H pertenecen al espacio vectorial

W; ademds, cualquien vectorn de W se puede QXP)LGACUL como una canrbx.munr Li-
neal de Los vectones de H ‘

gl

39.- a)

b)

c)

d}

e)

No; ponque H cs Linealmente dependiente

= {ax? - 3a | aeR}
dim P=1, damM=1 = son Lsomorngos
Una base es: {(3,-1}}

f:pP—V, flax? - 3a} = {3a, -a]

Base de P : {x% - 3}

! 0
Base de M - ‘
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41.- EL espaclc acfucidn es:

i f 6., 6
S = ,(gx, 151<,:<)if<em

Una base 2s: {[-6, 6, 5}} y dim S =1
42.- k=6
43.- EL conjunto solucifn expresado como variedad Lineal es:
S ={(-z0,z) + {4,0,0) | zcR}
44.- a) a=3, b=6b
b) Un apoyo es 'Jo = {-1,0,1)
e} S= {(x,-1, x;, 1) | % eIi!t}.
450 L= {10,0,00 + (4, 1, §))
46.~ ST es un subespacio vectornial
47.- a} F, no es subespacio de F
b} F, &1 es subespacic de F
e} F3 44 es subespacic de T
dl F, nc 24 subespaeio de F
48.- Ts Lincalmente dependienic
49.- b1 (4lx)), = 12,7)
50.- a] Wix) =0

b} Es Lineslmente deresdiente



-1
.
1

Io:"'

365

EJERCICIOS ADICIONALES

ST es espucic vectforial

a)

k)

Ne

el
Q

EL conjunte F &% es un espacio veciornial sebre of campe K

Le dndco que ne sc¢ cumple ed:

b)

a}

cl

a)

L&
-

~
(¢
—

el

(a+ BV =aV+BV, para v =1

A= {x%qlx) + 1| qlx} es un polinomic de cudfeuien grade}

EZ apoye es U; = 1

(F)

19

{F)

(v ]

B

3L

ne

y.¢

es

4

es

(2]

cA

{ es

subespacic

subespacic

subespacic

subespacic

subespacie

subespacic

Subedacde

tubesnacde
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14.

16.-

17.-

190_

20.-

23.-

26.-

27.-

EL conjunto A no es subehpdcio’ -
ER conjunto B &1 es subespacio

fa.)} A o es subespacio

b) B no es subespacio
e) C 51 es subespacio

S es un subespacio vectonial de F

al A AL e Aube,apg.u'.o.
b) B ,“" eA Aubupaoéo
c) C no es subespacio
d)‘ D &1 es subespacio
2) E &1 es subespacio
S es un subespacio veetonrial
a) A no es subespacio
bl B no es subespacio
e)] C &% es subespacio

10, dim B = 6

b) dim A -
b) din W = 2
B# T

Una base es {(1,0,0), (0,1,0), [0,0,1)}

dim B = 3



2§.- b) No; porque el conjunto N no puede ser Linealmente Lndependiente ya
que dim B® = 3
29.- a) A es Lincalmente dependiente
b) B es Linealmente independiente
306.- a) A= {(x,y) | v = x?}
B={(x,y} | y=x- 3}
C={[X,U} l y:-x}
b) S6Lo C es un subespacio de IR2
¢) Una base de C es, B = {{1,-1)} y dimC =1
31.- a) AN 8= {la,b,atb) | a,b R}
b) dim (AN B) = 2 y una base de AN B es: {l(1,0,1), (0,1,1)}
] 0 0
32.- a) Ura base es 0 1 0 y dim V = 3
of, lol,]1
by x 41, x#-2
2 1 -
e) vs=| 5) =3 1} + (-1)]-2| + 0} 1
-7 - 1 1

otha manera ca: v

IR

367
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35.- b) Llas coondenadas del vecton (a,b) en La base crdenada B scn:

a  ylaxa - bxy) axz - bxy

Q T —— - a = __..’ ————
! X, X1 (X2¢) - x1¢2] ’ 2 X241 - X2

36.- b) Una base del espacic A es:
{1, x-x?, x%-x3%}
Y, pon Lo tanto, dim A = 3

37.- b} Una base es: {1, 3x%-18x} y dimt = 2

38.- x -y+ 2z

(1]

x-3y-w

39.- a] Una base de V es ek conjunto B = {(12,-1,3)}
Porn Lo tanto, dim V = 1

bl W= {(a, 3b, b-4a) | a,b cIR}
c) No; basta observar que dim V # dim W
40.- a) EL confunto E 4% es una base de F

b) Escalares que hacen posible expresan & v come une comhinacién (-
neal de Los vectores 3, x+8, x-1 4on

6 0 -1 0 -2 0
0 él, 0 -1y, ¢ -2
ya que enfonced: ‘
_ 6 0 -1 0 -7 ¢
ve -3x+ 12 = (3) + (x+8) + {x-1)
0 6 o -1 ¢ -2
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0tna manena es La sdigulente:

1 0 0 !
41.- a) ‘ ; dim V=2
![a -]]' L (] !
b a b 1 (a-6b] -6 1 1 (2 6b] é 1
= - a-6 + até
0 -a 1z 0 6 7z 0 -é

¢l SZ, porque G s Linealmente independiente y genera ¢l espacio V

10
; dimW =1
0 -1
A 0 ;e I
=-za vtz a
0 -a 5o of P70 -

g} No; ponque Los vectores de G no pentenecen al espacio W

h)ao {
0-a-8

£) No, ponque Los vectones de H no perntenecen a W

- -
-1 0 68 0
i) ;
o 1), Lo -e
otho eb 2 0 -6 0 -14 0
0o -2i, 0 6], 0 14 , ete.

42.- b} Una base de M es

e)
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por Lo tanto, dim M = 3

e) H y B son de ba misma dimensidn y estdn definides sobre el misme
campe. Una funcibn biyeetiva f : M + BY estd definida de La siguwiente mane-

na:

¥, esta funcibn satisface Las condiciones de Lsomongismo entre espacicsd vecto-

sdakles:
a, b; as bz (481 bl az b2
f » o+ = f @f
b; R bz (¥ bl (451 bz C2
a b @ a b
f lk =k f
b c b e

L0 cual demuesina que Los espacios vectoniales M y B® son i{somornfos

[ & 0 1 11 10 7 2
43.- a) = (a+b) +a + 0 + 0
b b 1§ 1 2 2 0 0 2 2z
También se puede esernibin, entrne otrhas, de La sigulente manera:
a b 0 ] 1 2 1 0 2 2
= [a+b) + {a+1) + + 2
b b ] 2 2 0 0 z 2
c) (-U-)A = (2’21
44.- a) {la+bi, b+ai} | a,b eR}
b) {(1,4), (£,1)}

Dimesion igual a 2



c)

Con

R2

45.- b) (U)B = (~4,-3)

el
d)
46.- a)
b)
47.- M:

48.~ Como G es un subespacio de F , entonces G es también una variedad

Lineak

. 49.-

51.-

Lineatmente dependiente

a)

Con IR?

VN w={(7, 0, k) | kelR}

{(7p0:])} ;

dim VvnNw

1 §{x)

n

. 4elx

371
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b) Wronskiano = Wix) = 0
c) Linealmente independientes
52.- Es Linealmente independiente

EXAMEN DE CAPITULO

1.- a)l A no es subespacio
b) B no es subespacio
c) C 81 es subespacio

2.- (V)

(F)
(v)
{v)
(v}

3.- Son generadores Los conjuntos
{(3,0,-3), (-16,0,18), (0,0,0)}, {(3,0,-3), (16
{(-4’0’4)} y {(01010)’ (110’-1)}

4.- v =(0,4,1)

5.- a) Jindependientes

b} Una base es: {({-2,-1,1}}

La dimensibn del espacic solucibn es uno

0 a
4 24 |a.,bEIR
b --7-a+—7b

b) Con IRZ
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CAPITULO V

EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- a) No
b) No
e) S&
d) No
e} No
§l No

gl S&

2.- La negla de asignacibn es Tix,y) = (-x,y} que corresponde a una transfor
macifn Lineal ‘

4.-
AY AY

n
N! —
~

}(ﬂ
‘- T

5.- H es Lineal

7.- a) Tix,y) = (x, -y, x + 2y}

n

b) Six,y) = (2x -y, x + y)
&.- a) TII1, 0, -3) = (2, -6, -2)

b) No, porque (1, -2, 1), (3, -4, -1) ¢ (1, 0, -3) son Linealmente
dependientes
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10.- A) EL necornido de T es el conjunto
{{ky, k2) | kl,kzeIRl}
B) ECL nicleo de T es el ;:onj;uwto
{10, k, -k) | kRelR}
C) EL dominio de T es el conjunto
{{k1, ka2, ka) | ky,ky,k3elR}

171.- 1) EL nicleo de T es N(T)

{0} y el necornido de T es T(V) =V

11} EL ndcleo de T e N(T) =V y el neconnido de T es T(V) = {0,}

12.- a) MT) ={(- J b, Lk, k) | keR

Una base del nicleo es {{-1, 1, 3]} y dim N(T} =1
T{IR?) = {{x, y, ¥ - x) | x,ycR}
Una base del recorrido es {>(1,” 0, -1}, (0, 1, 1M} y dim T(IR®) = 2
b} N(T) = {{0, 0, c) | celR}
Una base del ndelec es {(0, 0, 1)} y dim N(T) = I
TIIR?) = {ax® + bx + (a - b) | a,becIR}

Una base del nceornido es {x2 + 1, x- 1} y dim T(IR®) = 2

-C [
| e, deIR
[ d

13.- a) Codominio = D

NicLeo = N(T) =




17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

Reconrido = T(M) =

1LY

a) Es inyectiva y suprayectiva

b) Es Linyectiva pero no es supnrayectiva

c) No es inyectiva ni suprayectiva

1 -1
al] M= |3 1
0 1
0 0 1
b) 0 1
2 0

Tix,y,2z) = (x + 4y, y-x, Ix - 2y + 2, Yy - 2)

dim T(IR?) = 3, dim N(T)

1 0
E B =
f.{B (8} = lio | ;l ’ ME(S)

a) (4, -5, 6}

"
L~

I ) J
S —

b) ly, 4x - y + 3z, x -~ 54 - 5z)

11 § -2
M:(T +28) = |-10 -6 12
3 0 -5

375
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24.- a) GOF:A~+A
b) GoH:C+A
e} HOF, no se puede efectuan
dl SoF:A-C
e} TOoF, no de puede efectuar
§) HoToG:B~+B
25.- a) (SoR)x,y) = [-x - 3y, x - 'Zy}
{(Ro S){x,y,z) = (~y + 2z, x - ¢y + z, -Ix + 2y1-— 2z)
T oS, no se puede efectuan

(S o Tix,y,2z) = (2y + z, 0)

b} (RoSoT)lx,y,z) = (2y+ 2 0, 0)
28.,- T esdd definida porn T(x,y} = v(-'._y,x}
S esid deginida por S{x,y) = (x,-y}
a) (T +8)(1, 1) = {0, 0)
b) (T + S)lx,yl =[x -~y, x-ylf
el (x, 2x + y)
-8 -3 3_ *
30.- a) MMS) = | 0 1/2 0
2 0 '0

b) (S o T)lax? + bx + ¢) = -ax? + (2&;'- blx + (3b - ¢
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a) T'Allx,y] = (3x - 2y, y - x)
b) No existe T

¢l T-I(X.y,z) = (x, y-x, 2z~ ¢}

1/2 7
Mi[T} .

0 I
Tlax? +# b) = (@ + b]x%2 + b
al Tix,y) =

(x, x +y, yl

by Tix,y,z) = {3x - ¢y + z, x]

) a 0
T! = (b-alx+a
K 0 b

a) M 4f es Lnvarniante
b] M no es invariante

el P AL es Lrvarlante

Moo= -1, (0, }={lk, 0,0 |kf0, keR)

v,
e = 4, {%Q,z{(%k,h,m | £40, helR)
A R Tk ok, 00 {70, R IR}
2) Pwa TUFIK) = o 4l

sl X ne ed veeton cawactenistico de T
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e?X &L es vecton caracteristico de T, asociado al valor caracteristi
co 2

x2 -1 no es vector carnacternistico de T

3 47 es vecton canactenistico de T , asociado al valorn caracteris-
Lico n 3

>4
b) Para TI(x)) = S §(2) dt
Aen X no es vectorn carnactenistico de T

e?* s es vectorn canacteristico de T, asociado al valor caracterts-
Lico -;—

x2 -1 no es vector camactenistico de T

3* 54 es veeton caractenistico de T, asociade al valon caracternis-
Tico ’,
o

.47.' X; = )\2 = 2, :\3 = 3
E(Al) = E()\z) = {“?., 0, 0) | k SIR}
Una base es {(1, 0, 0)} y dim E(Ay) = dim E(A2) = 1

E(As) = (- 7 b, - 7k, B) | keR)
Una base es {(-1, -1, 2)} y dim E(Xy) =1
49.- 06 =20, w, 2w, 3m, 4m, ...
Es decin, € =nm , nelN U {0}

Los vectorcs caactenisticos asociades a X = 1 para el menor valor de 8 son

{U)) = ((kla kll I kl # 0: I‘v-?. ¥ 0, k!)b‘? CIR}
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5 2 7
52.- Mi(T) = |12 2 1/2
-9 -6 -4
53.- a) 1) Ay =-3, Ay =2, Ayc=3
II) Al = ], kz = Aa =3

IT1} S6Lo tiene un valor caractenistico A = 3/%

b} 1) Como Xy # A2 # X3, entonces T es diagonalizable

- 0 0
D(T) =} 0 2 o ; {(-1,0,1), (4,0, 1), (19, 3, §)}
0 3

11) T &% es déagonalizable

D(T) = ol ; {1, -1, 1), {2, 0, 1), (-1, 1, 0)}

S D ==
S W

T11) Como T : R* =+ IR?® y Ap,Asel , entonces no se puede dia-
aonaliza

54.- Tlax? + bx + ¢) = -ax? - 2bx + (5a - 4b + 2¢)

55.- a) Los valonres caracteristicos son:
Al = ‘], Az = A3 = 2

Los connesypendientes vectores canacternisticos ascclados son:

_ k0
{UA} = lh#o, k eIR
! 0 -k|

- - kz kz
. }= {0, ) = | ke 40, ko 7 0, ki ks eIR
Az As k] 'kz
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EJERCICIOS ADICIONALES

1.- &) No es Zineal
b} S.Cvu Lineal
c) >S£.eé Lcneai’.
d} SE es Lineal
2.- a) Tix,y) = {x cos B - y sen 6, x un"e + Y cos ©) :
b) Tv es Lineal
3.« b) AT+ &y =1 +4; 4{3-2{) =2+ 34

b Im ' 3 Im
-1+ 4

Re S ' — e

Y

el 4ila,b) = (-b,a), ¥ [a,b)sla?

d st



a) a=b=ea=d-=290

b} a=-3,b=3 ¢
a) Nq
a.)“

o
2l

N .-

S

—
Q|

[

Y C T R
N -
i .---**Eﬁ t Y

-
2

a) Tlax® + bx + ¢) = (b - a) “xz + e

a b o
by T
b ¢

a) No es Lineal

b) SZ es Lineal

= {a, & "'.b’ 2q + b)
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9.- a)
b)
junto G
10.- a)
tihonawiio
horario
b)
11.- a)
b)
12.- b)
13.- a)
b}
c)
i4,~- )

Tix,y,2) = (x +y, x -y, 2z, 2]

No es posible obfener fLa negla de fa transfommacién S porque el con
es Lineatmente dependiente '

Hultiplican porn 4% equivale a una hotacibn de 180° en sentido an-

Multiplican pon 4% equivale a una noiacién de 270° en sentido anti

SZ se pueden condideran como operadones £ineales

£ : R? + R?  definida por  L3(x,4] = [-x,-y)

L IR? * Ikz definida pon és(x,yl = ly, -x)

§{x} no es Lineal

qlx) &L es Lineal

h[‘xl no es Lineal

Mo - (0

¢ujn".«:_'('g"1"= 0, : Cdin g(IR) = 1

.N[T) = {ﬁ[x)j | §(x) = ce®™®, a,celR} B dim N(T) = 1

(2 + 34, 3+ 24)

1) T no es Lineal I1T1] T &4 es Lineal

MT) = {0} ; T(C) = {(Z,iz) | zeC }
Una base del necerndido es {(1, &), (-£, -11}
Pern Lo tanto, dim T(C) = 2 y dinm N(T) = ¢

NIT) = {§{x) | §{x) = 0} = {0}
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15.- a} S& es biyectiva, es decin, T es un Lsomongismo

b) T es inyectiva pero no es suprayectiva, won Lo tanto T no es un
LsomongLsmo

16.- La thansformacidn Lineal T no es Lnyectiva porque

a, bl asz bz a bl az bz
T =T no Lmplica que =
¢ dy C2 d2 ¢ dy C2 d,
Por ejemplo:
2 0 1 1 2 0 1 1
T =T pero #

-1 0 1 11/, -1 0 1 1

La trnans formacibén Lineal T &L es suprayectiva porque el recornido es
{gual al codominio

18.- a)

'

O O Ny

S SN
<

Ccmo el rango de La mairniz es dos, entonces La dimensidn del recornrnido es
dos

4 2 0

b) | -2 -5 2
1

-1 g -3

Como el nrange de La matriz es dos, entonces La dimensibn del recornd-
do es dos

19.- a) T{x?+2) =2x -1

b) Tlax® + bx + ¢) = -bx? + 2ax + {a - ¢)



384

200-

2]."

220-

23.-

24.-

250-

al
E .
ST
5 4

al M(T) -

bl a = -2, B =3

TV - v1) = V1 - V2

SO O
—_O OO

PN
OO~

e) dim T(M) = 2

[rm], =w(0’ 277) o

a)

b)

a)

b}

a)

b}

e}

d)

——(:. rat

0 1

.

0 -2 -1 -2
1 3
7z ¢ 0 3
0 .0 1 0
0 0 0 1
_

Tlx,y) = ( X E g, X E ¥ 2x+y )

Una base C es {(1,1,1), (0,1,0), (-1,-1,2}} ;

otra es {(1,1,1), (0,1,1), (-1,-1,2)}

T(3) = 2x%+ 1

T{x + 1) + T(3})

3x2 + 3x + 2

(S o T){ax + b)

ax + b

(T o S](axé + bx +e) =ax? + {6c- 3a)x+ ¢
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-1 -9
26,- a) (T + S){3x* - 2x + 1} =
. . 0 24
b - 3 0
b) Ulax? + bx + ¢} =
0 6a - 2¢

27.- Hix,y) = (-2x, 3x - y)

a.+%-b 0
29.- Hlax + b) = o f ]
0 =b
Z
W z
30.- a)
y X
T X - x|
b)
z-y w- z
W z-w |
c)
RS

31.- T {ax® + bx + ¢) = ax® + (b - Z2a)x + (Za - b + ¢)

que también se puede escribin como
THE) = §- 4§+ 6", ¥{4cP

32,- a) S es invensa quui@da de T ponrque (S.c‘yT)V[x,y}, = (x,y)
b) S no es an'wa derecha de T ponque (T o S)ix,y,2z) ¢ (x,y,2)
d} No

33.- b) SL, S=T

c) Ambas son de onden I x 2
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34.- Es Linealimente independiente

35.- a) T+ S){x,y,2) = (x~y+2z 2z, -x+ by + z}

b) 1 -1 1
0 0 !
-1 6 1

e} R = 3T+ (-6)8
36.~ a) {(Tilx,y) = (x,0), T2x,y) = {0,x}, Talx,y) = (y,O).' Tylx,y) = (0,4)}
b) Six,y) = 3(x,0) + 0(0,x) + (-1)(y,0) + 2(0,y)

37.- a) Una base es (Ty(x,y) = x, Taix,y) = y}

dim & (IR2, IRY) = 2

b) Six,y) = 6T (x,y) + 0Ty {x,y}

e) Glx,y) = -4y
d) Hix,y) = -2x '
3 0 0 0
By _ |0 3 0 0
.- @) M= |y 5 3 g
¢ 0 0 3

by HE(T(x,y)) = (H o H/{T(x,y)) = 9T(x,y)
39.- a) Es Linealmente independiente

b) La transformacifn S 4L pertenece al espacio genenado pon
{Ty, T2, Ty, Tu}  ponque 0T, + To + [-2]T3 + Ty = S .

40.- a) 8L es Lnvaniante

b) Nec es fnvaniante



43.-

46.-

48.-

49.-

50.~ .

¢) S£ es Anvariante
a) Si es Lfnvarniante
b) S{ es invarniante

e) No es lnvarniante

3 -4
MP=oM-3M+61=|3 0 -3
-3 2
R AT LR TS TR N I R
Il 6 il 6
3 2
Moo= A= 1, Ay = 2
I
) - |k;«o, kelR
T4k 2k
.} - | k70, beR
As 0 k
.
)‘1 = ,6, 12 = ’
7 -2 .0
al] A=|-2 6 -2
0 -2 5

d) Volumen = 24m unidades de volumen

a) Sobreamontiguada

387
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b) Subamortiguada

52.- a) alA) = 6, det(A) = 11
b) p(A) =A% - 6x + 11
d) M=3+vVT4, A =3-VT4
e) tlB) = 0, det(B) = -60

53.- No existen; es decin, fa trnansformacidn Lineal no tiene valores caracte-
nisticos y, pon Lo tanto, tampoco vectores caracteristicos

b) Los valonres canactenisticos son £ y -4

Los vectones caracteristicos asociados a Los valores £ y -i son,
respectivamente,

{((ék, k) | R # 0, ReC)
{(-ik, k) | R #0, ReC)
54- a) {-Lk kM| R#0, ReR)
(0, k) | k#0, keR}
¢} Ayuda para La solucibn de este inciso:

Obsénvese que La matrniz asociada a La thansformacidn Lineal S se
puede esenibin de fa siguiente manera:

: /3 1
1 0 %3 -2 4 0 -
M(s) = = _2- 7
0 1 2 2/3 0 4. 1 V3
7 7

teniendo presente que ﬁz = cos 30° y que -;-= sen 30°

(EL Lector podrd danse cuenta que, ademds de obtener una rotacién de
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30° al aplicar el openador S , 4e obtiene un aumento de cuatro veces fLa Lon-
gitud del vecton)

55.- a) Ay =1, Ap=14
{Uh} ={(-k, R) | R# 0, keR}

{V,,} = Lk, 2k) | k{0, keR)

b} vy asociado a A\
ve asoclado a Az
vy asociado a A,
c) Se preserva La dineceidn de Los vectornes
d) Los vectores caracteristicos Lzquierdos son:
{UM} = {{-2k, R) | R# 0, RelR}
{UM} = {{k, ) | R# 0, kelR}
e}l vy asociado a A,
v, asoclado a Ay
Vs asociado a Az
§) Se preserva La direceibn de £os vectornes
g) Son ontogonales entre 8L
61.- A no es similan a B
C 8L es simitar a D

62.- b) {(-k, 0, k) | k#0, kelR}
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a b a+ 2b a+ece
63.- T =
b c a+c a-b-c

-1 0 1 ]
64.- a) D= P =
0 3, -3 1
0 0 0 -4 0 8
b) D=1{0 4 0 P=| 1 1 -17
0 0 -4, 1 115

65.- Si es diagonalizable

0 0 0
D=10 0 0
0 0 5

Una base a La cual esid neferida D es
{(2, o, 1), (0, 1, 0), (1, 0, -2)}
é6.- No es diagonalizable

67.- S se puede wepresentarn por una mathiz diagonal. Ticha matrniz es

0 0
0 £ 0
0 0 -4

Y una base a La cual esid neferida es

{1, -2, -3), (-3 + 44, 1 - 34, 5), [-3-44, 1 + 34, 5}

2
70.- a) Efectivamente, existe una matniz Q = | 0 -1 0
0 1 1],

obtenida con vectornes caracteristicos independientes de Ty, o T, , iZal que



0
o 'M(ra= 1o 2 y 0 MT)Q -
0 0
10

c)

12

(Ty © Ta)lx,y,2) = (2x + 6y + 10z, 4y, 8y + 12z} = (T2 © Th)(x,y,2)

EXAMEN DE CAPITULO

b] N[Tl = {“2.1, kz, ,Z1) I k;,kzeIR}

Una base de N{T) es {(1, 0, 1), (0, 1, 0)}

dimensién del necomido = dim T(IR3) =1

18 16
Tix,y) = | 1; x-—l%—y » T X tTY }

b)

S ax? + bx + ¢} =

0

~

391
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4.- a] A1?12=2, )\3;"4

{Q9={gg=xm21k¢mkdm
{UA3}={-;-kx2+kx-2k|h#o, ke }.
6 T} = (hx? + k- dk | k40, keR}:.

b) No es posible obtener una matrniz diagonal asociada a T

CAPITULO VI
EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- a) No es producto intenno ﬁbn’due o cumple con tnes ‘condiciones
b} No es producto intewo ponque no cumple con dos condiciones
c) | ST es producto Linteano
d) No es producto Lnterno ponque"no cum;ate -con u.na condielibn
e} SL es pnoduc/té Aintenno

5.- b) S = '{{x,y,“o)' | ;,yem}

b Nag> 0 -

6.~ No cumple (X | x) >0, ¥ xelR?



90-

11.-

12.~

14.-

]60-

18.-

al -4+ 204

b} x = ((8 - 4ka) + 4Ry4, Ry * kz&) » .kl,kzelR

(SN

x = (8 + 44k, k), kel
No cumple que: 44 5#;) = (4§ | 5l> 0 :
al 1§16 =%

a) No cumple una condicifn

b) Ninguna condicidn deja de cumplin (es prodicto intennd)

el No cumple dos condiciones

d) No cumple trhes condiciones

a) V2
b) V7
e) V8

al |}v [|=9

2 2
a) S ={(x1, x2) | x; + 2x3%5 + 2%, = 1, x1,%¢€lR}
b} No Lo es

c) Es una elipse

393
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20.- B=0 y B=-2

4 -1
22.-
10

2= 1o =10 1l dann 1= 11 fn |1 = 5
26.- S = {{x, x, x) | xeIR}

27.- (2, 2, 11, (0, 2, -1}, (2, -4, -2)}

28.- {1, /TZ (- 7], /TOO (& - £+5))

29.- a) No

b) | (1, 01, /T (54, 4
7T

30.- v=1(1,-2, 1), w=1-2 -2, -2), w=1{9, 6, 1)

"

Entonces: By = {(1, 0, -1), (1, -2, 1), (-2, -2, -2)}

By = {11, 0, -1), (1, ~2, 1), {9, 6, 1)}
31.- a) No es hemitiano {simEtrico)
b) Si es hermitiano (simétnico)

3z.

al No es antihemitians [antisiméirico)
b) S8& es antihemitiano (antisimétrico)
35.- No es antihermitiano

34.- SL es hewnitiaro

35.- SL es hemitiano (simétrnico)
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35.- e) Debe sen una base ontononmal con el producto interno nespecto al cual
el operadon es simétrnico; o bien, una base orntegonal cuyos vectores tengan La
misma norma..

2 -1+ 24
39.- ¢
-1 - 2L 0

3 0
41.- b} Lla nepresenincidn diagenal de T es: [ ]
0 -2

4 £a base pedida es ——I- (z, 1), —]—— {1, -2) (
V5 /5

42.- S{ es unditanio (catogonal).

P B E
V3 3 V7
EEE T
/3 3
R
/3 3 V7 ]

45.- ¢) La matniz asocdada a S es

cos aen

B
MB(S)

Wi WA
w3 Wi

-den cod

Lla matniz asoeiada a T es

L ]

{{z, 11, (1, -2}}

B
MB (T)

"

y La base es B
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EJERCICIOS ADICIONALES

b} b > 16
2.- a; >0, a»>0, as>0; as>a,
7.- a) No es pna&hcio W@m
b) Si es producto interno
e) Si es producto internno
d) No es producto interno
8.- a) No es producto interno. No se cumplesn tres condiciones
b) S{ es producto interno
c) Si es producto interno

9.- al {§ | g) = 60

1

10.- a) (§ | a) = 12¢

-65 g lal=9l1- e
b) Una funcidn es glx) = e¥*(1 - 2x)

17.- No es un producto interno

12.- 6 = dng cos
13.- {Ix, 0) | x < 0}
14.- a) 90°

b} No son orntogonales
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15.- Un vector es §ilt) = 1042 - 8t + 1

16.- ﬂ‘L' gx, %—g(xz-%), -g-\/?(ﬁ-%xll
1 1

- “”(?7{"’)' (Trzéﬁ)f

b) No
18,- r-/;_— ' -'—/_;—- %H 0 o] _--/;7 %-

1
_ a3 Lo —7;_—“ LI o_’ b 0 ;_i—d

19.- {1, xz_"z;4‘
20.- al {(z, 0), (0, 20} y {4, 00, (0, 7

b) ((1, 0), (o, 1} gy {1, 1), (1, 2)}
22.- (Ix1, 1) | (x2, y2)) = xax2 - X142 = Xath + 24142
25.- b) (V|| =1]lwl]=17

c) No, porque v y w no son ontogonales
24.- a) Los vectores {(x), glx) y hix) gorman entre 81 un dngulo de 90°
by (L g1t=11gll=11hll=1

c) SiE

% 1
(lxy, 41,21} | (x2,42,22)) = 7% (x1X2 + thyz + 2122) - 3 (xay2 + X122

[}
Ut
.

]

+ Xalfy * X2Zy * 22 + Ya2Z))
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2.- (§ ] g) = laax + by | azx + b2) = araz - arbs - azby + 2b1b2

que también se puede expresar como:
(§ | g) = larx + by | azx + by) =\6'(Olg'(0} - §'(0)gl(0} - g(0)g'(0) + 24(0}gl0)
27.- a) Fonman un dngulo de 90°

b) Si porque Las matriced son ontogonales y, ademds, sus normas valen

uno .
29.- a) la base B es ontogonal con Los dos productos internos

b) La base B no es ontononmal con ef producto escalar ondinario, pero
44 Lo es con el otro producto {nterno

d) No, porque B no es ontononmal con el producto escalar ordinario

30.- al (@y= (g 1)

b) W-w=0
31.- b} || ¢ (&) || = %
32.- a) Pi{x) = x
Palx) = 3 (32 - 1)
Palx) = % (20x° - 13x)

el | P || =vZ

A
(RN

»

N 2
1P = ey
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33..- [ F)

(V)

(V)

{F)

(V]

{ v}
34.- la base ontogonal es {(1,.0), (1, 1)}
37.- T ub-ém@t{néco | |

T, no es simétrico

T es simétrico

36- b) M =|2 9
o e [] 7]
dh Hy= |2 0

el Son simEtrnicas Mz y Ms

§] La caractenisiica que Lienen Las bases A .y ‘B para que Las matrnices
My y My sean simétnicas es que son orntonormales

B, 0 1
39.- b) M =
By 0 !

Lla base B, es ortonosmal
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40.- b) Aunque fa matrniz es simétnica, no se puede afimmar que T es simétrni
co porque £a base candnica no es ontogonal con el producto Lnterno deginido

d) S&; porque La base {{1, 1), (I, 0}} es ortonormal con el producto Lin
terno definido

e) EL operador T b simétnico

1
41.- b) MAT) = [0 - '2‘]
-2 2

Poxr Lo Zanto, no es una matniz simétnica
¢} A pantin de B se obtiene una base ortononmal B'

B = ({0, - 71, (1, 1)

d} Es ontononmal

43.- T, no es antisimétrnico
T, 41 &8 antisimétrnico
Ty &4 es antisimétrnico

44.

"b) Los valores caracteristicos som Ay = 1, A, = -1

45.- a) Una base es B =

0
d) MT) = [ L]
£ 0

!
e (’) ‘é)) _— ('1) j—)
V7
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[ 2 i]
46.- a)
' -4 2]

b) Porque La base es ontogonal y La matrniz es hermitiana

Lo a0, wn
T 7

1 0
MB(T) =
em- 7]

47.- P et un operadorn hermitiano

c

d

T

48.- T es un opekddon hermitiano

49.- T eb una transformacibn orntogonal

50.- Un vector es u = (2/3, VB, 0)

EL otno vectoh que satisface Las condiciones que establece e,C enunciado
w T-1%43 37 0

0 -1 7 10
- e) ML) = 5 M{42) =
1 0 0 -1

Ambas matrices son onfogonales

C
—
¢

52.- T es una trandformacidn ontogonal
53.- b) ||V l=1]TOW || =5

54.- b} T && se puede diagonalizar

c) -1 0 0
0 -1 0
0o 0 1
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55.,- b) S &l se puede diagonalizan

¢)  La representacibn matriicial es

Do O -
LT N}
L=-J N . 9~ ]
_—o o S

y La base a fa cual estd referida es

TN

56.~ a) -F‘l

1037 + 10j

]

Fa

0i - 303
(FIIB = (10/5, IO], {F}}B = (0, '30}

SF, = 10/, IF, = -20

B sen 30° cod 30°
b) !-IA =
-cos 30° sen 30°

-
¢) T(x,y]={.;_x-‘/_§y, 1-23-)(+-;-y] donde, en este caso, a cada

X, y 4e Le asocia una componente de una fuerza

d) TI(ZF

X *

£F,) = (15/3, 5)

%F, = 15/3 , IF

r
n g

cos 300° sen 300°
¢ .
-sen 300° cos 300
y, La base a Ca cual estd nefenida es {{1, 0), (0, 1)}

gl T(Fy) = {0, 20)

I T(Fa) |} =20 = ] Fy ]
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T(Fy) = {15/3, -15)

[ T¢F2) |1 = 30 = || F> []

EXAMEN DE CAPITULO

ST e8 un producto {nterno
(¢l lex |y

() xfjy>0
[} (x|x)=0
() lox | ay)

(D) (x| x>0

(E) (x|y)l=0

(A) [y | x)
(B) (x| ag)
{ } {y ]| x)
4.- a) [[A}]=5

b} Los vectores A y B formman un dngulo de 90° (sin embargo, Los vec
Zones A y B no son orlogonales).
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11)

111)

v}

V)

V1)

VIT)

VI11)

{ F

(V)

{ F)

( F)

(V)

(F)

(v)

( F)

IX) (F)
Xy (V)
b.- a)l T y S son hewmitianos.

b} Para el operadon T :

1 0
l: ] {lo, 31, (4, 41}
0 24,

Pana el operadon S :

0 0
[ :| {{4, 4), {0, 3)}
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