PRODUCTO INTERNO
1.-

Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V es una funcidn de VxV en C que
asigna a cada pareja ordenada (U,V) de vectores de V un escalar (U'|V) €C, llamado el

producto de U y V, que satisface las siguientes propiedades
(@ |v)=(v|T)
i) (T V+w)=(U]|V)+(U|w)
i) (aU | V) = a(U | V)

V) (@|T)>0siT=0

2.-

Sea V un espacio vectorial sobre Cy sea (e |®) un producto interno en V; entonces, VU,V €V

yaeC:
i) (T |aV) =a(U]|V)
ii) (@ |T) € R
i) (0|T)=0=(T]|0)
iv)(@|0)=0<0T=0
3.-

TEOREMA (Desigualdad de Cauchy-Schuarz)

Sea V un espacio vectorial sobre C y sea (®|®) un producto interno en V; entonces,
vu,veV:

@IV <@ D7)
Donde |(LT|\7)| es el modulo de (U'|V).

Ademas, la desigualdad se cumple siy solosi U y V son linealmente dependientes

No esta en el temario actual



4.-
Sea V un espacio vectorial sobre Cy sea (¢|®) un producto interno en V. Se llama norma de

1
V €V, y se representa con H\T , al nimero real no negativo definido por H\T” =(V|V)?

5.-
Si V es un espacio vectorial con producto interno, entonces VU,VveV y aeC:
)I7>0
i) |[7] =0 siyslosi V=0
i) =]

wja-+] <|a] + ]

6.-

Sea V un espacio vectorial con producto interno, y sean U,V €V . Se llama distancia de U a

V ,y serepresenta con d(U,V), al nimero real definido por d(U,V) :HV—U”

7.-
Si V es un espacio vectorial con producto interno, entonces VU,V,WeV :
i)d(@,v)>0
i)d(U,v)=0 siysolosi U=V
i) d(T,v)=d(v,0)

iv)d (T, W) < d(@,V)+d (7, W)



8.-

Sea V un espacio vectorial con producto interno real, y sea U,V dos vectores no nulos de V.Se

llama dngulo entre U y V al nimero real 8, en el intervalo 0< @< r, tal que

(@v)

cosf =——-

oy

9.-

Sea V un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores U,V €V son ortogonales si

@|v) =0

10.-
TEOREMA (DE PITAGORAS)

Sea V un espacio con producto internoy sean U,V €V .Si U y V son ortogonales entonces

-+ ="+ el

11.-

Sea V un espacio con producto internoy sea S = {\71,V2, ,Vn} Aun conjunto de vectores de V

. Se dice que es un conjunto ortogonal cuando

(Vi1v;)=0, Vi= ]

Si ademas HVI” =1, V i el conjunto S e ortogonal.

12.-

Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.



13.-

Sea V un espacio con producto internoy sea B = {Q,ez,...,én} una base ortogonal. Entonces,

VveV
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(V); =(e;), donde ¢; =

|
|
N—r

En particular, si B es una base ortonormal

14.-

TEOREMA(Proceso de Gram-Schmidt)

Sea V un espacio con producto interno y sea G :{\71,V2,...,\7n} un generador de V. El

conjunto G, ={\Tv1,v‘vz,...,v‘v
_ V. [W) _
V\GZV-—ZMW ,parai=2,3,...,n.

Es un generador ortogonal de V.

15.-

Sea V u espacio con producto interno y sea S un subconjunto de V. Se dice que un vector
V €V esortogonal al conjunto S si

(V]0)=0 V TeS

El conjunto de todos los vectores de V ortogonales a S se denota con S*; esto es :

St ={VeV|(V|U)=0,V TeS}

16.-

Sea V un espacio con producto interno y sea W un espacio de V de dimensidn finita. Entonces,
cualquier vector V €V puede expresarse en forma tnica como
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Donde WeW y WeW™
17.-

Sean V un espacio con producto interno, W un subespacio de V de dimensién finita y

{§1,§2, e ,€n} una base ortonormal de W.

Si VeV, el vector

Se llama la proyeccion de V sobre W
18.-

Sea V un espacio con producto interno y sea W un subespacio de V. Para cada vector V €V

existe uno y solo un vector W, e W tal que
v -, | <|[v-W|, weW , W= W,
Dicho vector es la proyeccidén de V sobre W

MiNIMOS CUADRADOS

El concepto de minimos cuadrados se emplea en sistemas de ecuaciones lineales de la
forma que son inconsistentes, es decir, que no Ax=b

TEOREMA DE MINIMOS CUADRADOS:

Sea .4 una matriz de orden rr = Vv sea 577 enn R
Entonces _dx — 5~ siempre tiene al menos una

solucidon de minimmos cuadrados x|  Ademmas:

1. o es uma solucidn de miniimmos cuadrados
de Hdx = 5. s1 v solo si o es una solucion
de las ecuaciones normnales:

AT A — AT B
2. V= R tiene columnmnas linealimente
independientes si1 v solo s1 I L | es
invertible., En este caso. la solucidon de
minimos cuadrados de _Hdx = /5 es tinmica W

esta dada por:

x=(AT4) 47D



