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CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

—

Numeros naturales  (N) 11,2,3,4,5,6, ........... : oo}
NUmeros enteros (1) 4-00 ,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, ............ , 00}
_ Numeros racionales (Q) -
Conjuntodelos | son de la forma p/q donde 1 -©0,....,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, ...., o }
numeros reales q#0 - 3 2 2 5 3

Expresiones

. —_
algebraicas

234
Algebraicos {oo s Jd3 I3 {5 .. oo}

NUmeros irracionales

Trascendentes {W, e}

4y
A
h(x)—{(Z 0), (-1, 1.7), (-0.5, -1.5), (0, 2), (0.5, -2), (1, 1.7), (2, 0)} t\iﬁix %
i TSN
xtension U /X ”
g(x) = { ., (-11/2, 0), (-T7/4, 1), (0, 0), (T/4, -1), (7/2, 0),.. w N
NS
h(x) {(x y)/ X €eR, h(y)—\/4 X -2<x<2} - « 4y

Comprension| f(x) = {(x, y)/xeR, f(X)=sen(2x) ,oosx< oo}

W =1 () xeR, fig)=x" 00 s x s |




FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Sean X y Y dos conjuntos de numeros reales. Una funcion real f de una variable real x de X a Y es una correspondencia que se asigna a
cada numero x de X exactamente un numeroy de'Y.

Y4
o Y
FUNCION 4
X i) =y ,
(Dominio) (Recorrido) 1
3 -
> 4 . 2
- Imagenes gty =4t -t+1 \29
> 6
8 i 2
a >
f: D —> R 713 ) 2 0 2
X — f(x) =y 77 X
fx) R—> R
i
X y y=+/x
(Dominio) (Recorrido) *]
)
NO ES FUNCION 3 /
2
D =~ R
Por lo que se puede decir que: En conclusiébn: Es una relacion de
Todas las funciones son relaciones, pero no todas las relaciones son funciones. nimeros reales que deben cumplir la
Toda ecuacién es una relacion, pero no toda ecuacion es una funcion. condicién, de que a cada elemento "x” le

Todas las relaciones pueden ser graficadas en el plano cartesiano. corresponde uno y sélo un elemento ”y ”.



DOMINIO, CODOMINIO Y RECORRIDO

DE UNA FUNCION )=y x Conjunto

Subconjunto

El dominio de una funcién f(x):
Son los valores para los cuales la
funcién esta definida y tienen
imagen.

Dominio Codominio y recorrido
(Conjunto inicial) (Conjunto final)
Y

4&
4 ]
Por ejemplo f(x) representa la raiz cuadrada de x, entonces
el dominio se define como todos los numeros reales

O0m S5 v =X

309000

o — s —

positivos.
() =% . y=Jx
Para x20 1
+ : : : 0f. :
Df ={x/x3R, x20, 3f(X)} 3 2 A 01 2 3

+
Rf={y/y3R, y20}

O_':S_'BOQ_Q)“""DOO



DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

4]
|
a3 Y
v
Df=/x/X€R;-=<x<-8,-7.5<x<10|
Df={x/x€R; -4<x<6 [-46] (= 8]U (75 10)
Rf={y/yeR; -1.3sx<27] [-13, 2.7

Rf:{y/yER; -o<ys<-55 y=-5 -4Sy£3_5}

(-=,-55/U{5} U[435]




vt INTERVALOS \a

A
4
Definicion de variable: Cantidad que l

se suele denotar por una letra en las
ecuaciones algebraicas y que puede
tomar un valor cualquiera dentro de un
intervalo de valores posibles. |

>
> | '

|
!
|
|
|
|
|
|
|
| |
|
b

|
|
|
|
|
|
|
X -a b X

-a
Df(x) ="|:x/xeR,-a<x<b} 6 (-a,b) Df(x) ="|:x/xeR, -ansb} 0 [-a, b]
INTERVALO FINITO ABIERTO INTERVALO FINITO CERRADO
Y A
|
|
|
|
|
|
A
Y : Y A
|
: >
a X
Dfx) ={x/x€eR, x<a} 6 (-, a)
| INTERVALO INFINITO ABIERTO
|
| . ,
a
Df(x) :{x/xeR, xZa} 6 [a, o) Df(x) :{x/xeR, -oo<x<oo} 0 (-9 o)

INTERVALO INFINITO CERRADO INTERVALO INFINITO



NOTACION FUNCIONAL.

y=1x); y=h(x
y=9g(x); y=pK)
Ejemplos

1)

L

y =1(x)

Variable Variable
dependiente independiente
yeR yeR
Rf Df

2
a=flL)=L
Variable Variable
dependiente independiente
Rf:a=0 Df:L=20
Lo, =] Lo, «
2
a=f(ry="r
Variable Variable
dependiente independiente
Rf:a=0 Df:r=0
Lo, ] Lo, =]
p=f(r)=2mr
Variable Variable
dependiente independiente
Rf:p=0 Df:rz0
Lo, ] Lo, eo]

Otras formas de notaciones.

Tabulacion Gréfica Por extension
{©00),(1,15)....42 }
1 0.5 2
2 1.0 !
3 1.5 -2 -1 1] 1 Q#X
4 2.0 .
Ejemplos
3) Si f(x)=2x-5 Hallar f(bx+h)—f(bx)

2h

f(x) = 2(bx + h) - 5 -[2(bx) - 5] = 2bx + 2h -5 - 2bx +5 =2h =1
2h 2h 2h

4) Si f(x):2x2+ 3x-1 Valorarpara (h+1)
f(h+1):2(h+1)2+3(h+1)-1
f(h+1):2(h2+2h+1)+3h+3-1:2h2+4h+2+3h+3-1
f(h+1):2h2+7h+4

5) Si f(x)=3x+4 Hallar z en: f(52)-f(z-1)=15
3(52)+4-[3(z-1)+4]=15 —> 152+4-32+3-4 =15

12z+3=15 —> 122=15-3 —>» 12z=12

z=12/12=1



Definicidn de Funcién constante: Es aquella funcion matematica en Definicion de Funcion identidad: Es aquella funcién matematica

donde cualquier valor que sea asignado a la misma como dominio, en donde cualquier valor que sea asignado a la misma como dominio,
tiene el mismo valor constante como resultado en el rango. tiene el mismo valor como resultado en el rango.
flz)=c¢ y=fle) =
Y
3_
2.
4
3 1
0 ->
-1 3 2 - " 2 3 ;X
1 14
0 T -
4 3 2 1 0 1 2 3 1 o X -2
-1 _3_
-2
pY

Definicion de Funciéon valor absoluto: Es aquella funcion
matematica donde su rango esta definido estrictamente en los
(Reales positivos), es decir a cada elemento del dominio de una

funcién valor absoluto cualesquiera que es asignado le 1]
corresponde un elemento del rango meramente positivo.
— o) — | -4 -3 -2 -1 1] 1 2 3 4
y = flx) = ||




Definicion de Funcién inyectiva: Una funcion f: Df — Cf es inyectiva uno a uno (1 -1), si a diferentes elemento del dominio
le corresponden diferentes elementos del codominio. En esta funcion, para los valores cualesquiera X1 y X2 de su dominio

se cumple que X1 # X2 —> f(X1) # f(X2)

Ejemplo: La funcion f(x)= 3x — 1 es 1 -1 ya que si se define
como R —> R entonces se tendra que a diferentes
elementos del dominio le corresponden diferentes elementos
del codominio.

X1 # X2 Y1;
f(X1) # f(X2)
(X2, f(X2))

X1

v

X2

(X1, f(X1))

des1-1

Método grafico.
Una funcidn es inyectiva, si al trazar una recta paralela al
eje X, esta corta en un solo punto a la grafica.

/
/

Y 4

v

f(X) = 3X -1




Definicion de Funcién sobreyectiva: Una funcién f: Df = Cf es sobreyectiva, si a diferentes elemento del dominio X1 y X2
le corresponden elementos iguales del codominio. En esta funcién, para los valores cualesquiera X1 y X2 de su dominio se
cumple que X1# X2 —> f(X1)=f(X1)

Método grafico.
Una funcidn es sobreyectiva, si al trazar una recta paralela al eje X,
esta corta en dos punto a la gréfica.

Ejemplo: Sea la funcion f: R—= R dada por f(X)= g

D, C,
X1 # X2 vy 1
f(X1) = f(X1)
(X1, £(X1)) / (X2, f(X1))
X1 X2 x;
no es1-1
Rango = Codominio

Sobreyectiva



Definicidon de Funcidn biyectiva: Una funcidon es biyectiva si al mismo tiempo es inyectiva y suprayectiva, y la relacion entre
los elementos del dominio y los del codominio es biunivoca.

0 G

Byectiva 1-1 no y sobre si
1-1y sobre
RESUMEN
. R™R
f(x) =2x -3
Df=R
Cod=R
Rango = R

Rango = Codominio

!

Sobreyectiva

Inyectiva
Biyectiva
Sobreyectiva



IGUALDAD DE FUNCIONES

Sify g son dos funciones, podemos decir que f = g siempre y

cuando Df = Dg y f(x) = f(g).
Ejemplo 1
Determinar si las funciones f y g son iguales, tal que:

i) =01 - K8 y

Solucioén

g) =y 1+x | 1-x

a) f(x)= 1-x2 —_ -1+X220 o xZi\/1_ =+]

Df={x/xeR;-1SxS1]‘; [-1,1]

b) gx)={1+x | 1-x

1T+x 20 — x2-1 y 1-x 20 — x=<1
Dg:'[x/xeR;-15xs1]' [-1,1]
o’ Df=Dg y f(x)=f(g)

1 1

Ejemplo 2

Determinar si las funciones f y g son iguales, tal que:

f(x) = | (x - 4) ( - 5) y

Solucioén

a) (x) = (x-4) (x-5)

x-4<0

(x-4)(x-5)=0

x-520

Df='[x/xeR; X<4, 5SX]'

b) g(x)=\/x-4 \/x-5

Xx-4 20 — x24 y
Dgz{x/xeR;SSx]'; | 5, )
os Df#Dg vy

0

Y
- >
0 1 2 3 4 § f 1 8 X

g(x):\] X-4 Jx-5

X-520 —

Y

f() # f(9)

x25




OPERACIONES CON FUNCIONES

Adicioén.- la suma de dos funciones es otra funcién con:

D = Df N Dg
fx) +g(x) =(f+9g) (x); xeD
Ejemplo 1
Seaf(X)=x"+ 1., @D vy g0={X-3 @
Solucion
y=x +1... @ Y=(X-3.l 2
sz{xlxeR]' (- o0, ) x-320
La inversa x23
x:+,/y-1 Dg:{x/xeR;XZB]' (3, »)
y-120 La inversa
y=1 X:y2+3 y2_|_320
Rf:'[y/yER;yZI]' 1) y22-3 y=2+/-3 y=0

Rf:'[y/yeR; yZO]‘ 0, =)
AY

3

Entonces f(x) + g(x) = (f + g) (xX) = x2+ 1 +\/ X—=3 ... @
x-320
X3

D(f+g)={x/xeR;x23]- (3, »)

R(+g) ={y/yeRy= 10} (10, )
. A}Y
30 1
"nl 20
\
flx) = x2+1 II".| ﬂ _
Y hix) =x"+1+4x—3
\.\\ 101 /9
1 ’
\ / g(x) = Vx—3
\ C
. . h ; .. GRV712
-10 -5 0o 3 f 5 10 X

FUNCIONES COMPOSICION O COMPUESTAS.

Dadas las funciones f y g con dominios Df y Dg
respectivamente, se define como la composicién de
la funcién f con la funcién g a la funcién denotada
por f g tal que

[fo g] (¥ =f(g(x))


Circunferencia deslizador1.ggb
sumfun.ggb

EJEMPLOS DE FUNCIONES COMPUESTAS.

Ejemplo 1. dadas las funciones f(x) ={x—-2 y g(x) =1/x,
determinar las funciones compuesta, sus dominios y rangos de
las cuatro expresiones.

Solucién:

Para f(x) y2- Xx+2=0

Es una parébola con eje coincidente al eje x, vértice x =2y
abre hacia la derecha. AY

Dominio y rango. 2

Del radicando para x-2=0 11

X2
Dfi{x22}  [2,%) et X
-1
Ri{y20} [0, =)
-2
Para g(x), es una hipérbola con eje focal a 45°.
Y
Solucion: 3
Dominio. ]
Para x#0
1.
Dg:{x # 0} (- <, 0)U (0, =) . -
- 0 2 3 x

Rg{y#0} (= 0)U(, =)

Primera funcion compuesta.

(fo 9) (%) =f(9(x)) = f(1/x) =Ji—2 = J
X
Dominio.

1r. caso.

2do.caso. Para: 1-2x=0
X

1-2x=20

Para: x >0 asintotaen x =

1-2x

X

0

) A

-2X =2 -1 Multiplicando por -1.

2x <1
X <1/2;

D(fog):{0<x=1/2} (0, 1/2]

La condiciéon cambia de sentido

R(feg):{osy<a} [0 0)

Segunda funcién compuesta.

(9o f) (¥ =9(f(x)) =g(x-2) =

Dominio.

Para: x-2>0

Para: x > 2 existe 21
una asintotaen x = 2

X>2

D@gof:{2<x} (2 .

X

=
=
]

GRV71

R(go f):{o < y} 0, a) 11



Circunferencia deslizador1.ggb
comp1.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
comp2.ggb

FUNCION INVERSA
Definicion.- Sea f una funcién g
biyectiva, entonces su funcion -1

: -1 , "
inversa es f "y esta definida por
la siguiente condicién:

(y! X)ef-l — (X, y)Ef ' 4

Ejemplo

Sea f:-[(2, 3), (3, 6), (4, 9), (5, 12)]-

Entonces

= [3.2).6.3). 0.9 02,5}
1

ponde Df={2,3, 4,5} =Rf
1
y  Ri={369 12} =Df

Por lo que

-1 -1 -1
fof =f(f )=1 Donde Dy =Rf=Df
-1 -1 -1
f of=f (f)=1 Donde D =Df=Rf
Ejemplo

2
Dada la funcion f :{(x, y)/ xeR, y=6x—-% 0<x< 3},
investigar si es biyectiva (biunivoca). En caso afirmativo hallar
su funcion inversa, dominio, Rango y funcion identidad.

Solucién

y:6x—x2 ........ @ —>x2-6x:-y—>x2-6x+9-9:-y

(x - 3)2 =-4(1/4) (y-9)

—_—

Entonces de ecuacion 1y
tomando en cuenta los :
limites de 0y 3, se tiene

que:
Para x=0 =0 a
Para y=3 = ’

Por lo tanto la funcion es biyectiva

(biunivoca). i
f(x) = —x"+6x, (0<x<3)
a) Funcioén inversa.
Despejando x de la ecuacion 2
1 o 1 2 3 4 #X

2
x-3) =-y+9

b) Mediante la funciébn composicién se obtiene la funcién identidad.

(fOf_l) (x) =f(f-1(x)) Porlotanto del y 3

- -
y=—\/—(6x—x2)+9+3 »>y=- -6x+x2+9+3->y=-\jx—6x+9+3

y:-\/x2—6x+9—9+9+3 —-> y=-\](x—3)(x—3)+3

y=x-3)+3 —+» y=x-3+3 > y =X  Funcién identidad
c¢) Dominio y rango. Ay
Df={x/xR,0<x<3}F (0,3) /
Rf={y/yR,0<y<9}F (0,9)
- - 4 g(x) = ——x+09+3, (0<x<09)
dr "
Df={x/xR,0<x<9} (0,9 '/
L o ;/
1 .
Rf=qy/yR,0<x<3} (0,3) I GRV712
L o - 3 ,#X



Circunferencia deslizador1.ggb
Inversa1.ggb

CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES SEGUN SU EXPRESION.

Explicitas

y =1(x) = 3x2- 4x +1 Entera

2
y=f(x)=x_+3x-5  Racional
x3 + 2

y =f(x) = +Jx2 -x+3 Irracional

Explicitas trascendentes

y =f(X) = sen x Trascendental

y = f(x) = log x Logaritmica

1

y=fx)=5

y=f(x)=_1
XX
X

y =f(x) =X

Exponencial

Racional
exponencial

Exponencial
irracional

2 0 2 P
X
_9 ]
}Y
/
/ \
\.Hx
. O O OO @ @ T
1 2 3 X
AY
1
f
08 /
e
| ~
06| ~
\___— e
0.4
0.2
0 >
02 [} 02 04 06 T X




Implicitas

3x2-4x-1-y:0
-yx3- 2y+x2+3x-5:O

-y2+x2-x+3=0

Implicitas trascendentes

y-sen(x)=0

Log(x)-y=0
X

5-y=0

Paramétricas
f(x):{(x, V) IX=t+1; y:2+3t]-
Donde Df=R, Dg=R y t=R
XxX=t+1
{y =2+ 3t

Despejando el pardmetro t de ambas ecuaciones.

t=x-1, t=y—-2
3
Igualando
X-1=y-2
3
y=3(x-1)+2

x=0 y=-
y=3x-1
y=0 x=1/3

0.5

10, «)

-0.5

05



Ejemplo

Dada la ecuacion paramétrica determinar la cartesiana.

X = sen (t)
- y = cos(t)
by
d
]

Xy

| x|y

0

n/4
/2
(34)m
T
(5/4)m
(3/2)n
(7/4)m
2n

Elevando al cuadrado las paramétricas.

X2: sen 2'[

Sustituyendo en la identidad trigopnométrica.

2 2
sent+cos t=1

2 2 L _
X +y=1 Ecuacion cartesiana.

y2: cos %

0
0.707
1
0.707

-0.707

1
=

-0.707

1
0.707
0
-0.707

-0.707

0.707

Ejemplo

Dada la ecuacion paramétrica determinar la cartesiana.

x = 3cos(t)

y = 2sen(t)

(34)m
T
(5/4)n
(3/2)n
(7/4)m
2n

Despejando el parametro y elevando al cuadrado las

paramétricas.

2
=cost; y =sent y

X Yy X
3 2 9
Sustituyendo en la identidad trigopnométrica.

2 2
sen't+cos t=1

Y=t
s T
2 2 ., .
l +L: 1 Ecuacioén cartesiana.
2 2
3 2

2
=cos't;

3 0
21 14
0 2
2 14
3 0
7 il
10
24 <l
3 0
y = sen’t



Funciones dadas por mas de una regla de correspondencia.

Ejemplo 1. Graficar la siguiente jM
funcion. 3:
3 si xs<-1 O I
1 -
fx) =492 si -1<x<2 —————— — >
& -5 4 3 -I —1_1-_ 1 2 3 4 5 B ex
4 si 2<Xx 2
—_—
Dominio y rango. o
Df:-[x/xeR,-a<x<a]' (-a, a)
rRi={-324}
Ejemplo 2. Graficar la siguiente funcion. Ay
a.
3x+6 Si -5<sx<-2
fX) = V4-x? si-25x<0
X+2 si 0<x<3
Para x=-5 y=-9
Para x=-2 =0
Para x=-2 =0
Para x=0 =
Para x=0 =2
Para x=3 =5

Dominio y rango.

Df={x/xR, -5Sx<3]' [-5,3)

Rf=-[y/yR,-1$y<4]- [-9,5)

Ejemplo 3. Graficar la siguiente funcion.

Sen (x)
=1,

Para x=-T1 y=0

Si -m<x<O0

si 0sx<2

Para x=0

Para x=0 y=0
Para x=2
Dominio y rango.

Df=-[x/xR,-3<x<2]'('3,2)

Rf=-[y/yR,-1sy<4]- [-1,4)




FUNCIONES ALGEBRAICAS

Son aquellas funciones en las que todos sus términos son
algebraicos y no intervienen las relaciones trigopnométricas,
logaritmicas o exponenciales.

FUNCIONES
ALGEBRAICAS
RACIONAL IRRACIONAL
f(X) =3¢ +7 POLINOMIAL N
X f(X) =\J-3x + 6
CONSTANTE PRIMER CUADRATICA
f(X) = k GRADO f(X) = 2% + X +3
LINEAL IDENTIDAD

f(X) = 3x + 8 f(X) = X




Ejemplos:
a. Dominio y rango de una funciéon polinédmica entera.

f(x) =x*-5x+6

Solucién:
Parabola paralela al eje “y”, abre hacia arriba.

Obtenciodn de raices, o sea, interseccién con los ejes.
Para y=0 — x?>-5x+6=0 — (x-2)(x-3)=0 — x=2, x=3
Df(x):{x /xeR } ; (-00, 00)

Obtencién del rango mediante la inversa.

y=x?-5x+6 completando cuadrados % — 225
[n]
y= X 2= 5X + 25/4 - 25/4 + 6
y= X°- Bx + 25/4 - 25/4 + 24/4 5 |25 o
2 4 Funcién inversa.

2
y=(x-5/2) -1/4

2
y + 1/4 = (x - 5/2)

t\y+1/4=x-5/2

x=%t/y+1/4+5/2 Cambiando variables

-1
f (X)=\yx+14+52 x+1/420 > x=2-1/4 Solo parte positiva

Rf :{y IyeR; y= -1/4]' [—1/4, 00)

f(x) =x>-5x+6

4

5

b Y

gl(x) = vx+0.25425

GRV1


Circunferencia deslizador1.ggb
D y R Inversa1.ggb

b. Dominio y rango de la funcion racional,
4 i
f(}{)zzz’{—‘5 )
2 - 5% + 6 Asintota Asintota
Solucién: —
" X#2 ]
Para X -5x+6#0 (x-2)(x-3)#0 7, Asintotas ]
' 0 D 4 6 B x
DI xIx€R ; x#2 ; x#3}  (==,2)U(2,3)U (3, ) I
-7 p
Obtencién del rango mediante la inversa. Asintota
2 _ 2 _ -4 1
y(xX" -5x+6)=2x-5 —» X y-5Xy+6y=2x-5
2 2 1
XYy-b5xy+6y-2x+5=0 —»  Ordenando X y-5xy-2x+6y+5=0 o
a=y ) °]
5 Sustituyendo Asintota I
yX -(5y+2)x+6y+5=0 donde b=-(5y+2) en \:
_ formula
cC=06y+5 3]
Ex+2+vx?+4
X =5y +2 iJ(SV + 2)2_ A(y)6y +5)  Desarrollando g(x) = > 2 : - 21
2y
Vo 2 2
X=5y+2+"¥25y+ 20y +4-24y - 20y : -
2y 1 2 a 4 5 5] x
2y variables xT—3x+
-1 /
f X)=5x+2+ x2+4 2x#0 x#0 Asintota

2X

Rf(y):{y IyeR; y# 0]-

(-0, 0) U (0, ©0)

GRV2


Circunferencia deslizador1.ggb
D y R Inversa2.ggb

c. Dominio de la funcion irracional de indice impar,

f(x) = 3/—X
N x°-5x+6
Solucién:

X#2 i
X2-5x+6#0 (x-2)(x-3)#0 {x 43 Asintotas

Df(x):{x/xeR; X#2; x¢3]' ; (-~,2) U (2,3) U (3, ~)

Obtencion del rango mediante la inversa.

Yo=K — PoR5x46)=x
X" -5x+6

y3(x2- 5x+6) =X —> (x2y3- 5xy3+ 6y3)—x:0

2 3_ 3 3
(Cy=Bxy +6y)—x=0 —> x%y°-5xy’-x+6y°=0

(!
L -
w <
1 1
= [ )

) - \ >
y3x . By + L)X +6y°=0 Donde 1 2 ( o 2 4 X
3 b Ex?4+ 1+ vxF+10x7+1
a=y . - g(x) = 553
_ 3 Sustituyendo 520+ 1— VA TTORTTT
b=-(0By +1) en g1 (x) = '"2 ;
z x
c= 6y3 formula
3 \/ 6 3 3 3 Asintotas.
x=5y*14Y250°+10y +1-40°) (6y%) -1 3/ 3 ,
2y3 f X)=5bx +1+ >g6+10x3+1 ; 2x #0 x#0 -2152x 2-0.47 (Raices del
2 radicando)

Cambiando
X = 5v3+ 1 i\/v6+ 10v3+ 1

2y3

variables Riy){y/y €R;-2.152y2-0.47;y # 0} (-00 -2) U (- 0.5, 0) U (0,00)

GRV3


Circunferencia deslizador1.ggb
D y R inversa3.ggb

FUNCIONES PARES E IMPARES

Una funcion f(x) es par si al evaluarla por - x no cambia de signo.

f(-x) = f(x)
Ejemplo.
4 _ 2

Sea f(x) =3x -2x +5
Evaluarla para —x

4 2
f-x)=3x -2x +5 a]

4 2 N

f-X)=3(-x) -2(-x)+5

4 2 ., -4 2 0 2 4 _;
f(-X) =3x -2x +5 Funcion par N

Una funcion f(x) es impar si al evaluarla por - x cambia de signo.

f(x) = -f(x)
| “'%Y
|
Ejemplo. -
Sea g(x) = 3x3+ X-2 'lll 2]
Evaluarla para —x T\ o] 3 iy

9% =3(%) +(X)-2

g(x) = -3x3 -X-2 Funcion impar




D. Dominio de la funcién irracional positiva de indice par.

f(3)=+% -5% + 6

Solucién:

Nota: es una hipérbola coincidente con el eje x, toma la
mitad de la grafica por ser el radicando positivo.
X<2

2. > - -3) 2 Analizand
X“-5x+62=0 (x-2)(x-3)=0 nalizando {xzs

DIX):{x/x€R ; x=2, 3<x } (==, 2] U3, =)

Obtencidén del rango mediante la inversa.

2
y2= X -5x+6 Ordenando -x2 +5X-6+ y2: 0 Donde
a=-1
Sustituyendo
b=5 en
2 7
C=-6+y formula
b4 VaxT41
glx) = 5 .
5 2
X=-52V5-4(-1)(-6+y ) —b —VAxT 1
2(_1) gL(x) = )
\/ Resumiendo y
X=-5+V25-24 + 4y cambiando
2(-1) variables
-1 2 2
f(X)=-5+V4x +1; 4x +120; x=2V-1/4; x=20
-2

Rf(y):{y lyeR", y2 0}; [0, )

by |
\ f(x) = Vx2—5x+6

(0 < x < 100)

(0 < x < 100)



Circunferencia deslizador1.ggb
D y R Inversa4.ggb

Dominio y rango de una funcién racional combinada con una irracional par. | Ay
$Z -5x+6 , "»
f(x) = ¥X Asintot L
(>¢) <1d sintota —_ "".L
Solucién: he) = VT ERE \
2 _ x<2 - x+4 AN
Primer caso. X -5x+620 ; (x-2)(x-3)20  Analizando 7 , e
= X
Segundo caso. X+4#0 ; x#-4 Porlo tanto existe una asintota, asi que: \\ ) \
\ Asintota
Df={x/XeR;x#-4, xs2, 3sx} (-, -4)U(-4,2]UB, =) \ -
Obtencion del rango mediante la inversa.
J.2 J2 2 2 . M
y(X +4) =Vx"-5x+6 —> yx+y4=Vx -5x+6 —> (yx+y4d)= X -5x+6
2 4l
o+ 8y x + 16y°) = x> Bx+6 —> Y 50+ 8yx + 16y° - X+ 5x-6=0  Ordenar \
y2 x2 X+ 8y2x +5x + 16y2- 6 =0 factorizando 2
a=y -1
Sustituyendo
(Y- 1) +x(8y*+5) + 16y~ 6 =0 Donde b=8y°+5 o :
2 formula
2 2 c=16y -6
-8/ 51V @2+ 57 402 1) (16y°- 6) Y
2
2(y-1)
2 / 4 2 4 > Resumiendo y
y=-8y-5+% V64y + 80y +25-64y +88y-24 cambiando
2y2— 2 variables
f-](X) - 8X2- 5+ 168X2+1 Caso 1l 2X2- 2#0 — x#1 Asintota F(x) = —8x?— 5+. VI68xZ + 1 (x> l])/
- 2x2 -2 ’ =
2
2% - 2 Caso2 168x+120 —> x20 ~8x? 5~ VIS

((x< -1)vD<x<1)

g(x) =

2x2 -2

Ri={y/yeR y#, osy | (-, -1) U [0, =) GRVE


Circunferencia deslizador1.ggb
D y R Inversa5.ggb

Dominio y rango de una funcién racional combinada con una irracional par. 4

4
f}{: 4+ .
G0 BbE -BX + 6

Solucién:

2
X -5x+6>0 ; (x-2)(x=-3)>0 —> x<2 y x>3 Dos asintotas 2

: - asintotas
Df:{x/xeR; X <2, 3>x} (-, 2) U (3, ») /
Obtencion del rango mediante la inversa. . n 4 5 E X
/2 2 2 2 2 2 i
yVX -5x+6 =x+4 —> X -5x+6 =(X+4) —> y (X -5x+6) =(x+4)
y? :
22 2 2 2 22 2 2 2
y X -y 5x+6y =x+8x+16 —> y x -y 5x+6y -x -8x-16=0 Ordenando
VR -y Bx-8X+6y2-16=0 —> X(y°-1) -X (5y° +8) + 6y - 16 = 0
2
a=y -1 _ _ x+4
) Sustituyendo 8 = T e
Donde b=-(5y +8) en
2 formula
c=16y - 16
2 2 2 2
X = 5v2+81\/(5v+8)-4(v -1) (16y - 16) : 5 oy
2
2(y -1)
) / p 5 p > ) Resumiendo y
x = 5y‘+ 8 +V 25y + 80y  + 64 - 64y + 64y + 64y -64  cambiando ﬂ
2 variables F() = 25 FEF VORI s
2y -2 f]_(X]:SX2+82_x2VW. (x>0)
-1 2 2
4 = . 0 ©0
2522 Caso2 168x%x 20 —> x20 Ri={y/yeRi -o<x<®} (=) goue



Circunferencia deslizador1.ggb
D y R inversa8.ggb

Dominio y rango de una funcién racional e irracional combinada. Ay
¥+ 61
f(x =\{
<) ¥ -5+ 6 Solucioén:
4_
X # 2
Para x2-5x+6#0 (x-2)(x-3)#0 (%3 y X+4#0;, x#-4 :
—
Df =94x/x€R; -4<x<2, x>3 -4,2)U (3, —_ : -
} [-4,2)U (3, ») af 2 Jo b | & & & 10
Obtencién del rango mediante la inversa. oy *
X+4 2 2 22 2 2
yZ: 5 > Yy (X -5x+6) =x+4 —> y X -y 5x+6y =x+4 4]
X -5x+6
22 2 2 22 2
y X -y 5Xx+6y -x-4=0 —> y x -y 5x-x+6y2-4:0
y2 x2 x(y25 +1)+ 6y2- 4=0 Donde
a=y’ ORI
b= -y’ Sustitwyendo _, y— 52 1 4V (5y% 1f- 40A (617~ )
=-(y 5+1) en 5
2 5 2
c=6y-4 formula y
2 \/ 4 2 4 2
X=95y+1+V25y +10y +1-24y + 16y
2
2y
2 \/ 4 2
X12:5y+1i y +26y +1 ambiando variables _

' 2y [y 51V F T
I]{x}_ 542 . (x=10)
|

2 \/ 4 2 Yoy o 58 +1- v 26741
3/12:5)("’1i X +26x +1 2x2¢0 - x#0 Por lo tanto mlx) = 2x? r &>0)

| 25

Rf:{y/yeR; 0<y} (0, =) GRV7


Circunferencia deslizador1.ggb
D y R inversa7.ggb

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y SUS INVERSAS

-1
f (x) = ARCOS (x) 4Y

f(x) = cos (x) Biunivoca 0 1
| 3
I f
of: o, m);  R[1,-1 N
|
1 Lo
f (x) = arcos (x) L ™ X
2 - 0 1 2 3: T
-1 -1 N |
Rf [1 1] ; Rf : [Tr, 0} 60 = COS () f
- GRV341
f(x) = sen (x) by
E'__f_ () =apesen (x)
Df: {-n, n}; RF:|-1,1) 2
- 14—— T
2 2 o o
2 0 [ _
-1 21 0o 1T o2 oy
f (x) = arcsen (x) i) =sen(x] | 2
.;‘..
-1 -1 .
Df :[-1,1]; Rf :[-m, 12 GRV342
2 2
Y f(x) = tg (x)
f(x) = tg (x)

Df:f-mr, Y, Rf:(-, )
2 2)

f-l(x) = arctg (x)

-1
f (x) = arctg (x)

-1

-1
Df : (-, =) Rf @ f-11,
: (32)

GRV342

Repaso: Calcular el valor del angulo en radianes a partir de
valores unitarios del triangulo rectangulo.

Para calcular estos valores se utilizan las inversas de los
COSEeNoSs.

Para 60° Para 45°

A A

\135 = (3/4)m

_ iz

> 2

y=arcsen(-/3 /2)=-1/3 y = arcos(- /2 / 2) = (3/4)

Para 45° Para 60°
A A
120 = (213)m
oo, EIR NN
\[V? !

y = arccot(- 1 //3 ) = (2/3)m

™ [180°

Rad= 6



Circunferencia deslizador1.ggb
DyR tan.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
invtrisen.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
invtricos.ggb

.. ., A
Dominio y rango de una funcién seno. ty

y =sen (X) 11
Solucién:
0 AX

Para limitar la ecuacién y hacerla funcién biunivoca se hace y=1.  -1.5708 -1 01 1570¢

l=sen(x) —> Despejandox — x=arcsen(1)=1.5708

1.5708

Para x=-1.5708 —> Yy=sen(-1.5708)=-1
Para x=15708 —> y=sen(1.5708)=1 ‘

Df :'[X /-1.5708 = x < 1.5708]' , [- 1.5708, 1.5708]

ri={y/1syst}; [ 1] Ay

-2 4

1
Dominio y rango de una funciéon coseno. \
. . X,3.1416

b Y

y = cos (x) 0 1 2 3
Para limitar la ecuacion y hacerla funcion biunivocase hace y=1 vy y=-1. -1
1=cos (x) — Despejandox — x=arccos (1)=0 y x=arccos (-1) = 3.1416
\g ~
\;\
Para x=0 — y=cos(0) =1 ‘
Para x=3.1416 —> Yy=c0s(3.1416)=-1 ]
pf={x/0sx<3.1416} ; [0, 3.1416] 0
-2 -1

ri={y/1sysi};  [-1 1] 4

GRV711


Circunferencia deslizador1.ggb
fun seno.ggb

FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

f(9=b y f(x)=log ()

Donde b #0

f(x) = 2

g(x) = log; (x)

hi(x) = 2°+1

p(x) = log; (x — 1)

q(x) — oxt+1 —

r(x) = bog,(x) — 1
s(x) = 2271 41
t(x) = log(x — 1) — 1




Dominio y rango de una funciéon exponencial.

X
y=2

Donde b=2 porlotanto b>0 y b#1

Interseccion con los ejes.

0
Parax=0 y=2 =1
X
Paray =0 0=2 X= |ng(0) =Ind. - asintbtica al eje X

Obtencién del dominio.

sz{x/xeR}; (-, =)

Obtencién del rango mediante la inversa.
X = Iogz(y) Cambiando variables

y = log, ()

Parax =0 y= IogZ(O) =Ind. -« asintbticaal ejey
0
Paray =0 O:Iogz(x) X=2=
Nota. Valores para los cuales se hace indeterminada.

Para x= o0 y=2 =00

Para X =- y=2 =1=0
o0

fi{x) = 2

4y

1 Rf:‘[y/0<y]>;

fiz) = 2

}V

0, =)




Dominio y rango de una funcién exponencial.

y=1- 1
ex
Para 1- 1 =0 — 1= _1
X X
e e

Df:{x/xeR}; (- o0, =)

Interseccién con los ejes.

Parax=0 —» y=1- 1 —s Yy=0
e0
Para y=0 — 1-1 =0 —> 1=_1
eX eX

Asintota.
y=1- 1 =1-1 =1-0=1

e’ %
Obtencion del rango mediante la inversa.
y-1=- 1 — y-1)=-1 — &=- 1

X

e y-1
x =Ln | -1 Campiando signos y =Ln

1 ' y variables P

y

1-x

—» ef~1 — x=Ln(1)

—» e’21 — x=Ln(1l) — x=0

] Ec. inversa




FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

X

y=b — x:Iogby;
X

y=e —> X=Lny,;

Ejemplo.

. (X
Obtener la funcion inversa de y = 4e

Cambio de variables.

(y-3) .
+ 3 Despejando

ae

X =4e

(y-3)
e X-3

4

Multiplicando por
logaritmo natural.

(y-3)
Lney =Ln fx-3
4

Recordando:

Ln (e)b: b Ln (e) | Parte izquierda
de la ecuacion.

Ln (e)b: b (1)

(y—3)Lne=Ln ()(_3)
4

y—3:Ln(x_-3)
4

Donde: p>1

e y>0

b#0

Logex =Lnx

3
)+ 3.

Cambio de variables.

f(x)-lz Ln ()(;3) +3
4

Df ={x/x R} L (-, )

y—-3>0
4

y>3

Rf :{y/y R; y>3} (3, =)

1

o

=1

}

y (x - 3)
y =4e +3

f(x)-l =n ()(%3) +3

y=Ln(x;3)+3
4

Nota: e°=1

Ln(e)=1

e =2.7183 Ln(1)=0

Ejemplo.

Obtener la funcion inversa de f(x) = log (2x-1) +5
10

Cambio de variables.

Paraf(x):—» 2x-1>0 —» x>1/2

x=log (2y-1)+5
10 Df :{x/x R}; (172, »)
log(2y-1) =x -5
- Rf :{y/y JR} ;o (-0, )
2y -1=10
ay=10""V 41 1
y= Paraf (x): —> y>1/2
-5
= 1o(X )+1 Df :{x/x R} (-o0, =)
2
1 (x - 5) Df :{y/y IR} (1/2, =)
fx) =10  +1
2
Py -1 (x-5)
flx) =10 +1
2
(2x-1)+5
)
Inl B
1 2 0 2 1 B B &
f
-2




Ejemplo.

Obtener la funcion inversa de f(x) = 5 - 3.
Cambio de variables.
2+y) .
x=5 -3 Despejando
a “y” _1
é2+y) Paraf (x): —> x=-3
=x+3
Para x =0; y=-132
2+y=Log(x+3)
> Df ={x/x R}; (-3, )
y=Log (x+3)-2
Lo RE=lyyRI: (=, =)
f (x)= Logs(x +3)-2
Paraf(x): —» y>-3
Para x =0; y =22
Df :{X/X R} ; (o0, ) Ay
2+X) :
Rf ={y/y R} (-3, ) W=s =3
f 3 0 1 2 3 ;
N

(2+X)

-1 -3
f X)=Log (x+3)-2
—4 5




PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Producto :

Log, (menep)=Log (m) + Log (n) + Log, (p)
Cociente :

Log b[%:l =Logy, (m) - Log}, (n)

Potencia :

Logb[mn]ﬂLogb (m)

Raiz:

L
Log 1, rm | = 8o

CAMBIO DE BASE
Por definicion

m
Loggx=m <= a =X

De la definicion
a =X

Aplicando logaritmo de base b a ambos lados
m_

Log pa = Log |Ox

De acuerdo al logaritmo de una potencia

M Log pa= Log b X Despejandoam

Log, X
m = b

" Log ba

Sustituyendo a m queda:

Log,, x
Log . x = b
9aX Log, a
Ejemplo
Calcular el log 72401: X
Solucién
a=7 Log 142401
log _2401=m = 10 _ 3.3804 _ 4
X = 2401 Log 10 7 0.8451
Comprobacion
74 = 2401
Ejemplo
Calcular el log 22401: X
Solucion
a=2 Log 2401
log ,2401=m - 10777 _ 33804 4 o3
X = 2401 Log 10 2 0.3010

Comprobacion

211.23 — 2401



FUNCIONES HIPERBOLICAS DIRECTAS.

Este tipo de ecuaciones se relacionan con el nimero de Euler

(e = 2.7183).

1.

.senh(x)=e -e

_tanh(x) = Senh(x) = e - e "

cosh(x) = ere”
2

Df :{x/x € R} i (-0, ©)

Rf :{y/y € IR} ; (1, =) 3

2

Df ={xix e R} ; (0, )

Rf ={y/y € R} ; (-0, @)
GRV242

J{ky

cosh(x) e*+¢e*

Df :{x/x ER} ; (-0, @) - u/i

Rf :{y/y € R} © (-1, 1) 4]

GRV243

4. coth(x) = cosh(x) = e +e "
senh(x) e*-e*

Df :{x/x €R; X# O} ,
(-, 0) U (0, =)
Rf :{y/yeR; x<-1, x> 1};

('oo’ '1) U (1’ 00)

5.sech(x)= 1 = 2
cosh(x) e +&

Df :{x/x € IR} v (-, =)

Ri=lyyeR | (0,1]

5. csch(x) =

1 = 2
senh(x) €*-¢e*

Df ={xix € R; x#0} ;
(-2, 0) U (0, =)
Rf=lyly eR;y#0} ;
(-2, 0) U (0, =)

}V
1] 2 3
X
GRV244
GRV245

GRV246


Circunferencia deslizador1.ggb
senh.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
cosh.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
tanh.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
sech.ggb
coth.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
csch.ggb

IDENTIDADES HIPERBOLICAS

cosh?x - senh’x =1

sech’ +tgh’x =1

cotgh?x - cosch’x = 1

senh (x £ y) = senh x cosh y £ cosh x senhy
cosh (x £ y) = cosh xcosh y £ senh xsenh y
senh (2x) = 2 senh x cosh x

cosh (2x) = cosh?h + senh?x

senha +senhb =2senh

cosh a + cosh b = 2 cosh

2senh? =coshx -1

2cosh? =cosh x + 1

(senh x + cosh x)n = senh (nx) + cosh (nx)

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS.

5.

y= cosh_](x) =Ln(x + Ix%1 ) X €R, 1, «)
y= senh_l(x) = Ln(x + K1 ) X€ (-, )

-1 1 1+x
y=tanh (x)=Ln [1+x =—Ln l<x<1
1-x 2 1-x

+1
X 1];le>1; X<-lo0l<x

1 1
y = coth "(x) =? Ln {

-1
y=sech (x)=Ln[17+ %1} 0<x<1
X

S | 1
6. y=csch (x)-LnY+ = +1 X%0

X

GRV343

GRV344

GRV345

GRV346

GRV347

GRV348

Demostracion de la siguiente identidad:

senfil) = Ln (x+ | 241 )

y =senh -](X) Despajando a x
X =X
x = senh (y) o4y y=senh() =%:
x =senh (y)=e’-e”
2
_ .y Y . o] >

X=e -2e o - e X

y -y y=Ln(x+\/x2+1)
2x=e -e

Yy

ey - 2x — e'y: o Multiplicando por e

2 -y
) _2x€-e e =0

y

2 .
) _2xe-1=0 Si w=e

wz- 2xw-1=0 Utilizando la cuadratica.

w= 2x * \/4x2 - 4(1)(-1) = 2x i\/4x b4 = 2 £ \/4(X2+ 1) =

2(1) 2 2
.y
w = 2X 12\/x2+1:x i\/x2+1 Si e =w
2
2 2
ey:X+\/ X +1 —_—) y = Ln(x+\/x +1) |qqd


Circunferencia deslizador1.ggb
arcoshinv.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
arsenhinv.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
artanhinv.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
arccothinv.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
arcsechinv.ggb
Circunferencia deslizador1.ggb
arccschinv.ggb

FUNCIONES HIPERBOLICAS. Demostracion de la siguiente identidad:

2 2
1.  senh(-x) = - senh(x) cosh (x) -senh (x) =1

2 2
senh(x)=6 -e =-e +& =-senh(X) (eX+ éx) - (ex s ) =
2 2 2 2
jy X2 X =X 2 2 X X ,-X2
2 =(e)+2e’ e +(€) -(€)-2e e -(e)) _
Df:{x/xeR}; (-0, ) ! : *
IR i Z_ﬁ; X2 X _-X Xy2 2 X -X X2
Rf:{y/yER}; (-c0, ) . =(e)+2e’e +(e)'4((ex)'2 e-(e)) _

X2 XX, x2 X2 X-X X
=) +2e 7 (€ - (9 +28 7+ & _
> _

=2+ 260 =2(1) + 2(1) =
4 4

=1 .g.g.d.

4
4

2.  cosh(-x) = cosh(x)

X X X X
cosh(-x)=e +e =e +e =cosh(x)
2 2

f(x) = c&h(- X)

\ f(x? = _c>osh(x)
o X : X
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Ejemplo fisico.

En una carretera que esta a 50 m. de altura pasa un vehiculo a
una velocidad de v = 5 m/s. por un punto ubicado a 10 m. antes
del precipicio. Determinar el momento y distancia en que
choca, asi como trazar la trayectoria.

Datos.
g~ 10 m/s. Por tratarse de una caida de un objeto.
hv =50 m. A

di =10 m. |

ti=0

V =5m/s.

Planteamiento de las S0
ecuaciones.

2 10 d
Sustituyendo datos

dh=10+5t...03
2

Para el momento del choque hv =0, por lo tanto, de ec. 4.

2
0=50-5t —>» t=23.1623s.

Para el momento del choque t = 3.1623, por lo tanto, de ec. 3.

dh =10 + 5 (3.1623) = 25.81 m.

2
hv=50-10t =50-5t>....... @

Para determinar la ecuacién de la parabola de 3y 4 se despeja
t y se igualan o se sustituye.
t=dh - 10 ?= _hv + 50

5 5

(d -10)° = 5(- h + 50)

{d-lOZ:-h+50 .,

5 5

(d-10=-5(h+50) —> V (10, -50)

t dh hv

0 10 50
1 15 45
2 20 30
3 25 5

3.162 25.8115 -0



