Matrices y determinantes

MATRICES

Una matriz de mxn con elementos en C se define como un arreglo de la forma

i b11 b12 bln ]
b21 b22 o an
_bml bm2 o brnn_

donde a,;, a,,,-",a,,, € Cy mneZ
e Igualdad de Matrices

Sea M1 = [aij:l y M2 = [bij] dos matrices del mismo orden, podemos decir que M1 y M2

son iguales, lo que se representamos con M1 = M2 , Si:
a; = bij; para i=1,2,... . myj=1,2 ... n
e Adicion
Sea M, = [aij] y M, = [bij] dos matrices del mismo orden, la adicion de M, + M, es una

matriz M, = [Cg} , la operacion esta definida por:

a;+ bij =Cy

;para i=1,2,...,m yji=1,2,....n
Cumple con las siguientes propiedades:
o Asociatividad
M, +(M, +M;) =(M, +M,) + M,
o Conmutatividad
M, +M, =M, + M,
o Elemento Idéntico, existe una matriz 0 tal que M, + 0 = M,

o Elemento Neutro, existe una matriz M1 tal que M, — M, =0

e Sustraccion
Sea M, = [aij] y M, = [bij:' dos matrices del mismo orden, la sustraccion M; — M, es una

matriz M, = [cij], la operacion esta definida por:
M, -M, =M, +(-M,)

donde aij -b :Cij ; parai=1,2,... .myj=1,2, ... .n

ij
e Multiplicacion
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Matrices y determinantes

Sea M, = [aij] de orden mxny M, = [bij:l de orden nxp, la multiplicacion de M, * M, es

una matriz M3 = [Cij] de orden mxp, la operacion esta definida por:

n
Cy = Zaikbkj ;para i=1,2,... .myij=1,2, ... .n
k=1

Cumple con la siguiente propiedad:

o Asociatividad

M, (M,M,) = (M,M, ) M,
donde M, es de orden mxn, M, de orden nxp y M, de orden pxr.

o Distributividad

Sea M, de orden mxn, M, de orden nxp, M, de orden nxp, M, de orden mxn, entones:

v M, (M, +M;)=(MM,)+(MM,)
v (M, +M,)M, =(MM,)+(M,M,)

e Multiplicacion por un escalar

Sea M, = [aij] una matriz de orden mxn con elementos en C y o« € C, el producto por un

escalar oM, es una matriz M, = [bij] del mismo orden que M, , la operacion esta definida

por:

Cij = OLaij; parai=1,2,... myj=1,2 ... n

Cumple con las siguientes propiedades:

o Asociatividad
(aB)M, = a(BM,)
o Conmutatividad
oM, = M, a
o Distributividad
(o +B)M, = oM, +BM,
a(M, +M,) = oM, + oM,

e Matriz Identidad

Sea una matriz de orden mxm la cual podemos denominar cuadrada de la forma
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1 0 0 0 0
01 00 0
[ |00 10 0

0O 0 0 0 -1

Se llama matriz identidad a I | = [Bij] , tal que:
o0;=1,sii=j 'y 6;=0,s1 i# ]
(a 0; seleconocecomodelta deKronec ker )

Cumple con las siguientes propiedades:
o I M=M
o MI =M

donde A es una matriz de mxn.

e Matriz Inversa

. . . . . -1
Para una matriz M, es posible hallar una matrix X denominada inversa y se representa como M
, tal que:

XM=1 o I=MX
A las matrices para las cuales existe inversa se les conoce como no singulares.

Sea M1 y M2 dos matrices no singulares del mismo orden y A €C, entonces cumple con lo

siguiente:

-1 L.
o M, " esnica

o (M) =M,

o (M;M,) =M, M,

o (WM, )_1=%M1‘1,Sik¢0
o (M) = (M)

o (M) = (M)

-1 1
M = ——( AdjM. ) donde Adj A es la adjunta de A.
7 ( ! ) detM, ( s ) : :
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e Matrices elementales

Una matriz elemental es aquella que se obtiene aplicando a |, una transformacién elemental y se

representa con:

ij) -
o In si se obtiene intercambiando los renglones i y | de | .
. . . . | k0) L
o n si se obtiene multiplicando por un nudmero n el renglon |

k(i ) :
o In si se obtiene multiplicando por K elrenglén i de |, y sumando
el resultado al renglén j .

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

i) :
o m A es la matriz que se obtiene intercambiando los renglones | y

J de la matriz A

k(i) .
o Im A es la matriz que se obtiene multiplicando K el renglén i de la
matriz A
TR . . L .
o m es la matriz que se obtiene sumando al renglon ] de la matriz

A e renglén i multiplicado por K .
Las matrices elementales son no singulares.
El producto de matrices elementales es una matriz no singular.
e Ecuaciones con matrices

Las ecuaciones matriciales, pueden resolverse siguiendo el mismo procedimiento que se emplea
para resolver las ecuaciones planteadas con nimeros; esto es, tratando de "despejar” la incognita
en términos de los otros elementos que intervienen en la ecuacion respetando el algebra de matrices.

e Tipos especiales de matrices cuadradas

o Diagonal principal, triAngulo superior y tridngulo inferior

En una matriz cuadrada pueden distinguirse tres "regiones":
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8y
Ay <+«—Triangulo Superior
A
a., <+— Diagonal principal
T Triangulo Inferior
La "diagonal principal", constituida por los elementos @;; tales que i=j; es decir por los

elementos de la forma a;; .
El "triangulo superior”, constituido por los elementos a;; tales que i<j.

El "triangulo inferior”, constituido por los elementos g;; tales que i >j.
e Traza

Sea A= [aij] una matriz de nxn con elementos en C. Se llama traza de A, y se representa

con tr A, al nimero.

a.

i
i=1

Si Ay B son dos matrices de nxn con elementosenCy o € C :
o tr(A+B)=(tr A) + (tr B)
o tr(aA)=a(tr A)
o tr(AB):tr(BA)

e Matrices triangulares

Sea A= [aij] una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:

o A es triangular superior si a; =0 para i > j

o A es triangular inferior si &; =0 para i < j

Si A'y B son dos matrices triangulares superiores (inferiores) del mismo ordeny o € C, entonces:

o A+ B estriangular superior (inferior).
o A es triangular superior (inferior).
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o AB es triangular superior (inferior)

e Matriz diagonal y matriz escalar

Sea A:[aﬁ] una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que A es una matriz diagonal si

a; =0 para i = J,y se representa con:

dlag(ally a-22!"'! ann)

Si Ay B son dos matrices diagonales tales que A=diag(a,,,a,,,...,a,,) y B=diag(b,b,,,...,B,,)
y a € C, entonces:

o A+B=diag(a, +b,;,a, +0y,....a,, +b,)

o oaA=diag(aa,,aa,,,..,aa,,)

o AB=diag(a,;b;,a,by,....a,b,,)

o A=diag(L,t .3-), Si A es no singular.

ay ' ay !

e Transposicion
Sea A= [aij] una matriz de mxn con elementos en C. Se llama transpuesta de

A ala matriz de nxm A’ = |:Cij:| tal que

Si Ay B son dos matrices con elementos en Cy o € C, entonces:
o (A =A
o (aA" =aAT
o (A+B)' =A"+B" ,si A+B puede obtenerse
o (AB)' =B'A" , si AB puede obtenerse

e Matrices simétricas y antisimétricas
Sea A una matriz de nxn con elementos en C. Se dice que:
o Aessimétricasi AT = A
o Aes antisimétricasi AT =—A
Si Ay B son dos matrices simétricas (antisimétricas) de nxn con elementosen Cy o € C, entonces:
o A+B es simétrica (antisimétrica)

o o A es simétrica (antisimétrica)

Avila Nufiez Maria del Rocio
Rodriguez Chavez Rosalba




Matrices y determinantes

Si A es una matriz de nxn con elementos en C, entonces:

o A+ A'es simétrica
o A— AT es antisimétrica

e Conjugacion
Sea A= [aij} una matriz de mxn con elementos en C. Se llama conjugada

A ala matriz de mxn A= [Cij] tal que
Gj =4
Si A'y B son dos matrices con elementos en Cy o € C, entonces:
o (A)=A
o aA=aA
o A+B=A+B ,si A+B puede obtenerse
o AB=AB ,si AB puede obtenerse

e Matrices reales e imaginarias

Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se dice que:
o Aesrealsi A=A
o Aesimaginariasi A=-A

Si Ay B son dos matrices reales (imaginarias), entonces:

o A+B esreal, (imaginaria), si A+B puede obtenerse
o AB esreal (real), si AB puede obtenerse

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:

o A+ A esreal
o A-—A esimaginaria

e Conjugacién-transposicion.

de

Sea A una matriz de mxn con elementos en C. Se llama conjugada-transpuesta de A, y se representa

con A*, a la matriz de nxm definida por
—\T
Asx = (A)

Si A es una matriz de mxn con elementos en C, entonces:
Avila NGfiez Maria del Rocio
Rodriguez Chavez Rosalba




Matrices y determinantes

—\T _
Ax=(A) =(A7)
Si A'y B son dos matrices con elementos en Cy o € C, entonces:
o (Ax)x=A
o (aA)*=aAx*

o (A+B)*=A=*+B=* ,si A+B puede obtenerse
o (AB)*=B=* A=, si AB puede obtenerse

e Matrices hermitianas y antihermitianas

Definicién: Sean A:[aij]nxn con & € C

i) A es hermitiana si A= A*
ii) A es antihermitiana si A =—-A*
iii) Una matriz hermitiana se distingue porque los elementos de la diagonal principal de la

matriz son reales y los elementos simétricos con respecto a la diagonal principal son
conjugados entre si.

Propiedades:

1) A+ B es hermitiana, si A y B son hermitianas
2) AA* es hermitiana

3) A* A es hermitiana, AA*= A* A

4) A+ A* es hermitiana, si A= [aij Jnxn

Matriz antihermitiana

Una matriz antihermitiana se reconoce porque los elementos de la diagonal principal son imaginarios
puros o ceros y los elementos simétricos con respecto a la diagonal principal son iguales en la parte
imaginaria y en la parte real difieren de signo.

Se puede obtener otra matriz antihermitiana de otra que no lo es, utilizando la propiedad A-A* es
una matriz antihermitiana si A es cuadrada.

Matriz ortogonal

Si B es ortogonal entonces B =B’

El producto punto entre renglones es cero.

El producto punto entre columnas es cero.

El determinante de una matriz ortogonal es det A= |1|
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Matriz Unitaria

A*=A" siA es cuadrada con elementos en C :
Propiedades

A* A=l ; entonces A es una matriz unitaria.
El determinante de una matriz unitaria es det A= |1|
Potencia de una matriz
La matriz es involutoria si A = |
Matriz idempotente de A si cumple que
AZ =A
La matriz es nilpotente si A" =0
La matriz es periddica si A" = A

Potencia de matrices

An _ AAn—l

Determinantes

Hay diversos métodos para el calculo del valor del determinante.

En este caso se utilizard el célculo del valor del determinante por la regla de Sarrus

Recordando:

a1l __,ﬂ”l'i @13 .
a4+ @ _ \

zi\\hz“; 3N

a gy Y

3\\ \\\ \\ |
\ ~ )
S

Q189,833 + 8,583,853 + 8138,,83, —85,89,8 3 — Agp A8y — A3,y

El inconveniente es que si quisieramos calcular un determinante de una matriz de mayor orden ya
no se podria efectuar, la regla de Sarrus Unicamente se puede utilizar para determinantes de
matrices de 2x2 y 3x3.
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Método de cofactores

Utilizando el método de cofactores, que dice que si B [bij ]nxn con elementosen C, yr € Z, res un

numero tal que 1<r <n , entonces:

1) detB=> (-1)"'b;M,

=1
2) dEt B= Z (_1)i+l' bir M ir

i=1
Se elegira aquel renglén o columna que tenga el mayor numero de ceros posibles

Método de la matriz tridngular

En este caso se utilizara el célculo del valor del determinante de una matriz triangular, en que dicho
valor se obtiene del producto de las entradas de la diagonal principal.

Utilizando transformaciones elementales reduciremos a la matriz hasta obtener la matriz triangular
superior.

Propiedades de determinates

1.- ‘CT\ =|c]

2) ‘C_l‘ :é , suponiendo que C! existe

3) det(CD)=det (C )det(D)

4) Si todos los elementos de una fila o columna de un determinante son nulos, el valor del
determinante es nulo.

5) Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales el determinante es cero.

6) Si todos los elementos de una fila o columna se multiplicand por un escalar, el valor del
determinante queda multiplicado por dicho escalar.

7) | 2C |= 20rdenDeLaMatriz |C| — 2n |C|

8) Si se intercambia un renglén por otro al determinante se le cambia el signo.

Si se intercambia una columna por otra, al determinante se le cambia el signo.
Se mantiene su valor absoluto.

9) La matriz A es una matriz triangular superior. Por lo que el teorema dice:

C=|C.

Si [ "] es una matriz triangular (inferior) (superior), entonces el detC - producto de las
n

detC =z C,

entradas de la diagonal principal, es decir, =1
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10) Si a una fila o columna de un determinate se le suma el multiplo de cualquier otra (fila o
columna), el valor del determinate no varia.

11) Sidet(A) =0, A es una matriz singular

12) Sidet (A) # 0, A es una matriz no singular

PROPIEDAD DE LA ADJUNTA:

A(Adj A)=(Adj A) A= det (A) In donde A es una matriz cuadrada de orden n.

Regla de Cramer

Sea n un sistema de ecuaciones lineales con n incognitas,

a,Xl+a,x2+...+a,Xxn=h
a,, Xl+a,, X2+...+a,, Xn=Db2

a, xl+a, x2+...+a,, xn=D0,

Y sea A = [a;;] su matriz de coeficientes.

Si detA #0
Entonces
_ detAy k=12
Xk = detA B =1, 4, ...,,n
donde

Ay = [c;;] estalque

| a; para j=k
" |bi, para j=k
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