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ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

Un espacio vectorial con producto interno en el que se define al producto interno como una funcion

f:V xV — C ycumple con

(i)
b)(ﬁ‘\hv_v) = (G‘\_/)+(G‘\Tv)

o) =[5

d)(a\a)>o,si uz0

Propiedades adicionales

1)(6\0):0 si u=0
2)(6 av):a(a\v) si ¢eC
(ulu)er
(

4) ﬁ\_/—v_v):(ﬁ‘\_/)—(ﬁ‘v_v)

Notacion

< f : A > < e ° > < prefactor| postfactor >
prefactor  posfactor
El producto punto, es producto usual
uveR __ _

_ = - = — Ue Y —

UeV uv=0 Proy.u === M:Juf+u22+u§
C0SO = —— M M

ull

: L

g -
Determinar si la funcion definida por
(U‘V)zlel_XZyl_X2y1+3X2y2 u=(x,%) v=(y,y,)eR

1)(6\\7)

(v‘u) Como las componentes son reales
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(up)=(va) Ol v2) = (3032l %)
XY =X Y = XY, +3X,Y, # VX — Yo X +3Y,X%, .. No cumple

Ejemplo, mismo ejercicio, pero con

a=(X1,y1) V:(Xz'yz) (Xl’yl)‘(XZ’yZ):(XZ’y2)‘(xl’yl)

XX, — YiXo — ¥, X, +3Y, Y, = X% —Y,X% .. No cumple, no es producto

. . a b
En el espacio vectorial ~w= [a,beR]
a+b 2a
Sobre R se define la funcion (ulv) = ac-2ad - 2bc + 4bd
_ a b - C d
u= V=
a+b 2a c+d 2c

1 a b c d)y (c d a b
)(a+b 2a}(c+d 20] _(c+d ZCj(aer 2a]

ac—2ad —2bc+4bd =ca—2bc—2da-+4db .. Sicumple
2)(uv+w) = (ulv)+(ulw)

— f g o~ c+f d+g
W= V+W=
f+g f c+td+f+g 2(c+f)

(uv+w)
2o afevartes o)t 2llece mlaso 2live &)

a(c+f)-2a(d+g)-2b(c+f)+4b(d+g)=ac—2ad —2bc+4bd +af +2ag —2bf +4bg .. Sicumple

— - —|- i b
) (au ‘V) - a(u ‘V) _aaoiaab ZO;a}

—= (a b a b
4 (u‘u) >0 _[a+b 2a] (a+b ZaH
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a’ —2ab - 2ab +4b? (a- Zb)2
a? —4ab + 4b’ (a-2b)" =0
(a—2b)(a-2b)>0 a=2b

Como a = 2b entonces no cumple w no es producto interno

Maddulo, NORMA o tamafio de un vector
La norma de un vector con producto interno se define por HGH = \/ﬁ ; HGH >0

Propiedades:

1) GH >0 u=0

2) GH:O, siysolosiaT=0

3) ‘aﬁ”=‘auam si aeC=> |a|=va’+b* ; a=a+bi ; SiaeR=>|o|=a
4 Jurv]<[u] +[v]

— 2
Ejercicio: Obtener la norma del vector u=2x*—x—1 si (pla)=> ab,
i=0
p=a,x’+ax +ax’ q="hb,x° +bx" +b,x?
Sol:

(pla)=agb, +ab, +a,b,

HGH:@ (G‘G):(sz —x—1‘2x2 —x—l)
(DD (DD+2)
—V1+1+4
=635

Ejercicios tedricos:
A) Sea V el espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V es una funcién
1) f:V-oV
2) f:VxV >C
3) f:VxV >V
4) f:v->C

B) La funcion definida por (X‘y):X1y2+X2y2,donde §=(X1,X2) §=(y1,y2)e]R2

El axioma que no satisface para ser producto interno interno

4(F)-GF) 957 +2)-(75)+ (79

2)(ex[y) = (¥} )(¥[f)>0

RRCH
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1)

2)

C) Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno ( . | . ) para todo ueV setiene que (u‘u)

(xfy)=(¥x) 3)(xfy +2)=(xly) +(x[

§+E(yl,y2)+2122=y1+zl,y2+z2
Xl’X y’y = y’y X1aX
(( 2)‘( 1 2)) (l 2)‘( 2) ((X11X2)|y1+211yZ+Zz):(X1’X2|y1’y2)+(X11X2)
XY, XY =YX + Y%

Xl(yz +Zz)+X2(Y1+Zl): XY, + X ¥+ X2, + X2,

Si cumple Si cumple

() () [x)-0

(@ (% %)V Y2 )) = (% %)|(¥2 ¥2)) 0 %)|(%.%,)] >0
((axl’aXZ)‘(yl’yz)):a(xlyZ+X2yl) X+ %

axy, +aX,y, =axXy, +ax,y, 2X12 >0

Si cumple No cumple ya que puede ser que X, =—X,

pertenece a

1)
2)
3)
4)

D) Si
1)

v
(v
(v
(v

Los reales
\Y

C

V xV

(\_/‘—iﬁ):—B y (\_/‘\_/+G):3+3i entonces la norma del valor v es:

3 2) 3 3) 45 4) \J45

= o > () =] N (viiu)=2(
B () s O =i(v
A & (i)

M= \/‘W: V3 —:Ia(—i) i

v)=3+3i~(v]u)

\7):3+3i—3i ===

E) Sean A un espacio vectorial con producto interno Cy weA, HSiv_vH es

1)
2)
3)
4)

b e -Jl
3HV_VH 0+3i|=+/0*+3% =3
i |-

o
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Ejercicio:
Si ||U|| = 4 entonces (G‘Zla) es:

- —12
= 2i(u \u) = 2] Hu” = -2i(16) = —32i

DISTANCIA ENTRE VECTORES

Sea u,v eV dos vectores que pertenecen a un espacio vectorial v con

producto interno (G‘\_/)

Jo=v]=[v-v

el Y T

Propiedades
1) (a,v)=a-v[ 0 2)d(u.v)=d (v,u)
3)d(uv)=0si  u=v 4)d (u,w)<d(u,v)+d(u,

ab.

2
Eje. Sea el espacio vectorial P, = {ax2 +bx+c|a,b,c € R} con producto interno definido por ( p|q) =
i=1

V p(x)=a,x* +ax+3a,, q(x)=bx*+bx+b,

Determinar la distancia entre los polinomios p(x)=2x*-x+1, q(x)=-x"+2x
Sol.

p-q=2x% —x+1—(—x2 +2x):3x2 —3x+1

H_P—aH=\/(p—q)|(p—q) Z\/3X2 —3x+1‘3x2 —3x+1

(p|Q):aobo+a1b1+a2b2 hoall=
= (1)(1) +(-3)(~3) +(3)(3) =1+9+9 =19 Olise

Ejemplo.
En el espacio vectorial
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a b c

M=4d e fllabc,def,ghieR
g h i

Se define el producto interno interno ( A|B)=tr(BA);VA,B
Considerando las matrices

1 2 1 0 -11
A=|0 1 O B=12 1 1
1 -11 1 0 1
Calcule
a) Lanorma de la matriz A b) La distanciaentre Ay B

] =l

1 2 11 2 1 10 1)1 2 1 200
0 1 0f|0 1 0|=Tr[2 1 -1/0 1 0[=Tr[0 6 0[=10
1 -1 1)1 -1 1 10 1)1 11 00 2
|Al=+10
1 3 0
b) |A-B|=[(A-B)|(A-B) A-B=|-2 0 -1 ||A—B||:\/tr[(A—B)T(A—B)}
0 -1 0

1 -2 0)1 3 0) (5 00
Tr|3 0 -1|-2 0 -1|=|0 10 0|=16 |A-B| =16 =4
0o -1 0)lo -1 0) |0 0 1

Vector Unitario

Sea u €V sobre un producto interno dado

- 1 .
Us = HT U, =———=  Lanorma siempre vale 1
o]

Angulo entre vectores
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Sea u,v eV sobre un campo C con producto interno <u,v >

cos@ = M [Re = parte real —l=<cosf<1
Joliv 0°<0<180°
Ejemplo
En el espacio vectorial M ={(Z :)|a,b,c,d,e, fe ]R} el producto interno (A|B)=tr(AB"),VA BeM

Para las matrices

1 -1 0 0 -1 1
A: B:
1 2 =2 1 4 =2
Obtener el angulo entre Ay B
0 1

1 -1 0 1 0
tr[l 2 -2j _11 4 :(o 13j:14? (AB)=14; |A| = JAJA =11
1
0 -1 1 20
(A|A)_( J -1 4 :tr[ j:ll
1 4 -2 0 9
1 -2
0 -1 1 0 1 2 0
8] =BIB =V23; (B'B):(l : _Zj 14 :”[o 21}23
1 -2
14 14 14
cosé = = : 0 =cos™? _ogo
(ViT)(V23)  |11(23) [ 11(23)}

Ejemplo:

Sea F el espacio vectorial de funciones reales de variante real continuas en el intervalo [0, 27[] y el producto interno
2
(flg)= _[ f(x)g(x)dx;vf,geP

0

Calcule el dngulo entre los vectores f (X) =3y ¢ (X) =COSX, VXe [O, 27[]

2 2z
(flg)= j 3cos xdx :3j cos xdx =3senx
0 0

o*  =3sen(27)-3(0)=0

cosd = _O_ cos@=0 6 =angcos(0)=90°
uflv]

Significa que son perpendiculars los vectores.
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Ortogonalidad entre vectores

Sean U,V €V sobre un campo K con producto interno (

); (ulv)=o0

Vv

T D gy

El dngulo entre dichos vectores es 90 grados.

Ejemplo:
En el espacio vectorial F de funciones continuas reales en el intervalo [—7[,7[] se define el producto interno

2z

(flg)= J. f(t)g(t)dt;vf,geR

27

Determine si las funciones f (t)=sent y g(t)=costson ortogonales
T du
(flg)= Isentcostdt u =sent — =cost
’ dx
Vg 2| 2
I udt = 4 = >en t| sen’z LT g fy g son ortogonales
2| 2 | 2 2
Ejemplo:

1
Sea el espacio vectorial real P = {ax +bx+c|a b,c eR} con producto mterno p|q jp
0

Obtener el conjunto de valores de k € R que hacen que el conjunto G = { X2 —x, kx* — } sea ortogonal

(pla)=(2x ~xJl ~1) =0 (2" — 25 —ke* — x)dx =

O Ly

2kj‘ x*dx — 2_[ x%dx — kj x3dx — I xdx
0

RRCH
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Proceso de Gram-Schmidt

Sea B = {\_/1,\_12,\_/3 ..... vn} un conjunto de vectores de un espacio vectorial V

Bor = {W1,W2,W3 ..... Wn} una base ortogonal obtenida con base a B

- W2
W, =V, +wW; .\

Wi \_/2)—/1(V_V1‘V_V1)=0 Vi =W
() . (ve) -
A=71—= W, =V2 — AW W, =Vz —>——=W W, = V2 — proy,, Vs
(o) (fe)
e R S
(Wl ‘Wl) (Wz ‘Wz) k=1
Recordgndo de Célculo y Geometria Analitica
Vo L (5'6)6
. v = e bff
i " — \z;‘vz.t;t\?/z_/1 1 (a 5>5 =compVect - a
—p > > pVect . a

A

=
|
=
—_—
ﬁ x
[ ]
O
SN —

Base ortonormal

Sea B, :{Wl,WZ,WS ........ Wn} Una base ortogonal; B, = {el,ez,e3,...,en} una base ortonormal
Wl W2 W3 Wn
o o] o] ™ o

Vectores unitarios, que son ortogonales entre si y tienen norma igual a 1

RRCH
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Ejercicio

En el espacio vectorial complejo se define al producto interno usual

( ‘v) UV, +U,V, vG:(u_z,@), \_/2(\/_2,\/_2)€R2

Donde aeC parael conjunto D ={(1+i,2i),(3+i,a)}

Determinar el valor de a para D sea una base ortogonal. Ademas, a partir de la base D, obtener una base
ortonormal de C? :

(1+i,2i ‘( ) 52_4 2'(&)
(1+1)(3+i) +2|( ) 2i _ —2i
(1+|)(3+|)+2| a=0 52_4:{8'
4+2i++2ia=0 a=—1+72i
a-—2—2 a=-1-2i
2i
D, ={(1+i,2i),(3+i,-1-2i)}
(@+i,20)] = (1+i,20) |2+, 20) [3+i,-1-2i] = /(3+i,-1-2i)|(3+i,-1-2i)

J@ri)(L7)+2i(2) =2+ 2" =B JEF)(3=1)+(-1-2i)(-1+2i)

1+i,2i) 3+i,-1-2i
Jo+1+1+4 =415 Dy, = L7 —

o J6 J15
Ejemplo:

Obtener una base ortonormal a partir de M = {(O -1,1),(1-2,-1),(%, —1,0)} con respecto al producto interno

usual
(L-2,-1)|(0,-1,1)

w, =(0,-1,1 w, =(0,2,-1) - proy.. v, w, =(1,-2,-1)- 0,-1,1
( ) 2 ( ) p yW1 2 W, ( ) (O,—l,1)|(0,—1,1) ( )
= (1,2,—1)+§(0,—1,1); w, = (1%%) ; W, = (L,-1,0)— proy;, v — proy, Vs
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Base ortogonal (O,—l,l)—(l,l,ij—(z,—g,—gj
2 2 3 3 3

Ahora la base ortonormal:

Jo.-10)]= 1)o7 =2 H@;;)\\: J@;,;}\(L;;): 3

(z 2 _z) _ (z 2 _zj(z 2 _zj_ /uﬁ_\/i_ﬁ_ 2
3° 3" 3 3° 3" 3)\3" 3" 3 9 9 9 Y9 \3 .3

&l

(0,-1,1) */5(1;;) ﬁ(g_ 2

_ ) ; B = ) b
ON JE §7 jéﬁ ON JE Jg 2
2 J3
COMPLEMENTO ORTOGONAL

Sea V un espacio vectorial sobre un campo V,y sea W un subespacio de V
W' = {\7 ev‘(\_/‘v_v) - 0,\TV€W,\_/€V}

Ejercicio

Sea el espacio vectorial R*con producto interno usual en R? el subespacio de R*una de cuyas bases es

B= {(Ll, -2),(1-1, 0)} determinar una base y la dimensién del complemento ortogonal de W
\_/eRS; (a,b,c)eR3

(L1-2)|(ab,c)=0 =>  a+b—2c=0

(L-10)|(abc)=0 => a-b=0 ; b+b-2c=0 ; 2b-2c=0 ;
c=b

W' ={(L11)}; dimw ™ =1

Comprobando:

(11,-2)|(111)=1+1-2=0; (L-1,0)[(1L11)=1-1+0=0

PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE UN SUBESPACIO

RRCH

-2c=-2b
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Sea V un espacio vectorial sobre un campo K,y sea veV un vector W un subespacio de V

— — — N —\—
B= {el, 51 €ayenennn ,en} una base ortonormal de W; w= Z(v‘ei )ei
1=1

TEOREMA DE PROYECCION

Hv - WH < Hv —w'

Ejercicio
Sean M el espacio vectorial de matrices cuadradas de ordenadas con elementos reales y el producto interno en
M definido por:

b b
2 xJ =ax+by+cz+dw v 2 x eW vy sea
c d)lz w c dijz w
{{a ab}
W =
b a

a) Determine el complemento ortogonal W* eW

a,be R} un subespacio de M

3 2
b) Exprese al vector A:{2 0} como lasumade B+C donde BeW y CeW”

c) Obtenga la proyeccion del vecor A sobre W~

0 et 1[0 )L, (a (:’j[(l) 3:0 | a b)o -1} btc=0
““No 1)1 o0 \© ! ¢c dl1 o) c=b
a+b+d=0
— = = — —d
b+c=0 : a+b+d=0 : W = C C cdeR
c=b a=-c—d c d
b) 3 2 (a a-b . -c—-d ¢ a-c—-d=3 b+c=2
2 0) b a C d a-b+c=2 a+d=0
1 0 -1 -13 1 0 -1 -13 1 0 -1 -13 1 0 -1 -13 1 0 -1 -13
1 -1 1 0|2 0O -1 2 1|1 0O -1 2 1|1 0O -1 2 1|1 0O -1 2 141
0 1 1 0|2 0 1 1 0|2 0 0 3 1|1 O 0 1 2|-3 O 0 1 23
1 0 0 1|0 0O 0 1 2|-3 0O 0 1 2|-3 0 0 3 1|1 0 0 0 4510
—-5d =10 d=-2 —bh+2-2=-1 a-1+2=3

c-4=-3 c=1 b=1 a=2



c) B={[_11 3],(_01 SJ}; (W W, )=0; 120 ; W1+=(—11 ;]
W;:(—l 1](01 (1)]

RRCH

2 1
.| 3 3
w, =l
= 1
3
2 1
-1 1)|73 "3
BOR:(l oj’ 1
= 1
3
-1 1 EE !
1 Oj_\/[l 0}(1 o)_\/_
2 1 A | (N
=1 = 1 |l-2 1
3 3 3
2 1
g [ty 8|3 3
R INCAN ) AN/ i S
3

Vector méas proximo a A es Z(A|€i )@I

1=1
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i 2 1
3 2)1(-11 1(-11 3 23| 3 3
2 0)3l1 0J|[3l1 0 2 0)V15| 1
3
(2 1 21
3 3 3 1,..(-1 1) 3/-10) 3 3| (1 1
== =300, o35l -
Jis) 1o | 3t o) 2ls ) 1 L2
L 3 3
Ejercicios:

1.- Sea el espacio vectorial real P, = {ax2 +bx+c |a,b S [@ con el producto interno definido por

1
(ﬁ|q) = J. p(x)q(x)dx Vp,q e P, ysean W un subespaciode P, y Byy = {X,Z} una base ortonormal de W.
]

a) Determinar una base ortonormal de W

b) Obtener una proyecciéonde P = X% — 2X sobre W.

Solucidn:

1 1

1 2 3\5
a) ||x||{j xxdxj :[X—jz _ 2
) 3) \3

1

° 2 s 3 2
2| = 4d =l = B = AN
” ” {J.l X] g’ CON { > X B }

€)é +(p

€,)8,

3..1/3 5
\/;x)\/;x +(x° —2x

proygzp=(Pp

2,2

= 2
= pro = (X° —2X
proy,,p = ( 3’ /8




2020-2 RRCH

= proy,p = g(x2 — 2x|X)x + (x° —2X)%

3%/, 1,
:propr:E(.[(x —2x)xdx+§j(x —2x)dx
-1 -1

2.- Sea P2 = {axz +bx+c |a, be ]@ el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a 2 de

coeficientes reales y sea W un subespacio de P2 y BOR = {1,3X2 +3X— 2} una base ortogonal de W con el producto

1
interno en P, definido por (ﬁh) = Z p(i)q() = p(-1)q(-1) + p(0)q(0) + p(M)q@) Vp,q e P,

i—1

Obtener el polinomio I €W cuya distancia a f=2x>+x+3 respecto al producto interno dado sea minima.

Bog = {1,3x* +3x 2]

1 1

I = (2)2 = (1)2 = OW + WO+ OO =B
1

H3x2 +3X— 2” = (3)(2 13X — 2‘3)(2 43y 2)5 _

= (-2)(-2)+ (-2)(-2) + (4)(4) =24

Boy = {%,%(SXZ +3x— 2)} ={&,8,}

&) +(F[6)8,

proy,, f = (T

proy,, f = ((2x* +x +3)‘%)%+ ((2x* + x+3)‘%(3x2 +3x— 2))%(&2 +3x— 2)
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proy, f = %(4(1) +3(1) +6(1)1+ 5(4(—2) +3(~2) +6(4))(3x* +3x-2) =

E+£(3x2+3x—2)=§x2+§x+é
3 12 47 4" 6
MINIMOS CUADRADOS
Y Y
4 y=mx+b 4
o« *! y=c’
o . " :
c. L °
- & & x
X
Ejemplo
Y y=mx+b
4 A=(-1,0) 11 0
o=m(-1)+b m
B=(21 2 1, |=|1
1=m(2)+b b
. C =(3, 3 1 2
2=m(3)+b
—i ; > X A X B
Ax=B -11
-1 2 3 14 4 - 3 4\-1 2 3
(A"A)x=ATB AT = 2 1|= (ATA)lAT:i
1113143 264 14)1 1 1
-1
x=(ATA) A'B
1(-7 2 5 1(-7 2 5 0 1 (12
(ATA)_lAT=— — 1|=— y:Ex+E y:£x+i
26(18 6 2 2618 6 2 » 26110 26 26 13 13

Ejemplo:

Determinar la recta y = mx+b por minimos cuadrados que mejor se ajuste a A(-2,3), B(0,0) y C(4,4)

3=-2m+b -2 1 3
(—2 0 4}

0=0m+b A= 0 1 B=|0 Al =
1 1 1

4=4m+b 4 1 4
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-2 1
-2 0 4 2 0 2 - 3 2
ATA= 0 1|= (ATA)lzi
1 11 2 0 3 56( -2 20
4 1
3 2 2 0 4 8 -2 10 1(-8 -2 10 3 1/(16
(ATA) AT =2 _1 1 ol Ll
56{-2 20){ 1 1 1) 56(24 20 12 56(24 20 12 4 56120
16 120 8 60 4 30 2 15
y=—X+—o y=—X+— y=—X+— y==X+—
56 56 28 28 14 14 7 7
Ejemplo:

Determinar la ecuacion y= mx + b de la linea de minimos cuadrados que se ajuste mejor a los puntos (2,1), (5,2); (/,3),
(8,3)

X1 yl
- . X2 b Y2
Se puede escribir este sistemacomoX=|. |, f= y Y= .
N m :
ey ' Yn |

Para la solucion de minimos cuadrados de X ﬂ =y, se obtienen las ecuaciones normales
T T

XTXp=xTy

Para la solucién de este ejemplo se tiene:

o
XTX_11111 [4 22
12 5 7 8|1 7| |22 142

1

o N O
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o
T 1 1 1 1|2 9
X'y= =
2 5 7 8||3] |57
_3_

Las ecuaciones normales son:

2 1o 57

2
b1 [4 22779717
De donde = =
mi| |22 142 571 | 5
14
Por lo que la recta de minimos cuadradoses: Y = —X+ —

14

7

RRCH



