ALGEBRA DE TRANSFORMACIONES LINEALES
Adicién

Sean T:V >W y S:V —-W,; Se observa que los espacios del dominio y del codominio son iguales.
Ya que sino no se podria efectuar la adicién (T + S)(V) =T (V) + S(v)

Mg (T)+ Mg (S) = Mg(T +S)(v)
Ejemplo
Obtener T+S si T(X,¥y)=2x—y,¥,X) Y S(X,¥)=(=X,-VY,Y)
Si se tienen las dos reglas de correspondencia entonces simplemente sumamos, si es que son conformables.
T+S:R* > R®
(T+ S)(\_/) =(x-Y,0,x+Y), si se observa, se puede obtener la matriz asociada a la transformacion ya

gue no nos dan bases, nos referimos a las bases candnicas. En la primera columna se escriben los coeficientes
de x y en las segunda columna los coeficientes de y.

A A 1 -1 A
MeM+Mg(S) =1 o [=Me(T+S)
1 1

Multiplicacion de un escalar y una transformacion lineal

Sea ¢ eC, TV >W al N ->W
Ejemplo
Sea a=3—-i y T:R* > C® T(X,y)=(X+Y,Y,—X)
ol =7? aT (V) =[(3-i)x+@-i)y,3-i)y,3-i)(-X)]
3-i 3-i
al =| 0 31
-3+i 0

Composicidn de transformaciones lineales
Sean T:V >W ysiS:A—>V implica ToS: A—>W

Primero entra la funcion S y se compone con T, si hay interseccion del codominio de la primera funcion con el

dominio de | da funcid ) d ToS:A>??
ominio de la segunda funcion, entonces se puede ver como:
g P A->V V->W
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ToS#SoT
SoT:V >W;A->V

Ejemplo
Sean T:R*> > R® ysea S:R* - R?; TXY)=X=-Y,¥,X);  S(XY)=(Y,~XX+Y)
Efectuar si es possible

a) SoT  b) ToS~

T S
a) R’ >R% R*>R® No se puede efectuar
S T

b) R* > R? R*> > R?® No se puede efectuar

Ejemplo
Sean las transformaciones T :R®* > R® y si S:R® — R?

Obtener si es posible

a) ToS b) SoT c) ToT

a) Syluego T; R® - R? R’|> R? No se puede efectuar
b) Ty luego S:R® —R® R} >R*=> SoT=R*->R’
¢) T yluego T: R® - R® RY— R ToT:R® 5 R®

Mas adelante se presentan ejercicios.
TRANSFORMACION INVERSA
Sea T:V —W una transformacion lineal T7':W —V
T existe si
1) Es biyectiva
Inyectiva cuando N(T) = {6}
Suprayectiva cuando el recorrido es igual al codominio  T(V)=W
La dimension del dominio es igual a la dimension del codominio
Sea T:V —W una transformacion lineal. La inversa de T es una transformacion T :W —V y se cumple

que
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a) T'eT=I, b) ToT'=I,

Donde 1, y I, son transformaciones identidad

Sea T:V —W una transformacion lineal Ay B basesde V y W respectivamente
a) T 'existesi MZ(T) no es singular
b) Mg (T) si es no singular entonces (M Q(T))_l =ME(T)

Ejemplo

Sea T:M —> P definida por T {a

b . :
b } =(a—b)x+(a+b); obtener la transformacion inversa si es que
a

existe.

Como no se dan bases, se toman como base de M y de P las candnicas.

A 1 -1
MB(T)=|:1 1}

Para obtener una regla de correspondencia se sigue el procedimiento
MM Vi]=[T(v)], =7 (v)
w2 0)(o), ~[7(5)], -7()

ME (I')(\_/)B = [T (\_/)JA =T (\_/) para nuestro problema

Recordando

T B - M Ve Pl,[\_/]B; Proponemos a la base natural o estandar de P; B ={x,1}

Dominio codominio

ax+b=ax+ £Q)

a-a [v], =m : ME(T)(v), =[ﬁ

p=b
1 0[]0 1

Una base A es: A= ,
0 1|1 O
a-b

5 - 1/1 1|a 2 )
M, (I')(v) == = . Recordando que el vector de coordenadas contiene escalares
B 2/-1 1||b -a+b
2

dentro de él. Hacemos la combinacion lineal.
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sl L S

a+b -a+b

T (ax+b) = 2 2 ; SU matriz asociada si nos la solicitaran
-a+b a+b
2 2
11
2 2
1 1
M(TH)=|-= =
(™)=1-3 3
11
L2 2]
Ejercicio:

Sea la transformacion lineal T :R® — R? definida por T(x,y,z) = (X, X+ Y, 2X+2y +22)

Determinar la regla de transformacion [Z(T oT)—T —4I](x, y,z) donde | es la transformacion identidad

S(\_/) = [S (\_/)]B = MQ(S)(\_/)A Ay B son las bases canénicas de R

2T oT —T -4l
100
1 0 0][1 00 1 00][2 00
MT)=|1 1 0|;
S o o JMTM(T)=2/1 1 0||1 1 0|=2[2 1 0|=|4 2 0
2 2 2|2 2 2| |86 4| |16 12 8
2T oT —T -4l

2 0 0] [1t00][400][3 00
MAGS)=|4 2 0|-[1 1 0|-|0 4 0|=|3 -3 0
16 12 8| |2 2 2| |0 0 4| |14 10 2

Mg (8)(¥a) =[S@)], =S(v); veV =R

A={(1, 0,0),(0,1, 0),(0,0,1)}; v =(a,b,c)

(a,b,c)=a(1,0,0)+ 3(0,1,0) + »(0,0,1) ; (a,b,c) =(a, B,y)

a=a a -3 0 O0fla o,

B=b ; [\_/l\= b ; 3 -3 0||b|=|4 :La base B esta en W = R®
y=¢C c 14 10 2||c "
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$(v) =-3a(1,0,0)+3a-3b(0,1,0) +14a+10b + 2¢(0,0,1)

S(a,b,c)=(-3a,3a—3b,14a+10b + 2c)

Ejemplo: Dadas las transformaciones lineales

T :R* - R*definida porT (x, y) = (8x + 5y, x + 2y)
S:R?* —» R?definida por S(x,y) =(X+2y,X+Y)
R:R?* — R*definida por R(x,y) = (2x+Y,3x+Y)

Determina las componentes del vector uelR? tal que [(T - 25) ° Rﬂﬁ =(7,-1)

M(T)=E ﬂ M(S)=E ﬂ WRFE ﬂ
G PP R (e (P

[M(T)-2M(S)]M (R™)

{ ﬂ Hf —ﬂ“‘” - MeW)(u), =[W], =w

— — a . . a=X
u=(xy) u] = { ﬂ} L (Y =a@0)+B0.D); fey
-3 4 x| |-3x 4y -3x+4y(L,0)+ (x-y)(0,1) —-3x+4y=7
1 -1lly| | x -y (-3x+4y,x-y)=(7,-1) x—y=-1 }
=3x+4y=7 ; X—4=-1 G=(3,4)
+3x—-3y =-3 X=3

y=4
Otra forma
T -2S =(6x+Y,—X) R'=(2y+vY,3y+1) RY(xB) = (=x+Y,3x—-2y)
(T-2s)oR™ (T-2s)R™

(6(—x+Yy)+3x—2y,x—Y)
(—6X+6y+3x—2y,X—y)=(-3x+y,x=y)|(T —2S) - R
(_3X+4ylx_ y) = (01_1)
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X=3 y=4 u=(3,4)
Ejemplo:

Dada la transformacion lineal T : R* — R? tal que T(x,y) = (X—y,2x+2y), VXx,yeR

Obtener la transformacion lineal S, de manera que

(2M (T)*l—M(S)—e,l)(x, y)=[j _ZJ

Solucion;

4 -1 2
2M (T) —M(S):[_4 _J+3I

vt ol w2
LS I R TP - P e T P e S M

|\/|(S)(\7)A =[], ;v=(a,b); MA = (a, B)
(a,b) = a(1,0) + B(0,1); a=a : b=2
{4 TH“‘?‘} 4a(1.0)+ 4b(0,1) = S

0 4||b 4b

Ejemplo:

Sea T:R”* >R’y S:R” — R”tales que para las bases A={(10),(11)} y B={(-10),(21)} de R’

10 -1 0
Ademas, M2 (S)= MA2(ToS)=
i i[Oy wic9-[ 2

Determinar la regla de correspondenciade T .

Sol:
Recordando: M7 (S)M/2 =M}
10 01 © 0
mim=| M P R R CRCR
MAM(v)=[T(v)] ; v=(ab); (ab)=a@0)+pal;  (ab)=(a+AA)

6_RRCH



a+f=a p=b a=a-b
A - |1 0Oja-b —a+b | |-a+b
MAG)OOA_{—l ;H b } {a—b+b}_{ a }
[T (\7)1\ —_a+bL0)+a(Ll)=(-a+b+aa); T(v)=(b.2)
ESPACIOS GEOMETRICOS
y P(x,y)
P(x,—Y)
T(X! y) = (X1_y)
1 -1
M(T) = {o 1 }
> | X
Eje y =>T(X,y) = - mm=[ O
je y=>T(x,y)=(=xy); (F)—(O 1]
Ori T B |-10
rigen T(x,y) =(-%,-y)= [ 0 _J
Deslizamiento o deformaciéon (Trasquilado)
Y
Y
4
] 1
X
1
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B{(1,0),(L1)} B{(0,1), (L)}

O ={(2.0),(1+k.1)]
Mem(v), =[T(v), ] B={(1,0),(0.0)} (1L,0)=a(1,0)+ £(0,1)
a=1 ; B=0
(k) =a(1,0)+3(0,1) kD) =(,8) k=q, ;  p=1
MQ(T):LIJ ﬂ[Q]A:? ; (@b)=a(L0)+4(01) ; a=a p=p

Vv 1 0
T(V)=a@-k)+b(0,1) =(-a,~ak+1); M=

Rotacion

’

cosd —send X=X'cosd-y'send
send cosé y=X'send+y'cosd

MUWZ{

. 21 ol-
Sea la transformacion T : R> — R? conregla T (u) :{ 0 Ju

El efecto geométrico que produce T en la regién sombreada corresponde a una

1) Una contraccion

2) Reflexidn con respecto al eje x
3) Rotacion

4) Reflexidon con respecto al eje y
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ueR?

u=(ab)
A={(1,0),(0,1}
(a,b)=a(1,0)+ £(0,1)
(a,b)=(a, B)

a=a

B=b

o s

T(v)=

—a(1,0) +b(0,1)

X
MM (), =[1()], =)

T(0,2) =(0,2)
T(1,0) = (~1,0)
T@2)=(-12)
T(0,0) = (0,0)

T (\7) = (-a,b)
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[1 k}{a}__[a-rbk}

0 1b b

a+bk(L0)+b(0,1) =T (\7)

(a+bk,b) =T (v)

B ={(10),(0,)}

T(B) = {(1,0),(~k,)}

I&(B - El—li))l) k

Por linealidad

T(i)=i
T(j)=Ki+j
T(v)=aT(i)+bT(j)
=ai+b(-k+ j)

— ai — bki +bj

= a(1,0) + bk (1, 0) + b(0,1)
= (a—bk,b)

'Y
r

B=1{(10),(0,2)}
1 T(1,0) = (LK)
X T(0,1) = (0,1)

A

v
5
|
>

Sea la regidn definida por los puntos de coordenadas A(0,0), B(1,0),C(L,1) y D(0,1).
a) El realizar primero una reflexion con respecto al origen y luego una combinacion vertical con k :%

b) El realizar primero una deformacién a lo largo del eje x con K =1 y después una reflexién sobre el eje Y
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1 0lry o7 (2 O 1 o[t 1] [-1 -1
o {o —J: o -1 b){o 1}{0 1}{0 1}

1
2 2
X’ k _X' - HFE4 .7
(i) ¥) Reflexidn Deformacion
Deformacion Reflexion con sobrey sobre x
vertical respecto al
origen

c) Rotacion 270° y trasquilado en el eje vertical k = %, contraccién en el eje horizontal y expansién en eje x con K =1

1
10101001 10100105
o 12 |IE 1|[-1 o)7|o 1|2 R I
0 1]l2 B 0 1| = 2 |1 =
2
Valores y vectores caracteristicos:
e De cada ecuacion caracteristica se obtendran los espacios cartesianos E(1=7) = { }

e Posteriormente de cada espacio caracteristico se obtendran los valores caracteristicos (Base de E(1))
e Seunen las bases de los espacios caracteristicos y se ingresan dentro de una matriz. Cada vector en una

columna
e Obteniéndose una matriz diagonalizadora “P”

Matrices similares

. . - - . . _1
Se tienen A matrices Ay B de orden “n” son similares si existe una matriz no singular C tal que B=C~AC
Teorema: Dos matrices representan al mismo operador lineal si y sélo si son similares

e Endos matrices similares Ay B el determinante (A) = det(B)
e Las matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristicos y por lo tanto los mismos valores
e Matriz diagonal contiene a su diagonal principal a los vectores caracteristicos

4 0 0 O
o A 0 O “Apg A
= 2 D=P™M P
D=6 o0 4 o A(T)
0 0 0 4,

Valores, vectores, espacios caracteristicos, diagonalizacion y diagonal
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Sea T :V —V un operador lineal

Un operador lineal cumple T (V) =Av, v#0 A =valor caracteristico (autovalor, eigenvalor, valor propio)

V = Vector caracteristico, vector propio, eigen vector, auto vector

/\/\/\fii 0= {73, -

. N 2o, A - _ - . A _ . _
Partiendo de T (v) = Av; MA(T)(V)A = z(v)A ; [MAT) -2l ](v)A =0
‘M:(T) -2l ‘ = Polinomio caracteristico, raices del polinomio (valores caracteristicos)

e Paracada A (valor propio) se sustituye en (I\/I,/:(T) - Al )(\_/)A = 0 — Ecuacién caracteristica para cada A

Ejemplo:
Sea T:R* >R%*ysea T (2,1) =2(21) yT(@L-1)=3@1,-2)

Obtener los valores caracteristicos, los vectores caracteristicos, los espacios caracteristicos, la matriz diagonalizadora y
la matriz diagonal

T (V) = AV — Vector caracteristico
Valores caracteristicos 4 =2 y 4,=3

Vectores caracteristicos { (2,1),(1,-1) }

Espacios caracteristicos

ST

D=P*AP; PD = AP; PDD™" = A— MZ(T)

12 172 o[-1 -1 1[4 371 1 1[-7 2

= =MAT); = - > =Mg
3[1 —J{o 3}[—1 2} A(T); 3{2 —3}{—1 2] 3{1 —8} = (T)
Para 1 =2 (MA(T)-21)(v,)=0
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7 2 1 2 _
—-2 -= = = ATy _
3 3113 34 o (MAM=21)(v.)=0
. SN I I (v), =(ab)=a(22)+B(1-1)
3 3 3 3
2 =
a+pf=a f=bia
a-p=b a+b
3a=a+b; ﬁ:—b+—§—;
a+b
=2 a—2b
“T 73 p==
1 2\ a+b 1
5 3l 50| 1 2y sy (o 5(a+b)~(2a+4b)
1 2 |a=20| 9(-1 2)la -20) (0 1(_a_b+2a_4b)
3 3 9
—a;SbZO
a-sb_, ; E(4 =2)=>{(5b,b)b e R}
s
Para A =3
7 5 2 2 2)( a+b
3 "3 |- 3 3| 3 2 2
° ’ (ﬂ =0 ; 33 3 1-0 ; = a0 =0
18 |\ 1 1fa-2b 91 1)la-2b
3 3 3 3)L 3
a+b+a-2b=0
2(a+b)—(2a-4b)=0 4da-2b=0 _ b
2a+2b—2a+4b=0 a+b—(a-2b)=0’ b — 24
E(1=3)={(a,2a)jacR}
E(1=3); (M(T)—/u)(v)Azo
(v), =@bc); (v), =a(L0,0)+A(0.L0)+4(0,0); a=a ; B=b A=c
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1 0 1l)a 0 a+c=0 a+c=0
2 0 2| b|=|0 2a+2c=0 ; a=-C
1 0 1){c 0 a+c=0 c=-a

E(1=3)= { (-c,b, C)|b, ceR,c,b#0] — espacio caracteristico
By = {(—1, 0,2),(0,1, 0)} — Vectores caracteristicos
E(2=3)(M(T) - Al )(\7)A =0

—-a+c=0 -1 0 1 1 0 -1
2a—-2b+2c=0 ; 2 -2 2|~/0 -2 4
a-c=0 1 0 -1 O 0 O
1 0 -1 _ a-c=0 ' a=c
01 -2) ' b—2c=0 ’ b=2c

E(1=5)={(c,2c,c)|c € R;c # 0}
Be(is) = {(17271)}

b) Se obtiene la unidn de las bases {(—1, 0,1),(0,1, O) , (1, 2,1)}

-1 0 1
c) P={0 1 2
1 01
1 0 -1
d) Pt=|2 -2 2
-1 0 -1
1 0 -1{|4 0 1(-1 0 1 3 0 -3||-1 0 1
D—l2—22232012:——6—60012:
2—10—1104101 -5 0 -=3||1 0 1
-6 0 O 3 0 0
=——| 0 -6 0|=/0 3 0 |— valores caracterisiticos
0 0 10 0 0 -5

Sea T :R® — R® un opreador lineal definido por T (X, Y,z) = (4X+2,2X+3y +22,x+42);Y(x, y,2) e R®

a) Obtenga los valores, vectores y espacios caracteristicos del operador T
b) Determine si T es diagonalizable
¢) En caso de resultar afirmativo obtener una matriz diagonalizadora.
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d) Comprobarque D =P*AP

4 0 1
M(T)={2 3 2|; tomando la columna 2 y calculando el determinante
1 0 4
4-12 0 1
MT)-A)=| 2 3-1 2
1 0 4-1
2 2 4-2 1 4-21 1
- =0; +(3-1) -0
1 4-4 1 4-1 2 2

=(3-2)[(4-2)(4-2)-1]=(3-2)[(4-2+1)(4-1-1)]=(3-2)(5-1)(83-4) =0

A =3 2, =5 A=3

Los valores caracteristicos o propios A4 =3 ; A, =5

Para E(1 =3): (M(T)_/“)<\_/)A =0

E(4 =3)={ (-c,b,c)b,ceR, b,c=0}
BE(/l =3) = {(—1,0,1),(0,1, O)}

E(1 =5): (l\/l(T)—;u)(\?)A =0

Para

-1 0 1 a
MT)-Al=|2 -2 2 ;(\7)A= b

1 0 -1 c
-1 0 1][a] o a—c=0 1 0 -1} (1 0 -1y (1 0 -1
2 -2 2||b|=|0f;2a-2b+2c=0 =|2 -2 2|~|0 -2 4|~|0 1 -2
1 0 -1||c| [0] a-c=0 -1 0 1) 0o 0o o) |00 O
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—a+c=0
b-2c=0 =>a=c; b=2c,ceR
a-c=0

E(2 =3)={ (c,2¢c,c)lce R, c=0f
BE(Z =3) — {(1'211)}

La matriz diagonalizadora que se obtiene de la Unidn de las bases de los espacios caracteristicos es:

4 0 1 -1 0 1
M(T)={2 3 2|P=|0 1 2
1 0 4 1 0 1
La matriz diagonal es:
1 0 -1{4 0 1|1 0 1 -6 0 O 30
D:P’lM(T)P:>—E 2 -2 2|2 3 2|0 1 2 :—l 0O 6 0 |=|0 3
2—10—1104101 210—10 10
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