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Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

Aplicard los conceptos fundamentales de dngulos, tri&ngulos
y circunferencia en 1a resolucién de ;roblemas geométricos.

INTRODUCCION

Esta unidad pretende estudiar Jos conceptos, teoremas y prin
cipios bdsicos de la Geometrfa Plana, con el objeto de que es
tos fundamentos tebricos se apliquen en 1a resolucién de pro-
blemas geométricos.
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CUADRO SINOFTICO
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EQUIVALENCIA

TIPOS DE ANGULOS -

ANGULO ES LA ABERTURMENTRE) POfj RECTAP QUIE3 SE;(NTRRSECTAN BYI3BORUN
], TO LLAMADO VERTICE.

C ot e s e e e e e v - . JOnE2QOIIEE 01bEUD
Grados sexagesimales

MEDIDAS DE UN ANGULO

Radianes

1l rad = 2%2 grados => 1 rad = 57.2958 grados
U
1 grado = 180 radianes => 1 grado = 0.01745 rad

Adyacentes: Tienen el mismo vértice y un lado co-
min siendo exteriores uno del otro.

T
Recto: Aquél que mide 90° & i-rad
Agudo: Mide menos de 90°

Obtuso: Mide mds de 90°

Complementarios: Cuando la suma de dos dngulos es
de 90°

Sumplementarios: Cuando la suma de dos dngulos es
de 180°

Conjugados: Cuando la suma de dos éngulos es de

360°




Objetivos especifico
\*4

8, h 4 d .
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1. Definird los conceptos de &ngulo, grado sexagesimal y radién.

2. Cowvirtind = radianesy el valox :de nrg-."a'pgnimzdadn.-et;)%addsz se~
_xagesimales y viceversa. ve h

3.

Definird cudndo dos @ngulos son: adyacentes, complementarios y
conjugados. gs: :.~..A\%.b =1 2Up L2

© < T
T eI R T T T T T DY 0?1 TroE— Ui‘ TS TOmE T
730818

1.1 CONCEPTO DE ANGUW X .52 = bey | :9up Izs

Considérese que una 1inea recta OA, gira alrededor de su extremo::p a
una posicién OB, permaneciendo en el mismo plano, como se muestra en la

figura 1,,.Cop.este girg,se 4ige, que;se.genera un Angulo, plang, AoB = a.

°28 (&

. T0itedns olqmags lo me aup lsugi JA
by @IT.9 = (£2NT10.0) 28T = °28E

. ob 20nin133 g2 olcbpEasyaxi

Abtlalo A 8@ leohlamanladesinfcialiodebndnogulo iy 3L tadgroBs!ladotter-
minal dglip8agylo a6 A0 2sivat zsi nssevd a2 v oibsy s [supt buifpnol
.aRfbsy ny abtm = 04

E1 punto O se conoce como el vérti dngulo a.

1.2 MEDIDAS DE ANGULOS \§>U
’;r‘ I
A Y . -
Las principales unidades para expresa /;a medida de un angulo son

el grado sexagesimal y el radid

también se conoce como unidad
cifclica.

TS

I T 23 : H b F [ Phas pyRQ
fg §5 9 3E§énhﬁ Eﬁa&%gliﬁl,ZGHSEDBT ay toofupnb ~efunised diban pneS
3%'?52 au?¥bnu. nisee U (8 sriuzit) ronibsy ob ofuanic e sb 0vingd

consid 52 aeonning 5 clupnd 19 nog ofudtia fo ny ohsivsetodni 0o

Esta unidad que pertenece al sis
mero 60.

exagesimal, tiene como base el nd

Y

La circunferencia se divid¢ en 360 partes \guales, cada una de las cua-
les corresponde a un grado exagg{ 1 1 grado sexagesimal se subdivi
de a su vez en 60 minutos y\éstos fndos. Los grados, minutos y
segundos se representan respectivgfmente por/a® b' c".

€ BULILd

1.2.2 EL RADIAN

= aanpibiol 129 6§ ob rofpv Iy

R

Un radidn es el dngulo tal queisi y;vérkice:estd eglocadoosn elg |
centro de un circulo, intersecta sobre la circunferencia un arco de
longitud igual al radio del circulo.

ny 9vdoz Gas2vaini cup .1 725 o 2sonodng °08L s fsupt 25 £ obnsud

29 v obnob .17 = d oup [83 sionovoinucviofmae snu 23 u ofbsy ah ofudvio
sotlys 92 2 . ofv9ins of s obysuos 9 JIIMLLE 6 [supi o3nemsbrmixovgs
ronaid 92 (eonbihsy n3 ofupnd my b shibom 57 vanetdo eveg ndioside sl



Asf en la figura 2, si se toma sobre la circunferencia un arco &3 de-
longitud igual al radio y se trazan las rectas OA y 0B, el dngulo

AOB = o mide un radidn.

Figura 2

Para medir cualquier &ngulo 6 en radianes, se coloca su vértice en el
centro de un circulo de radio r (figura 3), y si L es 1a longitud del ar
co intersectado en el circulo por el dngulo 6, entonces se tiene:

Figura 3

El valor de 6 en radianes = %

1.2.3 CONVERSION DE MEDIDAS ANGULARES

Cuando 6 es igual a 180° entonces el arco L, que intersecta sobre un
cfrculo de radio r, es una semicircunferencia tal que L = 7r, donde w es
aproximadamente igual a 3.1416. De acuerdo a lo anterior, si se aplica
la ecuacifn para obtener la medida de un dngulo en radianes, se tiene:

180°=%rad u-’;—rrad = 7 rad 8

180° = 7 rad

. Esta @iltima igualdad se utiliza como base para convertir el valor de un
dngulo de grados a radianes y viceversa. As{ de esta igualdad se obtiene
que: ’

1° = —- rad, donde T%E equivale aproximadamente a 0.017453

180

asi que 1° = 0.017453 rad
o ]
y también 1 rad = I:O ;- donde 1:0 equivale aproximadamente a
57.296°
asi que: 1 rad = 57.296°"
Ejemplos

D
1. Expresar cada uno de los siguientes &ngulos en radianes.
a) 45°
Dado que 1° = 0,017453 rad
=> 45° = 45 (0.017453) = 0.785 rad

Expreséndolo en ;éfmino;.dg w;como 1° = igo rad
° n J_ =1
s> 45 45 180 rad i rad

b) 385°
Al igual que en el ejemplo anterior,
385° = 385 (0.017453) = 6.719 rad

Expreséndolo en términos de w.



° o J =
385 385 180 rad 2.1388 % rad

2. Expresar cada uno de los siguientes dngulos en grados.

b
c) 7 rad
(-]
Dado que 1 rad = l%g
i m_ 180° o
-z-tad —Z-T-90
b) 2 rad

Como en el ejemplo anterior

180

o
2rad =2 - = 114.5¢9°

1.3 TIPOS DE ANGULOS

1.3.1 ANCULOS ADYACENTES

Se dice que dos dngulos son adyacentes cuando tienen el misme vértice y

un lado comiin y son exteriores el uno del otro.

Por ejemplo los &ngulos o y B de la figura 4, son adyacentes.

Figura 4

1.3.2 EL ANGULO RECTO

Definicidn:
en radianes

Un @ngulo recto es aquél que mide exactamente 90°, que

equivale a % rad. Véase figura 5.

a=90°=%rad
B

Figura §

1.3.3- EL ANGULO AGUDO

Definicidn:
de 90° (n/2

Un dngulo agudo es aquél que tiene una magnitud menor
rad). Véase figura 6.

a < 90°

Figura 6




1.3.4 EL AN . P .
.29 n89%8b8353§°.a s1upiY sl ob % v o 20Tupne 2ol oligusina ~od

de 90° (w/2 rad). Véase figura

Definicién: Un &ngulo obtuso \n;\z:fél que tiene una magnitud mayor

a > 90°
*i' | SN
0 “oiy il
Figura 7

OO O 13 L0

1pr3+5——ANGULOS - COMPLEMENTARIOS. -~ — = : -

[iup ¢ T0? 23parn3sers obim sup 18upe 20 osust iusan

Y

sl iuin:

') B

.C BTUnEl 4us8Y D5 oot 9IS IUNRD | 2aslinken T 41t
Definicidn: Si la soma do 155 medidas de Aok Bngiilos e¥'90%," 108

angutos—se-Hiamanr complementarios—y-—cada—uno—de-elles-se-llama--el—
complemento del otro.

En la figura 8, los &ngulos o y B son comp]emen;arios.

bt = = "0R = 5
N

0 GEIYA QISR 13 £y

: Figara—8 ;
D yomser buttogsy san onsiz sup !3upa 2n chiuge olugnd o) :ndiaskrilial !

lSe puede observar que si dos dngulod §Uh3€6mpﬂ§%énta9663,Sbnkoﬁé§s°h?-

bos—son—agudos: -_

1.3.6  ANGULOS SUPLEMENTA;;;;\\‘x\\\\\k

20t
. LA DR
Definicifn: Si la suma—de-las_medidh;:am-gos dngulos es 180°, se
dice que los angulos son suplemenggri9§ y cada uno es el suplemento
del otro. SR

Los dngulos o y B de la figura s, s0N §gg]g@egtagggsﬁg? dee a mage

-

c2oheTs o 2olusnad 2R10, (i@ 20l Ll oony abag tsazetre! L8

0 H 2 (a
. nar
Figura 9 U-d = hnt I sup oSof
1.3.7 ANGULOS CONJUGADOS go = 28L 0L ey

Definicidn: Si la suma de las medidas de dos Angulos es 360°, se
podrd decir que los &ngulos son conjugados, y que cada uno es el
conjugado del otro.

En 1a figura 10 los dngulos a y B son conjugados.

Tartadan of§mags Iv 65 onol

saa 3] = '948.1 € = bay I

59
Figura 10
Ejemplos

1. 8i la medida de un @ngulo @ es dos veces la medida de su comple
mento B, ¢(cufinto miden a y B?
204U04s H7 20411 €.

Del enunciado o = 28 y como a y B son complementarios:

a+ B =90° 6 28 +B =090

23THHDAYUL 20T L8
-]

0
38 =90°, de donde B = %—- = 30°, por lo tanto:
v o8didvay_ogaim [a neaaf1 obugyd 293noasybe roz 2clupnd 20b aup 93fb 2
="36%"y s 2°% <0v38° 13h BBy 75 2ovoivasxe noz v admod obsl

2. Determinar la medida del suplemento del dngulo a, cuya magnitud
es 135°,
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Se tiene: a + suplemento de o = 180° OLIDMAIAT 43 1.8 MODULO 2 EL TRIANGULO, SUS TEOREMAS PRINCIPALES Y SEMEJANZA ENTRE TRIANGULOS

= ° - °o _ ° - ° }
Suplemento de & = 180° - o = 180 135 45 -9 sanomsuium noz aolugaBiiz eob 2 .1
.20308f9m92 noz 20lugasisp

.i5Pra) He 1y medidn e py Snapleh 8 ki Eigknsyaseds 1ol mpdides dse @t Bon- ,

-n9 2007 bASRAAS: Fomndfpante pidens S mF? nemsli 92 93700 sb 203nug 20J olugnd ny nsnsis colugnBiai zob i2 .o |
. -cfupnbiv3 [ob 20bsl (252735v 200 973 -01q 2obsl 91305 obibmeiqmos ,lsugt )
Del enunciado & = 5B, como @'y B son conjugados: A0z woluanBivy zob 2ol ,zalnmoistoq | 2OJUMAIAT AAHOR 2M4HA03T
a+B=360°5 SB+B = 360° evletemss QATUALIMGZ
-6 ob.y 3¢ .4 29213158600 Ofupnbivd nu 6In9291q 92 II svupit of n3 olugnRitd au ob achel 2011 2ol iz .6 |
L2920 3% ?u?‘?oqynﬂhqiegﬁ 9 é5n9m39§05°2§a069€r13'an .0 ¢ d .5 20b eolonoisioqulq 93asmovilongest ai :

oz zodiss olugafitl osdo  9b ael o

= ° . °o_ © ~ °
B = 60° y a = 360°- 60°= 300 .e293nn {omue :
i

) eobnl w2 %001l vup 20 v gUADRD ‘SYROPTICO
- -10G19q 9 zolalnisq einomevizoogeyi .

.293nn{amoe fioz ,ed1niudil

Ejercicios propuestos

g E A FRIANGULD,ES |EL (ESPAGTS, L IMITARQ BAR, TRES, RECTAS QUE, 88, CORTM a0+ |
0r mermt LR0THTAD 200 30 eOUAAAAUD 200 HO AXU2 A A JAJYs 24 A2UMITOYIH
MEDIDAS ANGULARES - kg L &
e Euil At e e —Cuando

Expresar cada uno de los siguientes. & i - . - "

20816l fupa ne nexfiiesln 9e8go?3pggi$¥8§%?s.?&)fﬁdgﬁle asyobienod CLASIFICACION SE- . i
1. 800° .eomeisnes y 2slasedet GUN SUS LADOS 1 Isdsceles: Cuando dos de sus lados son iguales.
2. 210° Escaleno: Cuando sus tres lados son desiguales.
3. 150° QAT LTI OITOKATHT Jd L. 1LE

- A ) . P, . “"'- .:»','a “ o g =antorniof . [ {

i1 Expiresarocadavanobdes108T 3ighikhtes 5&&&?}%&5 }gi’gagg?éf“"‘[ ;‘On 22i1 ougen _tovize{dl

L -2311 Tad ~ — 1. La suma de los tres &ngulos interiores de todo tridn

gulo es igual a 180°,

5.2 §.4 pad 9P 6Y 0v83RTiups 25 (SI supid sf ob san ofupnsivg {1 : ‘ - : 7
' TEOREMAS { 2. En todo trifingulo isSsceles los dngulos opuestos a
los lados iguales, son iguales. |
rouausin fo ,ulubdsm o320 9b olbuiles [u ysnimios IA J

3

i}
6. 3 rad

TIPOS DE ANGULOS 3. La suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo,
7. Determinar la medida del complgmento del adngulo a, cuya magnitud [ . 20J eprhayoTo qde: el tercer dafogi ynla; didprencieasmenor.[
es 23°. o d

-

o L o L I} L i I

oot b et Joie O A A TR AT AT ARE Y AT s [P LR TRE L1 Ko TR
e

> — ’
LR 2200 SR AT 7AW

8. Si la medida de un BYY

mentario B, icudntd miden a y 87

9. Si la medida de uh dngulo®a es once Veces la medida de su conju .aRT
gado B, ¢cudnto miden a y B? T

$L ooty — - - - - =

ON, SEMEJANTES SI SUS ANGULOS CORRESPONDIENTES SON _
D e by FiLS" SOR PRCPORCLORARES ¥ oo € H




TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS
SEMEJANTES

4.

Si dos tridngulos son mutuamente e-
quidngulos, son semejantes.

$i dos tridngulos tienen un dngulo
igual, comprendido entre lados pro-
porcionales, los dos tridngulos son
semejantes.

Si los tres lados de un tridngulo
son respectivamente proporcionales
a los de otro tridngulo, ambos son
semejantes.

Dos tridngulos que tienen sus lados
respectivamente paralelos o perpen-
diculares, son semejantes.

TEOREMA DE PITAGORAS: EN UN TRIANGULO RECTANGULO, EL CUADRADO DE LA
HIPOTENUSA ES IGUAL A LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS CATETOS.

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este mddulo, el alumno:

1. Enunciard los principales teoremas sobre tridngulos.

2. Aplicard la semejanza de trifingulos en la resolucidn de proble-

mas.

3. Resolverd tridngulos rectdngulos aplicando el Teorema de Pitdgo

ras.
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2.1 EL TRIANGULO

Lldmase tridngulo al espacio limitado por tres rectas que se cortan.
Los puntos de corte se 1laman vértices y los segmentos comprendidos en-
tre los vértices, lados del tridngulo.

En la figura 11 se presenta un tridngulo de vértices A, By C y de la-
dos a, by c. Los tridngulos cominmente se designan por sus vértices.

Figura 11

Considerando sus lados, los tridngulos se clasifican en equildteros,
isésceles y escalenos.

2.1.1 EL TRIANGULO EQUILATERO

Definicifn: Un tridngulo es equildtero cuando sus tres lados tie -
nen la misma magnitud.

E1 tridngulo ABC de la figura 12, es equildtero yaquea=b=c.

Figura 12



2.1.2 EL TRIANGULO ISOSCELES

Definicidn: Un triZngulo se llama isdsceles si tiene dos lados
iguales,

Estos lados iguales se 1laman laterales y el tercer ‘lado se 11ama base

del tridngulo. E1 tridngulo ABC de la figura 13, es isbsceles ya que
sus lados a y b son iguales.

a=b

A C base e

Figura 13

2.1.3 EL TRIANGULO ESCALENO

DefiniciSn: Un tridngulo es escaleno cuando sus tres lados son de-
siguales.

E1 tridngulo ABC de la figura 14, es escaleno ya que a # b # c.

afbéc

4

A c

<]

Figura 1%

2.2 PRINCIPALES TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS

A continuacidn se enuncian algunos teoremas importantes sobre tridngulos,
por ser de utilidad para el desarrollo de conceptos trigonométricos, asf
como para comprender algunos otros topicos matemdticos.
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Teorema 1. La suma de los tres dngulos interiores de todo tridngu
lo es igual a 180°, o bien a T rad.

En la figura 15, se tiene que: o + B + Yy = 180°

c
Y

o B

Figura 15

Teorema 2. En todo tridngulo is8sceles los dngulos opuestos a los
lados iguales, son iguales.

En la figura 16, como ABC es un tridngulo isésceles, a = b, por 1o tan-
tca=8.

A c B
Figura 16
Teorema 3. La suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo es
mayor que el tercer lado; y la diferencia menor.

Del tridngulo ABC de 1a figura 17, se tiene que:

Figura 17 >

A ¢ 8
a+b>c,at+c>b, b+

c>a
a-b<c,a-c<b,b-ac<c
b-c<a,c-a<b,c-b<a
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En 1a figura 19 los tridngulos ABC y A'B'C' sggjﬁggggpn&§§uygrgpﬁﬁ! i

varEjempXhos ob wavaivatni zolugnt 29%3 zol ab smue sd .! smatosT

_ bsr vk moid o °081 & Lapui oo I
1. Para el tridngulo rectdngulo ABC de la figura 18, spat 20
‘081 = . - T X : E . = X a JLe I -
@ = 40° determinaf®la mhghitull de BOYPY2NOTI 92 26 svupit sl ni 20bsI®0f $Rots +81.5183.5.7 a3 Y 2000351 5T MRS i 10]
.29 louyt
2 £ i

(199793 T3 v 23lsv93sl nmmsl{ sz 2olsupt 20bsl 20323
o (£I 5vupty sl sh 244 olupndtyt I3 .ofupndi-id fao
«@dfsupt noz 4 ¢ n 20bel 2wz

s26d smslf 92 ¢
aup -6y 29[97

20l 5 203a9uq0 zolugn® 2@l asisodpal o.l.u;mEA:: obot 17 .S pmsyosT

.2alsugl aoz ,eslouyi aobef

. Figura 18 : : ame .
-ns} of «0q.,d = n .29793202F olupnEivd au 25 ngA omod .3l svwpit sI nl Los siguientes teoremas detenmd vord 2 Aa entre tridngulos:
. -4 =003 ’
Como el trifngulo es rectdngulo y = 90°. Como la suma de los dn £r Loauuid
gulos interiores de un triénguld es 180°, entonces: Teorema 1, Si dos tridngulos son mutuamente equidngulos son seme-
/\ jantes. De este teorema, se desprenden los siguientes corolarios:
a+ B +Y = 180° 8 /7%0° + 8 + 90° = 180°
Corolario 1. Dos tridngulos son semejant@8’é4daihbodURHeheh dds &ns.S

gulos respectivamente iguales.

g = ¥80° - 90°\- 40° = 50° ~2Bc8981 2906 12 2°0ds *HEi £RE10s “PALERRGuTSs Cdo "BéAd; e 804t P dien
un &ngulo agudo igual. czolnnnia

De donde:

Teoremg 2. Si dog,srigngylog, tienen un §45§¥9 fsugl sempyepdido,en;y

| v A ;
3l pruxii tre lados proporcionales, los dos tridngulos son semejantes.
-~ . - j
33 olugmBix3 mu sb sisiupasisus 20bsi zob sb fmyz ol L€ cwmo308T sk d % s g
<T0m9m £IansYoYib sf ¢ jobsl ¥90u93 [o sup yoysm En base a 1a figura 20, este teore ice\que:si @3 =a;, y -:-' —2-,
A )
‘oup onsid sz NI evupit 6l ob D94 ofupnbi-d [sd
- I}
CI
2.3
-Q,
VI oevenid )
[ 1 ]
A SOAUIALAT J4d02 &-.MEI}IG&'IT E.B.i.J[;‘lIZ)'»‘EI"!‘:' g.c

Dos tridngulos son semefantes s Sus s correspondientes son
iguales, o si sus lados correspondientes son proporcionales.

PN S —— -.agfugnish:? 91doz 293ns3voqmi 26mavEifurenePls neionuns 92 ndiasuniinod A
5> -d.d>0 -5 5>don fe6 ¢200713smonopil- 203g9on0d sb offovvs2sb 9 sveq bebilidu sb w2 vog
6>d-5.d>n-» :a S0 -4d -202736mM936m 2007103 20730 2onupls vsbnsvqmod 6769 0mOd




Entonces los tri&ngulos ABC y A£B“Ca7556nh§eméjan}?gs s

Teorema 3. Si los tres lados de un tridngulo_son_respectivamente
proporcionales a los de otro; Ios dos Hifidngdlesison semejantes.

—oaEa Yy
En base'a Ta

f’f’gur”ﬁ" égté“’e&o'l‘élﬂé’ df]&a&nuébsm:uo bulisnol sl omo)

Sh olfupasizd Is asx

ja-b e __ .
22 = S(e) + BhHRTPEY e @ - S
C
0, & tudusld ol 10y
A g B ..
.8 Q-
%\
A' c!
Figura 21

Entonces 1os tridngulos ABC y A'B\'C' son semejantesyiuonqoxq cotsisyaii

-

Teorema 4, Dos tridngulos que tienen sus lados respectivamente pPa

ralelos o perpendiculares son semejantes. 20.IUDHAINHT [IRE02 RANHAOAT
Ejem 1 .
~¥530b (“dd sbim olugnB3sst siugnBiyl mu ob toivesnl oiugal_ao 18 .

1. 31 _en la £i§0812P7C ‘ed YaFakéRo a DE pIBC= 30w, DE =25 m
y AD = 30 m ;Culinto mide AB?

QETUALAMER GOJUDLATHT

vom € =(_i;‘.‘,m01 =
.1 08 = DA

$ A4 obim 0Inbndd

q go A €8 pruyit ol e i L8

8

Como los lados de los tridngulos ABC y ADE son paralelogiq@ﬁﬁdn

o
...Juu.-a.?oqu?n fem'ngnflc;do? ‘Frlg!)tgntgdlx olugndiost olugabivd nu )
-2039360 2ol 9ob zabuizitgnol ecl woz d ¢ 6 vy

AB _ BC ; AB _ 50
¢ Jmum—gnoﬁma 250 =4 ¥ St =

tz2510853:7 sh smatoss Lsd

s i2a .1

De donde:
todast ol voq (008 = S(af) + (1) = Sd + “n o= Sy
= . 50 x 30
A.B—- 25 = 60 m
0% = 00NN =
¢ d ohim o3aBudy .28 =0 v M =g 2 .8

1287038119 ob smoroni [ad
EL TEOREMA DE PITAGORAS

APRICACYGSBS - f(2S) = Su - S5 = ¢ B G+ S om Sy

2.4

4 =

E1 teorema de Pitdgoras, &uz relacmna los catetos y 1a hipotenusa de
todo tridngulo rect&ngulo, se enuncia como sigue:

~o1.u~\[*,l \ snlaes 6n ua'Jq smf &

ol 3 C

Jo:jo:wiuf [R5 & (7% I ufn.h

= A P PRCESI S bt

It

3 prEerreeih-Se

En un tnangulo rectangulo el cua&‘é@&‘&%%&éxﬂ%a‘ es igual

a la suma de los cuadrados de los catetos.
shiiyossy zubodignol anl ziavuotcsy sup sYugit sauy obunssyT

£ =@ v i =058 % =8n

Be.scaseda can el:teoremay para:el tridnguwlo.rectingule delacfigura
23, se tiene que: 2P
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Ejemplos ED=BC =3, EB=0CD = 3,
En un trifngulo rectdngulo ABC, c es la longitud de la h1potenusa_
y a y b son las longitudes de los catetos. 7 AE=AB-EB=7-3=4
1. sia=12 y b=16. iCuinto mide ¢ ? Como la longitud buscada es AD, aplicando el teorema de Pitdgo-

s ras al tridngulo AED:
Del teorema de Pitagoras:

(@D)? = (AE)> + (ED)* = (&) + (3)* = 25
c? = a2 + b2 = (12)2 + (16)® = 400, por lo tanto: : , ’

= Y400 = 20 por lo tanto:

2., Sia=24 y ¢ =25, ;Culdnto mide b ? AD = ¥25 =3

Del teorema de Pitdgoras:

c? = a2 + b? 6 b?=c¢c2-a%= (252~ (26)% = 49

b=vVa9 =7

Ejercicios propuestos

3. Una persona camina 7 kildmetros hacia el norte, 3 kildmetros
hacia el este y 3 kildmetros hacia el sur. ; A qué distancia es
téd del punto de partida ?
. TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS
Trazando una figura que representa las longitudes recorridas.

— - _ — 1. Si un dngulo interior de un tridngulo rectdngulo mide 65°, deter-
AB=7,B=3yCD=3 ) minar la magnitud de sus otros &ngulos interiores.

De la figura 24, se observa que AED es un tridngulo rectdngulo

¥y que :
B c
N
TRIANGULOS SEMEJANTES
Elee =D 0 £
// :
S 2. Si en la figura 25, BC es paralelo a DE y AB = 10 m, AD = 3 m y
A AC = 20 m. ‘

Figura 24 iCudnto mide AE ?
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(g

£
A D B
Figura 25
EL TEOREMA DE PITAGURAS. APLICACIONES

En un tridngulo ABC, ¢ es la longitud de la hipotenusa y a y b son
las longitudes de los catetos.

Si a 1y b=2 ;Cu3nto mide ¢?

Sib

i

18 y ¢ = 20 ;Cudnto mide a?

Una persona camina 1 milla hacia el norte, 2 millas hacia el es
te, 3 m%llas hacia el norte y 4 millas hacia el este. A qué
distancia est3 del punto de partida?

MODULO 3 LA CIRCUNFERENCIA

CUADRO SINOPTICO

CIRCUNFERENCIA: SEA P UN PUNTO DE UN PLANO Y SEA r UN NUMERO POSITI
VO. LA CIRCUNFERENCIA CON CENTRO P Y RADIO r, ES EL CONJUNTO DE TO
DOS LOS PUNTOS DEL PLANO QUE ESTAN A UNA DISTANCIA r DEL PUNTO P.

Cuerda: Se llama cuerda a todo segmento rectilf
neo que une a dos puntos de una circunferencia.

DiZmetro: Es toda cuerda que pasa por el centro
de la circunferencia.

Elementos de la :
circunferencia Secante: Una secante a una circunferencia es
una recta que.la corta en dos cualesquiera de

sus puntos.

Tangente: Una tangente a una circunferencia es
una recta en el mismo plano, que toca a la cir
cunferencia en un solo punto, llamado punto de
tangencia.

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este mbédulo, el alumno:
1. Enunciard la definicidn de circunferencia.

2. Explicari los conceptos de cuerda, didmetro, secante y tangente
de una circunferencia.. . -
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3.1 LA CIRCUNFERENCIA En la figura 27 el segmento AA" es una cuerda.

"

Sea P un punto de un plano dado y sea r un nimero positivo. A

La circunferencia con centro P y radio r es el conjunto de todos
los puntos del plano que estdn a una distancia r del punto P.

Figura 27

La figura 26 muestra una circunferencia. 3.2.2 DIAMETRO

Es toda cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

3.2.3  SECANTE

Una secante a una circunferencia es una recta que la corta en dos
cualesquiera de sus puntos.

Figura 26

BI

3.2 CONCEPTOS DE: CUERDA, DIAMETRO, SECANTE Y TANGENTE

DE LA CIRCUNFEKENCIA Figura 28

3.2.1 CUERDA .
3.2.4  TANGENTE

Llamase cuerda a todo segmento rectilineo que une dos puntos de
una circunferencia y cuya magnitud es igual a la minima distancia
entre dichos puntos.

Una tangente a una circunferencia es una recta, en el mismo plano,
que toca a la circunferencia en un solo punto.




Este punto se 11ama punto de tangencia o punto de contacto, y se dice
que la recta y la circunferencia son tangentes en el punto de contacto.

En la figura 29, el punto A es el punto de tangencia.

Figura 29

3.3 TEOREMA PARA TRAZAR LA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA

.
Un teorema importante porque se utiliza para trazar la tangente a una
circunferencia es:

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio traza
do por el punto de contacto.
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UNIDAD IT TRIGONOMETRIA

OBJETIVO GENERAL

Al finalizar el estudio de esta unidad, el alumno:

Aplicard los conceptos fundamentales de la trigonometria pla
na en la resolucidn de problemas.

INTRODUCCION

El propésito fundamental de esta unidad, es el estudio de
las funciones trigonométricas y sus propiedades, asi como su
aplicacion en la resolucién de problemas trigonométricos.




MODULO 4 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUBOS

CUADRO SINOPTICO

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE

30° 45° Y 60°

30° 45° 60°

sen PO I )

2 JZ 2

cos Zz L L

2 2 2

L 3

tan -— 1 3
/3

cot 3 1 L

/3

sec 2 /E 2
/3

2

csc 2 V2 -

/3

20

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este mb6dulo, el alumno:

1. Definird las razones seno, coseno, tangente, cotangente, secante
y cosecante de un angulo agudo.

2. Calculard, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones
trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°,

4,1 DEFINICION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

"Considérese un tridngulo recténgulo, con un &ngulo y = 90° como se
muestra en la figura 1.




21

Se pueden establecer 6 razones diferentes de un lado del trifingulo a Es conveniente observar que 1a cosecante, la secante y la cotangente
otro. Estas razones que se conocen como razones trigonométricas, son a- son respectivamente reciprocas del seno, coseno y tangente. Con esta ob
plicables a cualquiera de los dngulos agudos o o 8. servacibn se pueden memorizar ficilmente las 6 razones trigonométricas.

Ejemplos

. 1. Encontrar los valores de las razones trigenométricas, para el
Razones trigonométricas del dngulo ¢ . Con relacién a la figura 1: Zngulo agudo o, del trifingulo ABC que se muestra en la figura 2

c es la hipotenusa del tridngulo
a es el cateto opuesto al &ngulo a

b es el cateto adyacente al &ngulo a

Datos a = 3 c=35

Las 6 razones trigonométricas para el @ngulo o son: _ - )
Por medio del teorema de Pitdgoras se encuentra el valor zel ca

teto adyacente b:

b= /c2-a? = /5%32= V16 =4

seno @ sen a = cateto opuesto a
’ hipotenusa c
cateto adyacente _ b
a; a4 = n = —
coseno &; cos . hipotenusa c
cateto opuesto a
angente @; tan O = = -
tangen it cateto adyacente b
cateto adyacente _ b cateto opuesto 3 hipotenusa 5
a; = sen O = - = sc Q= =
cotangente &; cot @ = cateto opuesto = n hipotenusa 5 csc cateto opucsto =3
hipotenusa c .
secante 0; sec O = = = cateto adyacente _ 4 hipotenusa 5
cos O = ] =< sec a = = =
cateto adyacente b hipotenusa 5 ¢ cateto adyacente 4
hipotenusa c
cosecante G; csc @ =~ teto opuesto & tan o = —SAteto opuesto 3 cof o = Sateto adyacente _ 4
cateto adyacente &4 cateto opuesto 3
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2. Encontrar los valores de las razones trigonométricas de un 8ngu
lo agudo a, cuyo seno es igual a 1/2. -

Como se sabe:

sen o = cateto opuesto _ 1
2

hipotenusa

Se puede representar un tridngulo recténgulo, con un dngulo agu-
40 &, cuyo cateto opuesto sea igual a 1 y con una hipotenusa
igual a 2 (figura 3). El valor del cateto adyacente b, se en-
cuentra aplicando el teorema de Pitdgoras.

Y

Figura 3

b=v2Z =12 = /3

Aplicando las férmulas de las razones trigonométricas se tiene:

senaH% csca= 2

':.osct=x£2-?T seca=-z-

/3

tan o = - cot a = V3
3

4.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 30°, 45° Y 60°

4.2.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 30° Y 60°

Para determinar las razones trigonométricas de los ngulos de 30° y 60°,
se traza un tridngulo equilitero ABD con 2 unidades por lado con una uni-
dad de longitud adecuada, por ejemplo_centimetros, figura 4. Enseguida
se traza una perpendicular a la base AD del tridngulo desde el vértice B.

Como se muestra en la figura 4, ABC es un tridngulo con:

Figura 4

~

A ~
BAC = 60° , ABC = 30° , ACB = 90°

= 2, AC=1 y por el teorema de Pitdgoras:

BC = / AB* - AC?

&l

- ETIE = /T



23

sgetlgngeﬁmmén de las razones trigonométricas para un dngulo agudo, i = /E"' + T2 = /12 +12= V3
De 1a definici6n de las razones trigonométricas para un dngulo aqudo
sen 60° = £; = cos 30° se tiene: s P o guce
o1 2
cos 60° = % = gen 30° sen 43 _/—2 2
=73 _
tan 60° = T V3 = cot 30° cos 45° = A = _"_i_
) vz o2
cot 60° = =— = tan 30°
3 tan 45° = = 1
sec 60° = % = 2 = csc 30°
. cot 45° = %-= 1
csc 60° = = = gec 30°
/3
sec 45° = [%- =2
4.2.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DE 45° esc 45° = -‘%— = /7
Para determinar las razones trigonométricas de un dngulo de 45°, se cons
truye un tridngulo rectdngulo con ambos catetos iguales a la unidad (ﬁgu
ra 5), y el dngulo ¢ igual a 90°. Por lo tanto los dngulos o y B son
iguales a 45°. Del teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa
del tridngulo es: Ejemplos
B
45° Encontrar el valor de las siguientes expresiones:
¢ | 5
2 .83,
. [sec 30°) (sen 60°) + tan 45° _ V3 _ 2 cixl_
° csc 30° 2 2
45° ]
A 1 ¢ 5. (cot 30°)% +tan45° _ (B4l 3+1_,
2 cos 60° 2 (1/2) 1

Figura 5



MODULO 5 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN GENERAL

propuestos

jercicios

E

do a=2 y b=3.

Encontrar los valores de las razones trigonométricas para el
sien

gulo agudo B del tridngulo ABC que se muestra en la figura 6,

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

1.

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE
UN ANGULO EN GENERAL
seno ordenada _ y
distancia d
coseno abscisa _ x
distancia d
ordenada _ y
tangente = yecisa x
cotangente = 2DScisa  _ x
, & ordenada y
secante E.mnm_:nwm =4
abscisa x
distancia _ d
cosecante = —& denada y
&
o~
&
)
\/
)

SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

ler. .cua- 20. cua- 3er. cua- 4o. cua-
Razones ‘ .
drante drante drante drante
seno y cosecante + + - -
coseno y secante + - - +
tangente y cotangente + - + ,A -
°
150° 210° 330° 30
RAZONES es igual en valor ab-
-] ° -]
TRIGONOMETRICAS 120° 240° 300 soluto a las del mnmm 60
DE LOS ANGULOS DE:
135° 225° 3159 1° 9¢ 45°
o
=)
&
X
. g
a
I
“ O
8
oy o _
\Q <« g
] - °
=] o o
g =) @
wl_a: « m
: =
1]
o bpe A m.
—- (%]
/2]
gw g H
[t [~2-) 1= Fe)
3% © =
72 5 £ 8 ‘
o g o < g I
L) ) oo
ot @ 8 o 2
. i3 2 % M
g 5] o)
« 25 8 § 3 8
g %)
88 2 8 o Hy 7
- O = [o]1{=] o |\O o lo
90 2 “ alo %) olo
> & 8 <Stho Slen
a B 8 g @ °
95 = < i 3 are m @
@ 3 g > o+ pif B1]
H S - e
| - 1) o nlo o |o o
" e <« |e i o
Fe ~ u alo | L}
gg & @8 ol @ olg o] .
o3 ® H Lo ol ol .
£ o g ge g
B = g ™
(@] J
. I o . . .
~ s = o ~ 0




Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alummo:

1. Calculard el valor de todas las razones trigonométricas, sincel
uso de tablas, de los &ngulos de 120°, 135°, 150°, 210°, 225°,
240°, 300°, 315° y 330°.

2. Determinard con el uso de tablas, el valor de una razdn trigomo
métrica de un dngulo cualquiera dado y viceversa.

5.1 DEFINICION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN GENERAL

Sea & un angulo en posicién comlin (figuras 7 a 10), y sea P un punto de
coorderadas rectangulares (x, y) perteneciente al lado terminal del dngu
To 6. )
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¥ Y
P(x,y) P(-x,y)
1 '
d :y b4 d .
- LI | >
o =» IR
Figura 7 Figura 8

P(-%x,-y)

Figura 9 Figura 10

Si en cada una de las cuatro figuras, se traza una perpendicular desde
el punto P al eje X, se tendrd un tridngulo rectdngulo opp', de lados x,
v, ¥y d como se muestra en las figuras. Si se considera que d, distancia
de P al origen, es positiva y que los valores de x y y dependen de 1a po -
sicibn da P, las razones trigonomé&tricas para cualquiera de los dngulos
8 se definen como sigue:



ordenada y

s = m—————
en 6 distancia d
- __abscisa _ x
08 8 = Fistancia - d
tan 0 = ordenada _ y
abscisa x
cot 8 = abscisa _ x
ordenada y
sec § = distancia _ d
abscisa x
csc § = distancia d
ordenada y

Estas definiciones también son aplicables para los &ngulos negativos o

mayores de 360°.

Se entiende como dngulos coterminales aquéllos cuya diferencia es igual
a 360°. Asi por ejemplo el dngulo de 390° es coterminal del &ngulo de
30° y viseversa.

De las definiciones se puede concluir, que para dos dngulos que son cop-
teérminales, sus respectivas razones trigonométricas son idénticas. En-
tonces para encontrar las relaciones trigonométricas de dngulos regati-
vos o mayores de 360°, se determina su respectivo coterminal entre 0° y
360° y enseguida se aplican las definiciones.

Lo anterior también se puede expresar de la siguiente forma: Los valo-

res de las razones trigonométricas de un dngulo 6, son los mismos que
para cualesquiera de los aigvlos 6 + n 360°; donden=0, 1, 2, 3, ....

Ejemplos

1. Si el punto P (-6, 8) estd sobre el lado terminal del &ngulo 8,
encontrar las 6 razones trigonométricas de 6.
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Ubicando un punto P de coordenadas (-6, 8) en un sistema coorde
nado rectangular: x = -6 ;

y = 8 (figura 11).

Ay

P(-6,8)

-8

Figura 11

Por el teorema de Pitdgoras:

= ¥36 + 64 = /100 =10

d =10

a=/(-6)2 + 8

Aplicando las definiciones de las razones trigonométricas:

8 4 - X263

sen 6 = '% “0°35 cot 6 Y ) A
X6 _ _3 _d_ 10 .5

cs 0= §"T0°75 see = x76773
5

tan € = xﬂ:g-ﬂ-é- csc 0 = %—l—g =%

Encontrar el valor de sen 405°.
Determinando el coterminal de 405° entre 0° y 360°,
405° - 360° = 45°, de donde:

V2

sen 405° = sen 45° = =3

Encontrar el valor de tan (- 300°)
Encontrando el coterminal de — 300° entre 0° y 360°.

- 300° + 360° = 60°, de donde: tan (- 300°) = tan 60° =/3



5.2 SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LOS CUATRO CUADRANTES

Puesto que "d" siempre es positiva y sen 6 es igual a y/d, entonces sen
0 tiene el mismo signo que y. Asi, sen & es positivo cuando 6 termina en
el lo. 6 20. cuadrantes ("y" es positiva) y negativo cuando termina en
el 3er. 6 40. cuadrantes ("y" es negativa). Haciendo consideraciones si
milares para las otras 5 razones, se 1lega a los resultados que se mues-
tran en la figura 12.

Y

A
20. cuadrante ler. cuadrante
S6lo sen y las 6 razones
csc son posi- son positivas.
tivas.

» X
3er. cuadran- 4o. cuadrante
te.

Sélo tan y S6lo cos y sec
cot son posi- son positivas.
tivas.

Figura 12

Ejemplos

Decir en qué cuadrante termina cada Angulo y establecer el signo
del seno, coseno y tangente.

1. 320°.

Como 270° < 320° < 360°, 320° termina en el 4o. cuadrante.

sen 320° = < , como y es negativa, entonces sen 320° es negati

e

vo.
cos 320° = % ,como x es pogitiva, entonces cos 320° es peositi-
vo.

tan 320° =-§ ,y es negativa y x positiva, entonces tan 320° es

negativa.
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2. 480°
Encontrando su coterminal emntre 0° y 360°.
480° - 360° = 120°, 480° y 120° son coterminales.

Como 90° < 120° < 180°, 120° termina en el 20. cuadrante.

sen 120°'=% ,como y es positiva, entonces sen 120° es positi-
vo.
cos 120° ='§ ,COmo X es negativa, entonces cos 120° es negati-
vo.
tan 120° =§ » y positiva y x negativa, entonces tan 120° es ne

gativa.

5.3 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 120°, 135°, 150°, 210°%
225°, 240°, 300°, 315° y 330°

5.3.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 150°, 210° y 330°

Las razones trigonométricas de los dngulos de 150°, 210° y 330°, son i
guales en valor absoluto a las razones trigonométricas del dngulo de
30°; o sea que cuando mds, difieren en el signo dependiendo de la razén
y del cuadrante donde queda el lado terminal de dichos &ngulos.

En la figura 13, se muestra el dngulo de 150° en posicién normal. A
partir de esta figura, se pueden calcular las razones trigonométricas
de 150° trazando el tridngulo recténgulo opp’'.

En la figura puede verse que:

V4
P(‘ﬁ; 1)
N 2 Figura 13
[}
150°
L NN
P A 0 X
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a) o = 180° - 150° = 30° Entonces se tiene:

b) Que el trifingulo rectdngulo OPP' es semejante al tridngulo ABC .

de la figura 4 del inciso 4.2.
= sen 210“=§-=-—;—

En virtud de lo anterior, los valores de los lados del triéngulo opPP’, : 73
se pueden hacer iguales respectivamente a los valores de los lados del cos 210° = -LE = -_g.
tridngulo ABc de la figura 4, es decir OP' = BC = /3,

PP' = AC=1 y OP = AB = 2. Entonces como el punto P se encuentra en

el segundo cuadrante, tendrd por coordenadas P (- V3, 1) y la distan tapn 210° = L= Lo L
cia de este punto al origen serd: d = 2. A x .73 A
Aplicando 1a definicién de las razones trigonométricas para un dngulo o _x =73 _ 3
en general, se tiene: cot 210° = o= =73
1 o_X_ =13
sen150°=§ 3 cot 150 =;"=l—-'=—/3- aec210°=%=-—2-
: /3
x__7v3 e 4,2
cos 150° = 3 === sec 150 x 3 csc 210° =-§~=-_—i—=- 2
LI AR -1— ° = -Q o -g- o
tan 150 X i csc 150 vy~ 1 2
Para calcular las razones trigonométricas del &ngulo de 210°, se proce Para el caso de las razones trigonométricas del dngulo de 330°, tam-
de de igual forma que para el caso de 150°, s6lo que ahora las coordena bién se procede de la misma manera, solo que en este caso las coordena
das del punto P son (- /3, - 1), figura 14. das del punto P son (v3, - 1), figura 15. =
Y
1
210° ’
: 330°
& -— ’.
5 - /0 DA
\ [} X
1-1
2
P (/53 '1)

Figura 14 Figura 15



Entonces se tiene:

aen33o°=-}=--%
cossso°=§= %
t:an330"t'n1'==-L
x V3
cot 330° = X = -'/—§=-.’§,
y -1
sec 330° = S = 2
X A
9.2 _
csc 330° = y = 2

Ejemplos

Calcular el valor de las siguientes expresiomes:

1. 3 csc 150° + sen 210° - cot 330° =

11
3@ -3 +73 s6-3 + A=5+ 3

-1

( tan 330°) (cot 210°) +1 [»’3")(/5)+1=-1+1 -0
cse 150° 2 2

2.

5.3.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 120°, 240° Y 300°

Los valores de las razones trigonométricas de los dngulos de'120:,
240° y 300°, son iguales en valor absoluto a los del angulo de 60°.
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En 1a figura 16, se muestra el dngulo de 120° en posicién normal. Tra-
zando el tridngulo rectingulo OPP', en la figura se puede ver que:

Y1
P¢-1, V3 )

Figura 16

a) a = 180° - 120° = 60°
b) Que el tridngulo OPP' de la figura 16 es semejante al tridngulo
ABC de la figura 4, del inciso 4.2.

Entonces OP' = 1, PP' = V3 y OP = 2. En este caso el punto P
tendrd por coordenadas a (-1, v¥3) y la distancia de este punto
al origen serd: d =2,

Apiicando las razones trigonométricas de un &ngulo en general se tiene:

oY 73

sen 120 4 3

°=£=-i

cos 120 3 3
tan 120° =« L= B o _ 3

x -1

cot 120° = 2 - L

y 3

sec 120°=-g=:—f=_2

csc 120° =

“ |
]
b



Para calcular l1as razones trigonométricas del angulo de 240° se proce-
de en igual forma que para el caso de 120°, solo que ahora las coordena
das del punto P son (-1, - ¥3), figura 17.

't
240°
P -1/ .
o
-/31
' /e
|
P('l,'\/g)
Figura 17
Entonces se tiene:
c.1._ 03
sen 240 4 2
°=5=-_1-
cos 240 4 3
tan240°=1=.-—-£=/§
x =1
-1 1
t 2640° = £ = T2 = —
0 y B A
sec240°=-§-=—-—=-2
X
d 2
240° = =5 - —=
csc y 7
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Para el caso de las razones trigonométricas del &ngulo de 300° también

se procede de la misma manera, s010 que en este caso las coordenadas
del punto P son (1, - ¥3), figura 18. Por lo tanto se tiene:

Y4
300°
[(\1__ P »  Figura 18
c H X
|
|
AR
|
l
P(lt’ﬁ)
sen300°=xa-/—§ cot300°=5=-—£
y /3
o x_ 1
cos 300 =4° 2 sec300°=2=-g-=2
x 1
sY .3,
tan300° l—-E csc300°=i=_-—2
N <3
Ejemplos
{alcular el valor de las siguientes expresiones:
1. - 4 cos 240° + sec 300° - sec 120° =
-4(-%) +2-(-2)= 2+2+2=6
(%)
,, (tan 300°) (csc 240°) +1 (-VH\ /3) +1 _2+1__3
¢ sec 120° -2 -2 2



5.3.3 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 135°, 225° y 315°

Los valores de las razones trigonométricas de los dngulos de 135°,
225° y 315°, son iguales en valor absoluto a las razones trigonométri
cas del angulo de 45°.

En la figura 19, se muestra el dngulo de 135° en posicién normal. A
partir de esta figura, se pueden calcular las razones trigonométricas
de 135° trazando el tridngule rectdngulo OPP',

En 1a figura puede verse que:

Y&
P("la 1)
Ii 2 Figura 19
' 135
' o
1 « XN >
P! -1 X

a) @ = 180° - 135° = 45°
b) Que el tridngulo rectangulo OPP' de la figura 19, es semejante
al tridngulo ABC de la figura 5, del inciso 4.2 .

En virtud de lo anterior, los valores de los lados del tridngu
lo OPP', se pueden hacer iguales respectivamente a los valo -
res de lLos lados del tridngulo ABC de la figura 5 del inciso
4.2, es decir:
OP' = AC=1, PP'=BC=1, OP=AB-=/V2

ﬁnéonces comd,el punto P se encuentra en el segundo cuadrante,
tendra por coordenadas a (-1, 1) y la distancia de este punto
al origen serd: d = V2 .

Aplicando 1a definicidn de las razones trigonométricas para un dngulo
en general se tiene:
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sen 135° =% =

cos 135° =

Rt
n
1

tan 135° =

cot 135° =

<R M
U
L

I
N1

sec 135° =
x

cse 135° = 4.
y

Para calcular las razones trigonométricas del dngulo de 225°, se proce-
de de igual forma que para el caso de 135°, s6lo que ahora las coordena-
das del punto p son (-1, -1), figura 20.

Entonces se tiene:

sen 225°

cos 225°

tan 225°

- L cot 225°
V2

-1 sec 225°
vz

-1 o

o 1 csc 225

%l

“|a

<%

Figura 20
-1 _
-1 1
vz
I=-"
2
g=-"7



Para el caso de las razones trigonométricas del dngulo de 315°, también
sea;rocede de 1a misma manera, solo0 que en este caso las coordenadas del
punto ® son (1, -1), figura 21

»
X
P(la "1)
Figura 21
Entonces se tiene: sen 315° = ¥ = - A1
/2
1
cos 315° =% = =
¢ 5
Y =x— = _ig-
tan 315° - 1 1
°'=3£_._]__=_
cot 315 v 1
d 7 .
sec 315° = T V2
cse 315° = & = Z .. 5

Ejemplos

Calcular el valor de las siguientes expresiomes:

1. &4 tan 135° + 2 sec 315° + 2 csc 225° =

4(-1) + 2 (VD) +2(-VD) =-4

,. fcsc 135°% - cot 315° _ (/2)* - (-1)

2 + 1
tan 225° 1

5.4 DETERMINACION CON EL USO DE TABLAS DEL VALOR DE UNA RAZON TRIGONOME
TRICA DE UN ANGULO AGUDO

Los valores de las razones trigonométricas de los dngulos se pueden en

contrar, en forma aproximada, mediante el empleo de tablas trigonométﬁi
cas.

Estas tablas se presentan en diferentes textos con 3, 4 6 5 cifras de-
cimales.

En algunas de estas tablas los valores de las razones trigonométricas
se presentan en intervalos de 10', y en caso de que el dngulo cuya ra-
z6n trigonométrica se desea encontrar tenga un nimero de minutos que
no sea miltiplo de 10, se utilizan las partes proporcionales. Es reco
mendable que para Tos ejemplos que a continuacidn se presentan, se dis
ponga de un ejemplar de-estas tablas, para comprender su manejo.

Ejemplo

Hallar el valor de: cos 44° 52°'

En la tabla del coseno natural, se localiza en 1a columna cuyo encabe-
zado es N, el niimero 44 y se sigue por ese mismo renglén hasta la colum
na cuyo encabezado es 50°, encontrdndose el valor de 0.7092. Se sigue
por el mismo renglon hasta la columna de partes proporcionales de enca-
bezado 2' donde se encuentra el niimero 4, que equivale a 0.0004. Como

se especifica en las columnas de partes proporcionales que éstas se res
tan, se tendra: g T

0.7092 - 0.0004 = 0.7088, de donde: cos 44° 52' = (.708&



5.4.1 DETERMINACION DEL ANGULO AGUDO DADA UNA DE SUS RAZONES TRIGONOME-
TRICAS

Considerando el mismo tipo de tablas cue para 5.4 la determinacién
del 4dngulo, dada una de sus razones se mostrard con el siguiente ejem -
plo:

Ejemplo

Dado sen a = 0,5040, encontrar el &ngulo o

En la tabla del seno natural, se busca en las columnas el valor de
0.5040. Se encuentra cue el valor inferior mds cercano al dado es
0.5025 que corresponde a: 30° 10'.

Se calcula la diferencia entre el valor dado, 0.5040 y el hallado en
las tablas 0.5025. La diferencia 0.0015, que equivale a 15 partes pro -
porcionales, se busca en el mismo rengldn en las columnas de partes pro
porcionales, localizdndose en la columna cuyo encabezado es 6'.

Como el seno de un dngulo agudo es mayor conforme aumenta el dngulo,
entonces sumardo 6' a 30° 10' se tiene:

30° 10' + 6' = 30° 16' , de donde: o = 30° 16’

Ejercicios propuestos

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN GENERAL

1. Si el punto P (- 3, -4) estd sobre el lado terminal del &ngulo
0, encontrar el valor de las 6 razones trigonométricas de 6.

Encontrar el valor de las siguientes expresiones:

2. cse 750° =
3. sen (- 315°) =

4. tan 420° =

SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LOS CUATRO CUADRANTES

Decir en qué cuadrante termina cada dngulo y establecer el signo
del seno, coseno y tangente.

5. 125°
6. 750°
7. =-120°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 150°, 210° y 330°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

8. 3 cot 150° + 4 sen 210° - 2 csc 330° =
9. 2 sen 150° - £ csc 150° - 2 sen 330° =

(csc 210°) (csc 150°) + 8 -

1o. csc 330°

1 (sec 150°) (cot 210°) + csc 330° _
* 2

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 120°, 240° y 300°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

12. sen 120° - cos 300° - cos 240° =

13. 3 tan 240° + 2 sec 120° - sec 300° =

(csc_120°) (tan 300°) + 1 _

14. sec 240°

15, =6 cos 120° + (tan 240°)% _
) sec 300°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 135°, 225° y 315°
Calcular el valor de las siguientes expresiones:

16. cot 315° + 10 tan 225° -~ sen 135° =

17. - 4 tan 135° + cot 225° + tam 315° =

(sec 315°)% - tam 225° _

18. csc 315°
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(tan 315°) (tan 135°) ~ (cos 225°) (ecsc 315°)

19.
? sen 135°

DETERMINACION CON EL USO DE TABLAS EL VALOR DE UNA RAZON TRIGONOME-
TRICA DE UN ANGULO AGUDO

Hallar el valor de:
20. sen 29° 20' =
21. cos 60° 34' =
22. tan 42° 09' =

DETERMINACION DEL ANGUL® AGUDO DADA UNA DE SUS RAZONES TRIGONOMETRL
CAS

Dado el valor de una rzdn trigonométrica del Zngulo, encontrarlo:
23. sen O = 0.9407
24, cos B = 0.7671

25. tan Yy = 1.198

MODULO 6 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

CUADRO SINOPTICO

PITAGORICAS

INVERSAS

POR
COCIENTE

-

sen 6 =

cos ©

tan 0 =

tan 6 =

cot 8 =

csc O

gec ©

cot O

sen 0
cos O

cos 6
gen O

[-1%

[=1%

o\

csc 6 =

sec 6 =

cot O =

sen 0

cos @

tan §




Objetivos especificos

6.1

Al terminar el estudio de este mddulo, el alumno:

1. Enunciard las identidades trigonomé@tricas fundamentales.

trigonométricas.

2. Reducird expresiones trigonométricas utilizando las identidades

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

Las identidades trigonométricas fundamentales se clasifican en tres

grupos que son:
Identidades Pitagdricas:
(1) sen®? 8 + cos?28=1
2 1 + tan® 6 = sec? 0

(3) 1 + cot? 0= csc® @

Identidades inversas:

(4) sen 8 = csi 5 6 csc 6= gzi—g

(5) cos 8 = L 6 sec 8 = 1
sec 0 cos O

(6) tan 6 = coi 6 5 cot 8 = ta; 0

Identidades por cociente:

(7) tan 6 = zs: g 8 cot O = §§§—%
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6.2  APLICACIONES

En ingenieria frecuentemente es necesario simplificar expresiones que
contienen razones trigonométricas, o bien, transformarlas en una forma
particular. Las identidades trigonométricas fundamentales son dtiles en
tales situaciones, como se verd en los siguientes ejemplos.

Ejemplos

Simplificar cada una de las siguientes expresiones:

1. sec 8 - sec 0 sen® 6 = sec & (1 - sen? 0)
de la jdentidad (1):
sen? 6 + cos? 8 =1, 1 - sen® 8 = cos? 6,
entonces:
sec B - sec O sen? 6 = sec & cos? @

de la identidad (5):

1
sec O = Zos B’ entonces:

1
cos O

sec 6 - sec 6 sen® 6 = cos2 6 = cos 6
*

2. tan? 0 cos? 0 + cot? 6 sen® 6 =

de la identidad (7)

tan 6 = 222 g y cot 6 = :Zi g entonces:
sen® @ cos?

]
tan? 8 = ws8 ¥ cot? 8 = ZenT§ » Por lo tanto:



2 -
tan? 6 cos? 6 + cot? 0 sen? 8 = zz—:z—g cos? 0 +

2
cos® @ 2 2 2
+m sen® 8 = sen® 6 + cos 6

de la identidad (1)
sen? 0 + cos? @ = 1, entonces:

tan® 0 cos? 8 + cot? 0 sen? § = 1

Ejercicios propuestos
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES

Simplificar cada una de las siguientes expresiones:

tan 0
1. sec 0 = 1

2. sen® 6 (1 + cot® 0) =
3. sen 0 sec 6 cot 6 =

4. sen? B sec? 6 - sec? 0 =
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MODULO 7 FORMULAS DE REDUCCION

CUADRO SINOPTICO

FORMULAS PARA REDUCIR RAZONES TRIGONCMETRICAS

DE ANGULOS ENTRE 90° y 360°

sen (90° + 6) = cos O cse (90° +8) = sec O

cos (90° + 0) = - gen O sec (90° + 6) = - csc O

tan (90° + 6) = - cot 6 cot (90° + 0) = -~ tan O

Para dngulos mayores de 360° & negativos: Se encuen-
tra su coterminal y se aplican las formulas anterio-
res.
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Objetivos especificos » - Ejemplos

Reducir cada una de las siguientes expresiones a una razén trigono
métrica de un dngulo agudo positivo. -

1. sen 200° = gen (90° + 110°) = cos 110° = cos (90° + 20°) =

Al terminar el estudio de este mddulo, el alummno: = ~ sen 20°

1. Aplicard las formulas para. reducir razones trigonométricas de o
éngulos entre 90° y 360°, a razones de dngulos agudos. 2. cot 930

Calculando su coterminal entre 0° y 360°.

930° - 360° = 570°; 570° - 360° = 210°  entonces:

cot 930° = cot 210° = cot (90° + 120°) = - tan 120° =

= - tan (90° + 30°) = cot 30°

3. ' sen (-100°) =

7.1 METODO DE REDUCCION A ANGULOS AGUDOS Calculando su coterminal entre 0° y 360°.

-100° + 360° = 260°

Entonces ;

Cualquier razén trigonométrica de un dngulo entre 90° y 360°, se puede
reducir a una razén trigonométrica de un &ngulo agudo aplicando una o va
rias de las siguientes férmulas:

sen (-100°) = sen 260° = sen (90° + 170°) =

= cos 170° = cos (90° + 80°) = - sen 80°

sen (90° + O) = cos @ csc (90° + @) = sec O Ejercicios propuestos
cos (90°+ @) = - sen O ‘sec (90° + 0) = - csc.0 METODO DE REDUCCION A ANGULOS AGUDOS
tan (90° + Q) = - cot O cot (90° + ©) = - tan © ‘ ’ Reducir cada una de las siguientes expresiones, a una razén trigo~ -

nométrica de un dngulo agudo positive.

1. cos 160° =
Cuando 6 resulta a 0°, 90°, 180° 6 270° ., dos de la férmulas anteriores : .
no se aplican, ya que dos de las razones trigonométricas para cada uno de 2. tan 220° =
estos dngulos no estdn definidas.

3. sec 2910° =
Cuando se van a reducir razones trigonométricas de dngulos mayores de 4, sen (- 30°) =

360° o negativos, primero se encuentra su respectivo coterminal entre 0° .
y 360° y luego se aplican las formulas de reduccidn. 5. tan (- 500°) =
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Aplicard las formulas para calcular el seno, coseno y tangente

Aplicard las fSrmulas para calcular el seno, coseno y tangente
del dngulo doble y del &ngulo mitad.

Al terminar el estudio de este mddulo, el alumno:
de 1la suma y diferencia de dos &ngulos.

1.
2.

Objetivos especificos

FORMULAS PARA LA SUMA

1
2 $
m n
Z] o
m L
=
[7] 0
m .m T o
(-] m.lnn
m m 9 9
a = +BSB
g g e s c as
o g 8 § g+
m -} tcsta
B 5 » o a 58
o += )Bsat
[ A 9 ©w '
> g + 9 8 §
Q CCf-l
g £ & 8 B
(2] g o
1] 7] L
5 n s & & «@
o +
- noow
8 S Iy =
P-4 Bmm(
m + + o+ B
=1 &
) & 8 &
=)
m mns
8 s 8 3
m .
=
2
3
—t
©

Sin entrar en la demostrac
las para calcular

8.1.1

MODULO 8 RAZONES TRIGCNOMETRICAS DE DOS ANGULOS, DEL ANGULO DOBLE Y DEL ANGULO MITAD
CUADRO SINOPTICO

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
PE LA SUMA DE DOS ANGULOS

FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE LA RESTA DE DOS ANGULOS

gen (@ + B) = sen @ cos B + cos a sen §

cos (@ + B) = cos & cos B -~ sen a sen 8

tan 0 + tan 8
1 - tan a tan B

tan (o + B) =

sen (00 - B) = sen 0 cos B - cos @ sen B
cos (@ - B) = cos o cos B + sen a sen B

tan 0 - tan 8
1 + tan o tan B

tan (@ - B) =

FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
DEL ANGULO DOBLE

FORMULAS PARA LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
DEL ANGULO MITAD

sen 200 = 2 sen O cos O

2

cos 20 = cos?a ~ sen’a
2 tan O
Ltang
tan 20 = 1 - tan“a

sen

\Hloomﬂ
2

/1 + cos &
2

iR
n
H+

cos

N
n
Ir

tan

iR
[]
H
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Para las formulas sen (o + B) ¥ cos (¢ + B), « ¥y B puede ser cualquier 8.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE Y DEL ANGULO MITAD

dngulo; mientras que para la formula tan (a + B), a 6 B no deben sermil
tiplos impares de 90°, ya que en tal situacidn, tan o 6 taa B no estd
3
definida. 8.2.1 FORMULAS PARA CALCULAR EL SENO, EL COSENO Y

LA TANGENTE DEL ANGULO DOBLE

8.1.2  FORMULAS PARA LA RESTA Utilizando las férmulas para la suma de dos &ngulos y haciendo 8 = a,
se puede demostrar que:

A partir de las f6érmulas para la suma, se deducen facilmente las férmu
las para la resta que son:
sen 20 = 2 sen & cos O

cos 20 = cos? a - sen? Q

sen (@ - B) =~ sen 0 cos B - cos & sen B

2 tan
cos (¢ - B) = cos acos B+ sena s tan 200 = S————
) B B 1 - tan® &
tan (o - B) = tan & — tan B
1 + tan & tan B

8.2.2 FORMULAS PARA CALCULAR EL SENO, EL COSENO Y

También en este caso para tan (x - B), @ 8 8 no deben ser miltiplos im- LA TANGENTE DEL ANGULO MITAD

pares de 90°.

A partir de la férmula para cos 2a, se pueden establecer las siguientes
expresiones para el dngulo mitad:

Ejemplos
Aplicando las fdrmulas de suma o resta de dos &ngulos, calcular el
valor de las siguientes expresiones: " sen % ex /1= ;:05 o
1. sen 105°, haciendo a = 45°. B = 60°.
cos $ =t l1+cosa
sen 105° = sen (45° + 60°) = sen 45° cos 60° + cos 45° sen 60° = 2 2
- o l - cos a
2 1./7 /3 V2. B I+ & tam =t/ T¥cos a
2 272 2787 T4 4 '
2. tan 15°, haciendo a = 60° y B = 45°. Para la tangente del &ngulo mitad, también se tienen las :riguientes ex-
presiones:

. o _ se0y o tan 60° - tan 45°
tan 15 tan (60 45°) 1 + tan €0° tan 45°

__V/3-1 _Y3-1 a___sens 5 tan & = Lo cosa
tan 3 1+cosa an 3 sen o

1+ (3 1) 1+73
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Ejemplos

1.

Calcular el valor de cos 60° mediante cos 30° y sen 30° utilizan-
do la férmula para el coseno del Zngulo doble.

V3 1

2 2
° = cos? 30° - sen? 30° =| 23| -ti] -3_.1_-1
cos 60 cos® 30 sen® 30 ( 2) ( 2) =T "%

Calcular el valor de sen 22.5° mediante cos 45°.

Como 22.5° termina en el primer cuadrante, solo se toma la raiz
positiva de la férmula para sen /2.

o
sen 22.5° = sen 42 = / 1- c;s 457

V2 - /2

Ejercicios propuestos

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Calcular el valor de ias siguientes expresiones:

1.
2.
3.

4.

sen 75°, haciendo o = 45° y B = 30°

tan 105°, haciendo a = 45° y B = 60°

cos 15°, haciendo & = 60° y 8 = 45°

sen 15°, haciendo o = 60° y B = 45°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE Y DEL ANGULO MITAD

Calcular el valor-de sen 60° mediante sen 30° y cos 30°

Calcular el valor de tan 240° mediante tan 120°

wl

Calcular el valor de sen 105° sabiendo que cos 210° = -

Calcular el valor de tan 22.5° mediante sen 45° y cos 45°

MODULO 9 LEY DE LOS SENOS Y LEY DE LOS COSENOS

CUADRO SINOPTICO

LEY DE LOS SENOS

En todo tridngulo, los lados son proporcionales a
los senos de sus dngulos opuestos.

La ley de los senos se puede expresar como:

a __b ___c¢

sen @ sSen B sen Y

En donde:
a_send ‘b _senB c_ sen
P senB’c senyY'a sen(

LEY DE LOS COSENOS

En todo tridngulo, el cuadrado de un lado cualquie
ra, es igual a la suma de los cuadrados de los
otrés dos lados, menos el doble producto de estos
lados por el coseno del dngulo comprendido entre
ellos.

La ley de los cosenos se puede exbresar como:

a% = b2 + ¢2 - 2bc co8 O
b2 = a? + c¢2 ~ 2ac cos B

2 =a%+ bz'QJZab cos Y
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Objetivos especificos » Con referencia a 1a figura 22, l1a ley de los senos se puede expresar
’ como:

Figura 22

Al terminar el estudio de este mbdulo, el alumno: a __b __c
sena sen ff8 sen Y

1. Aplicard la ley de los senos en la resolucién de un tridngulo.
de donde son inmediatas las siguientes razones:

2. Aplicard la ley de los cosenos en la resolucidn de un trifngulo.

Ejemplos
1. Resolver el tridngulo ABC dados a = 62.5, a = 112° 20' y

Y = 42° 10' , figura 23.

9.1 LEY DE LOS SENOS. APLICACIONES

La ley de los senos que se aplica en la solucién de algunos tridrgulos
oblicuéngulos, se enuncia de la siguiente manera:

Figura 23

Ley de los senos

Este problema se puede resolver empleando la ley de los senos.

En todo tridngulo los lados son proporcionales a los senos de sus
angulos opuestos. Incognitas B, b, c.



42

Como la suma de los 3 dngulos interiores de un tridngulo es 180° sen 8 = 0.6271 por lo tanto, B = 38°50"'
se tiene:

Para a: a = 180° - (B + Y) = 180° - (38°50' + 55°10') = 86°
B = 180° - (& + Y) = 180° - (112°20' + 42°10') = 25°30'

Aplicandc la ley de los senos para b: Aplicando la ley de los semos para a:

% = -:-—2-—:—;‘-, de donde b = _a:%s; entonces, %: 222 g » de donde a = L-:-:_‘;-ng; entonces,

p=2senB 62.5 sen 35°?0’ - 62.5 (0.4305) _ .9 ; a = 480 (sen 86°) _ 480 (0.9976) _ ,¢,
sen a sen 112°20 0.9250 sen 38°50' 0.6271

Aplicando la ley de los senos para E: Solucién:

§ = §§Eﬁ¥ , de donde ¢ e & 2:2 l; entonces, a = 86°, B = 38°50' , a = 764

-aseny 62.5 s;gzéig%o' o 62.5 (0.6713) _ 45.4
sem @ oo 0.9250 9.2 LEY DE LOS COSENOS. APLICACIONES:
Solucidn:

B = 25°30', b = 29.1, c = 45.4 Para la solucidon de problemas de tridngulos, también se utiliza la ley

de los cosenns que dice:

2. Resolver el tridngulo ABC dados b = 480, c = 628 y y = 55°10',

figura 24 Ley de los cosenos

En todo trifngulo el cuadrado de un lado cualquiera, es igual a la
sume de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble produc

Figura 24 to de estos lados por el coseno del dngulo comprendido entre ellos.

A ¢ = 628 B Con referencia a la figura 25, la ley de los cosenos se puede expresar
como:

Como Y es agudo y ¢ > b, el problema tiene solucidn {nica. Se
aplica la ley de los senos.

Incognitas: B8, a y a.

Aplicando la ley de los senos para B8:

b _sen B ~bseny
c " sen Y s de donde sen B P entonces,

sen 8 =

b sen Y _ 480 sen 53°10' _ 480 (0.8208) _ .
c 628 628 = 0.6271 Figura 25



. Resolver el tridngulo ABC dados-a = 25.2, b = 37.8 y ¢ = 43.4
a2 = b2 + ¢ - 2bc cos O 4 esolver e g .

figura 27.
b2 = a® + ¢ - 2ac cos B ey

2

¢? = a2 + b - 2ab cos Y

Ejemplos
3. Resolver el trifngulo ABC dados a = 132, b = 224 y ¥ = 28°40',

figura 26.
IncOgnitas: ¢, @, B Figura 27

Incognitas: a«, 8, Y

Aplicando la ley de los cosenos para Q.
b2 + c? - a?
2bc

a? = b% + c? - 2bc cos o, de donde cos a =

Figura 26 Por lo tanto:

b2 + ¢ - a® _ (37.8)% + (43.4)% - (25.2)2
Zbe 2 (37.8) (43.4)

cos o = = 0.816

. cos a = 0.816
Aplicando la ley de los cosenos para c.

Por lo tanto:
c® = a2 + b2 - 2ab cos Y = (132)% + (224)% ~ © tamto
- 2 (132) (224) cos 28°40' o = 35°18'49"

c? = 15714, de donde ¢ = 125.36 )

Aplicando la ley de los cosenos para 8:

Aplicando la ley de los senos para Q'
a® + c?® - p?

b? = a2 + ¢? - 2ac cos B, de donde cos B = Zac

a _sen a sen
< = , de donde sen O = —Tl; entonces,

sen Y Entonces:

a sen Y _ 132 sen 28°40' _ 132 0.4797) _ 0.5051 a? + ¢ -~ p? - (25.2)% + (43.4)% - (37.8)2 0.4982

et T 125.36 125.36 cos B = 7ac 7 (25.2) (43.0)
sen G = 0.5051, por lo tanto o = 30°20'17" ‘ cos B = 0.4982
Para B, B = 180° - (a + y) = 180° - (30°20"17" + 28°40') = Por lo tanto:

8 = 60°07'08"
o o 1 1"
120°5943 Para Y, Y = 180° - (a + B) = 180° - (35°18'49" + 60°07'08") =

Solucidn: ¢ = 125.36, a = 30°20'17", B = 120°59'43" = 84°34'03"



Solucidn:

o = 35°18'49", B = 60°07°08", vy = 84°34'03"

Ejercicios propuestos

LEY DE LOS SENOS

1.

2.

LEY DE LOS COSENOS

3.

4.

Resolver el tridngulo ABC, dados
c=25,a= 35y B8 =68,

Resolver el tridngulo ABC dados
a=525 b=421ya= 130°50".

Resolver el tridngulo ABC dados
b =120, ¢ = 270 y o 118°40'.

c=25

Resolver el tridngulo ABC dados
a=6.3,b=7.30yc=9.98.

c=9.98

B8

EXAMEN DE AUTOEVALUACION

Convertir un &ngulo dado, de grados sexagesimales a radianes y
viceversa.

Seleccione en cada uno de los casos la opcidn correcta.
a) 45°= ()
A. T radianes

B. 27 radianes

C. %radianes
D. %tadianes

b) 55°48'7'' = ( )
A. 0.9739 radianes

B. T radianes

C. -E- radianes

D. % radianes

Definir y determinar cuando dos adngulos son adyacentes, comple-
mentarios, suplementarios o conjugados.

Relacionar la columna de la izquierda con la respuesta correcta
de la columna de la derecha.

A. Dos dngulos son adyacentes ( ) Su suma es igual a 90°
cuando:
( ) Su suma es igual a 180°
B. Dos &ngulos son complemen-
tarios si: ( ) Su suma es igual a 270°
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C. Dos dngulos son suplementa ( ) Tiene un mismo vértice y
rios si: un.lado comin y son exte
. riores el uno del otro.
D. Dos dngulos son conjugados

si: : ( ) Su suma es igual a 360°;
o sea, cuando Su suna es
igual a un perigono.

3. Enunciar y aplicar los principales teoremas sobre tridngulos.

Para las siguientes aseveraciones decir si son falsas o verdade-
ras.

a) La suma de los 3 dngulos interiores de todo tridngulo es
igual a 7 radianes.

( ) verdadero ( ) falso
b) Todo tridngulo equildtero es equidngulo.
( ) verdadero ( ) falso

c) La suma de los dngulos interiores de un tridngulo acutdngu-
lo no es igual a 180°

( ) verdadero ( ) falso

4. Explicar el concepto de trifingulos semejantes.

Para las siguientes aseveraciones decir si son falsas o verdade
ras.

a) Si los tres lados de un tridngulo son respectivamente pro-
porcionales a los del otro, los dos tridngulos son semejan-

tes. 6.
( ) verdadero ( ) falso
b) Dos tridngulos son semejantes si la suma de sus dngulos es
igual a 180°
( ) verdadero - () falso

c) Dos tridngulos que tienen sus lados respectivamente paralelos
o perpendiculares son semejantes.

( ) verdadero ( ) falso

5. Resolver tridngulos recténgulos aplicando el Teorema de Pitdgo-
ras.

Seleccionar en cada uno de los siguientes casos la opcién correc

ta. — e - ————

a)

El valor de hes ( )

A. 10.00

B. 14.1421
C. 7.5548
D. 8.6603

b) Un hombre se encuentra parado a una cierta distancia de un
farol. Si la sombra que proyecta el hombre sobre el suelo
mide 2.40 m y la distancia lineal entre su cabeza y el ex-
tremo de su sombra es de 3.00 m, icudnto mide el homwbre?

(G

A, 1,60 m
B. 1.80m
C. 1.50m
D. 2.00m

Definir el concepto de circunferencia.

Seleccione la opcidn correcta.

Una circunferencia es: « )
A. Una curva totalmente cerrada.

B. Un conjunto de puntos del plano.

C. Un conjunto de puntos del plano que equidistan de
un punto fijo llamado centro.

D. Un conjunto de puntos del plano cuya distancia a
un punto fijo llamado centro es menor o igual a
una longitud llamada radio.



7.

9.

Explicar los conceptos de radio, didmetro, cuerda, secante y
tangente de una circunferencia.

Anotar en cada paréntesis la letra que corresponde a la descrip
cidn correcta de cada elemento.

Radio () A.
Didmetro ( )
B.
Cuerda ()
Secante () C.
Tangente ( )
D.
E.
F.

Recta que corta a la circunferencia en
dos puntos.

Distancia entre dos puntos de la circun-
ferencia.

Recta que toca a la circunferencia en un
solo punto.

Segmento rectilineo determinado por dos
puntos de la circunferencia.

Distancia del centro a un punto cualquie
ra de la circunferencia.

Segmento determinado por dos puntos de

la circunferencia, que pasa por el centro.

Definir las razones seno, coseno, tangente, cotangente, secante
y cosecante de un @ngulo agudo.

En un tridngulo rectdngulo se definen las razones trigonométri-
cas para un Zngulo agudo & como sigue (anotar la opcidn correc-

ta).

A.

F.

cateto opuesto
cateto adyacente

hipotenusa

cateto opuesto

cateto adyacente

hipotenusa

hipotenusa

cateto adyacente

cateto opuesto

hipotenusa

cateto adyacente

cateto opuesto

sena= ( )

cos a= ( )

tana= ( )

cot a= ( )

sec a= ( )

n
~
~

csc o

Calcular, sin el uso de tablas, el valor de todas las razones
trigonométricas de los dngulos de 30°, 45° y 60°.
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10.

11.

Relacione correctamente la columna de la izquierda con la colum

na de la derecha.

sen

tan

sec

cos

cot

cse

Determinar
métrica de

0°
45°
30°
90°
120°
135°

= (

(
(
= (
(
(

N N N N N N

A. ... O
Be .. 1
Co ... 2

/3
p. ...

V3
E. ... V2
Fo ... 3

con el uso de tablas, el valor de una razén trigono-
cualquier &ngulo dado y viceversa.

Para las siguientes preguntas escoja la opcidn correcta.

1.

2.

3.

Si sen 30° =

A.

B.

c.

Si tan 45° = 1

A.
B.

c.

0.32

0.57

0.82

0.81
1.22

0.3

[

sen 35° = ()

tan 39° = ()

Sisena=-"7§==°a=60°;par&aenaa0.9.a=( )

A.

c.

54°
118°
64°

Enunciar las identidades trigonométricas fundamentales.
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En las siguientes expresiones indique si es falsa o verdadera la Para las siguientes expresiones decir si son falsas o verdaderas.
afirmacidn hecha en cada una de ellas.
a) sen (~A) = ~sen A )
a) vsen?A + cos’A = sen A + cos A )
o . . b) cos (-A) = -cos A )
b) * tan?A - sec?A = -1 ) ()
c) sec (~A) = sec A ()
¢) 1 - cos®A = gen?A ()
d) sen (90° + A) = cos A )
1 1 :
4 cotZA T cos?A 1 , ) e) cos (90° + A) = sen A ()
2, o 2,
e) 1+ cot?A = cscA ) £) cos 2250,_%_2. ()
£) Vcsc?A - cot’A =1 ) 7
-V2
o o V4
g) sen A= V1 + cos A ) g) sen 315 2 )
N =
h) sen AcscA=1 « ) h) tan 330° = ."3_3 )
. 1
i) tan A= csc A ¢ 1
i) sen 120° = -3 )
j) cos A = sen A cot A )
K) tan?A + sec?A = 1 ) 14. Enunciar y aplicar las f&rmulas para calcular el semo, coseno y

tangente de la suma y diferencia de dos &ngulos.
12. Reducir expresiones utilizando las identidades trigonométricas Relacione correctamente la col de 1a izquierda con la colum

Para los casos siguientes seleccione la opcidn correcta. na de ls derecha.

2 1) sen (a + B) ( ) A. sen @ cos B + cos o sen B
1 Litand. () A @ +tana)? _
2) tan (45° + 60°) ( ) B. cosacos B~ sena sen B
2) —————i Liosd () 0 3) sen (75°) () ¢ -2—v3
- cos C. 1-2send
3y L-semA _cosa 2 4) cos (o + B) ¢ . _',g_zﬁ
) cos A " 1+ send” ( ) D. sec®A csc A
8 1+ sen O + tan O 4 8ec o ' ( ) E. cot?A + ecsc?A E. 2+43 /3
cos @ cot @ csc @ 1 -3
F. (csc A - cot A)?
p 272
G. 2 (1 + tan ) : 4

N A . . . 15. Enunciar y aplicar las fdrmulas para calcular el seno, coseno y
13. Enunciar y aplicar las fdrmulags para reducir razomes trigomomé- tangente del @ngulo doble. i

tricas de angulos entre 90° y 360°, a razones de dngulos agudos.
Seleccione la opeidn correcta:

a) Lla formula para calcular sen 2a es:



( )—%senacosa ¢) 3

) /3

16. Enunciar y aplicar la ley de los senos en la solucidn de un
tridngulo oblicudngulo.

( ) 2senacosa

( ) 2sen’a cos2a

b) La férmula para calcular cos 24 es: En lo que sigue seleccione la opcidn correcta.

() cos® A- gen? s Sea:
( ) cos® A+ sen? a
( ) sen? A - cog? 2
¢) La foérmula par 1 :
: pPara calcular tan 2a es: a) Dados: A = 33° B = 72°30" y a=10

() 1 - tan“a

2 tan.a entonces b = ()

2 tan o A. 71.511
) 1 + tan?a

2 B. 17.511
D) tan Q

1 - tan?a C. 51.171
d) Calcular el valor de sen 60° b) Dados: A = 104°30.3' B=25° y b= 347.85

entonces C = )

(

o

SE N Sl

A. 50°29.7'
B. 29°50.7'

) Cc. 79°25.7'

17. Enunciar y aplicar la ley de los cosenos en la solucidn de un

e) Calcular el valor de cos 120° tridngulo.

() - % En lo que sigue seleccione la opciSn correcta:

¢ 2 Sea:

()37
£) Calcular el valor de tan 30°,

()L

/3



a) Dados: a = 2500 b = 3500 y ¢ = 4500

b)

entonces B = )
A. 46°80'
B. 50°42'

C. 86°40'

Dados: a = 0.0035 b = 0.0029 y c = 0.0038
entonces A = ()

A. 61°15'

B. 59°35'

C. 1°45'
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SOLUCIONES AL EXAMEN DE AUTOEVALUACION

a) 45° = (C)

b) 55°48'7" = (A)

®)
©
O
()

()

su suma es igual a 90°
su suma es igual a 180°
su suma es igual a 270°

tienen un mismo vértice y un lado comfin y son externos el
uno del otro.

su suma es igual a 360°, o sea, cuando su suma es igual a
un perigono.

a) (X) verdadero’
b) (X) verdadero

¢) (X) falso

a) (X) verdadero

b) (X) falso

c) (X) verdadero

a) (D b) (B)
cC ... X

Radio (E)

Didmetro (F)

Cuerda (D)

Secante (A)

Tangente (C)



10.

11.

seﬁ a-= (E)

cos o = (C)

tan o = (A)

cot a = (F)

sec a = (D)

sen

tan

sec

cos

cot

[+:14)

00
45°
30°
90°
120°

135°

~¢:sc a = (B)

)
= ()
= (©
®)
= (D)
= (E) .

a) sen 35° = (B)

b)
c)
a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)
i)
k)

tan 39° = (A)

(F)
()]
)
(F)
W
W)
(F)
m
(F)
W)
(F)

a= (C).

12.

13.

14.

15.

a)
b)
c)
d)
e)
£)
8)
h)
i)

a)

b)

c)

d)

e)

£)

®
(E)
a)
©
w
(6]
4]
w
(F)
w)
w)
(6]
()
(a)
©
(0]
(8)
2 sen @ cos a (X)
cos?A - sen?A (X)

2 tan 0
1 - tan’c @

V3
> X)

1
-3 (X)

1
3 X



16. a)

o
]

[
D c= @
)
b) A= (4)

17. a) B

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS = -

!
MODULO 1

MEDIDAS ANGULARES

1. 13.96 rad = 4.44 T rad

2. 3.665 = %ﬂﬂ~réd’

3. 2.617 rad = %{ﬂ rad

51

4, 120°

5. 538.582°

6. 30°

TIPOS DE‘ANGULOS ]
7. Complemento ée‘u = 6i°
8. a'=135°, B = 45°

9. «=330°, B = 30°

MODULO 2

TEOREMAS SOBRE TRIANGULOS

1. 90°, 25°° '

TRIANGULOS SEMEJANTES

2. AE=6n

TEOREMA DE PITAGORAS. APLICACIONES

3. 2.236
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4. 8.71 . 7. 3er. cuadrante, sen (), cos (-), tan (+)
5. 7.21 wmillas B RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 150°, 210° y 330°
MODULO 4 ' 8. 2-3/3 ‘
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO 9. 1
l. senB=——; cos B = —2—; tmg,%; ,_o”,:%; 10. -2
/13 13
11. -2
/3 /13 '
sec B =5 y «cscB=-3 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 120°, 240° y 300°
3
2. sena=-—3—; cosa=—1-; tanu=%=3; cota=%; 12-7’
Y10 Y10 -
. 13. 3/3-6 =- 0.8038
secu=-Ji—_0=/fﬁ y cscung L
4. =
2 -
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 30°, 45° y 60°
- ) ' 15. 3
4 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LOS ANGULOS DE 135°, 225° y 315°
4, = ‘
3
16. 9--L
5. 8 V2
MODULO 5
17. 4
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN GENERAL .
- 18, —
1. sen9=%; cose=-%;tan9=%; cotes-z-; 2
- . 0
sec6=-% y csceﬂ% 19 .
DETERMINACION CON EL USO DE TABLAS, DEL VALOR DE UNA RAZON TRIGONOME
2. 2 TRICA DE UN ANGULO AGUDO
20. 0.4899
;. 2
2 21. 0.4914
4, /3 22. 0.9052
SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LOS CUATRO CUADRANTES DETERMINACION DEL ANGULO AGUDO DADA UNA DE SUS RAZONES TRIGONOME~
TRICAS

5. 20. cuadrante, sen (+), cos (~), tan (~)

23. 70°10'8"
6. ler. cuadrante, sen (+), cos (+), tan (+) 3 oriote



24. 39°54'21" RAZONES TRICONOMETRICAS DEL ANGULO DOBLE

5, 3
25. 50°8's1" © 2
MODULO 6 6. V3
IDENTIDADES TRICONOMETRICAS .
1. cot 8
- . b
2. 1 2
3. 1 L2
2+72
¢ -1 MODULO 9
MODULO 7 :
FORMULAS DE REDUCCION LEY DE LOS SENOS
1. -cos 70 1. a=15 b=2; y=77°
2, tan 40 2. b= 142, B =11°50", y = 37°20"
3. sec 30° LEY DE LOS COSENOS
4. -sen 30° 3. a = 344, B = 17°50', y = 43°30'
5. tan 40° 4. a = 39°20'14", B = 46°52'30", Y = 53°47'16"
MODULO 8
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA Y DIFERENCIA DE DOS ANGULOS
V6 + V2
1. B2
,, L+ V3
1-73
3 V2 + /6
. %

4. g(ﬁ-l)
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