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El alumno aplicara el algebra vectorial en la resolucion de problemas

geomeétricos.
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Contenido:

3.1 Sistema cartesiano en tres dimensiones. Simetria de puntos.

3.2 Cantidades escalares y cantidades vectoriales. Definicibn de segmento dirigido.
Componentes escalares de un segmento dirigido en la direccién de los ejes coordenados.
El vector como terna ordenada de numeros reales. Definicion de modulo de un vector e
interpretacion geomeétrica. Vector de posicion de un punto. Vector nulo. Vector unitario.
Vectores unitarios i, j, k. Vectores representados por una combinacion lineal de los vectores
i, ], K.

3.3 Definicion de igualdad de vectores. Operaciones con vectores: adicion, sustraccion y
multiplicacion por un escalar. Propiedades de las operaciones.

3.4 Producto escalar de dos vectores y propiedades. Condiciéon de perpendicularidad entre
vectores. Componente escalar y componente vectorial de un vector en la direccion de otro.
Angulo entre dos vectores. Angulos, cosenos y nameros directores de un vector.

3.5 Producto vectorial: definicion, interpretacion geomeétrica y propiedades. Condicién de
paralelismo entre vectores. Aplicacién del producto vectorial al calculo del area de un
paralelogramo.

3.6 Producto mixto e interpretaciéon geomeétrica.

IA V| / I\I |F



UN A M

B Facultad de Ingenieria

rﬁﬁﬂ}

= i

Sistema cartesiano de tres dimensiones

- Eje de Ordenadas

Origen /Eje de Abcisas

X'

Eje de cotas
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Sistema cartesiano de tres dimensiones
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Sistema cartesiano de tres dimensiones
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Sistema cartesiano de tres dimensiones
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Existe Correspondencia Biunivoca
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Simetrias en el Sistema Cartesiano 3D
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Simetrias en el Sistema Cartesiano 3D

SO P(X,Y, 2)

I:)XY (X, Y, _Z)

N

I:)XZ (X’ -Ys Z)

Pyvz (-X, Y, 2)

-

<

_____ P e Px( YD)
I:)Y ('X’ Y, 'Z)
I:)Z ('X’ 'y1 Z)

IDO (-X, Y, 'Z)

O = == e e e o o = = = = -

Pyy (X, Y, -2)
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Cantidades Escalares y Vectoriales ”
Un escalar es aquella entidad matematica que solo posee magnitud. Un

escalar, se puede emplear para indicar algunas caracteristicas fisicas como la
masa, la longitud, el volumen, la temperatura, el tiempo, etc.

Un vector es aquella entidad matematica que posee magnitud, direccion y
sentido, y se puede representar geometricamente con un segmento dirigido.
Un vector se puede emplear para indicar algunas caracteristicas fisicas como
la velocidad, la fuerza, la aceleracion, etc.
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Segmento Dirigido

Un segmento dirigido es la porcion de una recta comprendida entre dos
puntos, a uno de los cuales se le llama punto inicial y al otro punto final.




""Eh .j"tlf 1

ey
f‘““&@””f!

v

UN A M

st Facultad de Ingenieria

Componentes Escalares de un Segmento Dirigido

Las componentes escalares de un segmento dirigido en la direccion de los ejes
coordenados se obtienen restando a las coordenadas del punto final, las
correspondientes coordenadas del punto inicial.

A
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Vector como Terna Ordenada de NUmeros Reales

Un vector se puede expresar como una terna ordenada de numeros reales que
corresponden a las componentes escalares del segmento dirigido que
representa a dicho vector.

AB =(a, b, ¢)
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Vector de Posicion de un Punto

Un vector de posicion es aquel que tiene como punto inicial, el origen de
coordenadas y como punto final un punto cualquiera del sistema; tal que, las
coordenadas del punto seran las componentes escalares del vector.
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Vector de Posicion de un Punto

Un vector de posicion es aquel que tiene como punto inicial, el origen de
coordenadas y como punto final un punto cualquiera del sistema.
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Modulo de un Vector
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El médulo de un vector es la longitud del segmento dirigido que representa a
dicho vector.

El moédulo del vector p se
determina mediante la
expresion siguiente:

o= e

El mddulo de wun vector
siempre es un valor positivo.
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Vector Nulo y Vector Unitario

Un vector nulo es aquel que tiene como punto inicial y como punto final al
mismo punto; es decir, es aquel de modulo cero.

p=0

Un vector unitario aquel que tiene como moédulo la unidad, independientemente
de su direccion y sentido.

pl=1

IA " 4 |\Ii



UN A M

Facultad de Ingenieria

5 £

e

i

Ejercicios




R & UNA M W
JobE : I E'UILIJUUU

i'!'t s
Facultad de Ingenieria

W’"&“*‘f*fﬁ!
Igualdad entre Vectores

Para que exista igualdad entre dos vectores, es necesario que exista igualdad
componente a componente.
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Suma de Vectores

Analiticamente, la suma de dos o mas vectores se obtiene sumando
componente a componente los vectores involucrados.

a+b=(a,+h;, a+b, a;+hy)

Geomeétricamente la suma de vectores se realiza como sigue:

R



UNA M <¥e.
Facultad de Ingenieria Wi&‘i w”]!

Suma de Vectores

La suma de vectores tiene las propiedades siguientes:

1) Cerradura

2)a+b=b+a Conmutatividad
3)a+(b+c)=(a+b)+c Asociatividad
4)O+a=a Existencia del elemento idéntico
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Sustraccidn entre Vectores

Analiticamente, la sustraccion entre vectores se obtiene restando componente a
componente los vectores involucrados.

a=(a;, ay ay)
b = (b, by, by)
a-b= (@, — by, a,—b,, az;—by)

Geomeétricamente la sustraccion de vectores se puede realizar de dos formas:

a/ _ _b _ _ % \a-b
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Sustraccion entre Vectores

Las propiedades de la sustraccion entre vectores son las mismas que las
propiedades de la suma a excepcion de la conmutatividad

atb=—b-a) Anticonmutatividad
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Producto de un Escalar por un Vector

A escalar

a =(ay, 2, a3)
A a=(Aa;, Aa,, Aay)

Geomeétricamente, el producto de un vector por un escalar es otro vector
gue mantiene la direccion del primero, pero su magnitud y sentido pueden
cambiar dependiendo del valor del escalar.

A>1 O<A<1 O>A>-1

AR A A

A=-1 A <=1

7/ La

AV N\,
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A escalar

a =(ap, a,, a)

A a=(Aa;, Aa,, Aay)

Producto de un Escalar por un Vector

ﬂh s, :

3

Geomeétricamente, el producto de un vector por un escalar es otro vector
gue mantiene la direccion del primero, pero su magnitud y sentido pueden

cambiar dependiendo del valor del escalar.

A>1 A=1

2 a Ara xa/' ra=0

O>A>-1

iy
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Producto de un Escalar por un Vector
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El producto de un escalar por un vector tiene las propiedades siguientes:

1) Cerradura

2) (A, +A,) @ =A\a+ A8

3)A, (a+b)=Aa+ADb

4 (Aa)=(A 1) a
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Vectores Unitarios i, |, k

Los vectores I, |, Kk, son vectores que tienen de magnitud la unidad,;
ademas, tienen la misma direccion que los eje coordenados y apuntan hacia
la parte positiva de dichos ejes.
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Vectores representados por combinacion de i, j, k

.

a=(ay,a, a3)

a=(a;,0,0)+(0,a,0)+(0,0,a;)

a=a;(1,0,0)+a,(0,1,0)+a5(0,0,1)
i j Kk

a=a l+a,]+azk
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Producto Escalar de Dos Vectores

a-b=ab,+a,b,+a;b

El producto escalar de dos vectores no tiene una representacion
geomeétrica, ya que como su hombre lo indica es un escalar. A este producto
también se le conoce como producto interno o producto punto.
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Producto Escalar de Dos Vectores

1)a-b=b-a

2)
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3) Aa:-b =A(a-b)
4) a-a>0; siatzo

5 a-a=

Cuando el producto escalar de dos vectores es cero, los vectores son
perpendiculares.

alb Ssia-b=0

Condiciéon de Perpendicularidad
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Componentes Escalar y Vectorial

La componente escalar de un vector sobre la direccion de otro, se denota de la
forma siguiente:

Comp. Esc.ag

que se lee, componente escalar del vector a sobre la direccion del vector b;
geométricamente, el valor absoluto de la componente escalar, representa la
magnitud de la proyeccion de un vector, sobre la direccion de otro vector.

1
1
é
¢
|
[

‘Comp. Esc. Eg‘

IA ‘I 4 I\I If



UN A M

Facultad de Ingenieria

P'%ﬁi*

|

il
T
Ve
= il

e

Componentes Escalar y Vectorial

La componente vectorial de un vector sobre la direccion de otro, se puede
denotar de la forma siguiente:

Comp. Vect. ag

que se lee, componente vectorial del vector a sobre la direcciéon del vector b.
Geométricamente, la componente escalar representa el vector que se obtiene
al proyectar un vector, sobre la direccion de otro vector.

lc.

Y o3

Comp. Vect. ai
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Componentes Escalar y Vectorial

 Dados los vectores a yB.

d

_b
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Componentes Escalar y Vectorial

« El vector b tiene su vector unitario denotado por b y

a
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Componentes Escalar y Vectorial

« Existe un vector Ab ,, paralelo al vector b, y que forma un triangulo rectangulo
con el vector a. En tal caso, A corresponde a la Comp. Esc. as.

a
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Componentes Escalar y Vectorial

« En el triangulo, se puede trazar otro vector en funcion de los vectores a'y Ab
guedando:
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Componentes Escalar y Vectorial

* En el triangulo, se puede trazar otro vector en funcién de los vectores a'y Ab
guedando:

a (3-ab,)
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Componentes Escalar y Vectorial

a a-Ab,)
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(a-ab,)

Componentes Escalar y Vectorial
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« El vector b es perpendicular al vector (5 — Ab ); por lo
tanto:

(A-Ab,)b=0

* Aplicando las propiedades del producto punto, despejando
A y simplificando, se obtiene:

« Como A es la componente escalar del vector a sobre la
direccion del vector b:

Comp. Esc. ag = T;r
b
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Componentes Escalar y Vectorial

* Por otro lado, el vector A
del vector a sobre la direccion del vector b; por lo tanto:

4 » €s la componente vectorial

2 (5_}5“) Comp. Vect. ag = Ab

Comp. Vect. ap =
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Angulo entre dos Vectores

« El coseno del angulo entre el vector a y el vector Ab, se

obtiene con:
5 ‘AEU
g’ |@-b,) CURNY
;\Bu g * Desarrollando, se obtiene lo siguiente:
55 2.5l
cos 0. — —> cosQ.. =——
T, 5.~ 3|5 * 3]s
H
_b 0. =ang cos _E-b_
| |all5]
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Angulos, Cosenos y Nimeros Directores

05 5 = ang cos

05, = ang cos p-i
1]

N D, i
V. 5l
j Y
! a = ang cos —2L

B

B = ang cos P2

B
y = ang cos %
7|

kK T-X/- P = (P12 P3)
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Angulos, Cosenos y Nimeros Directores

Pq Pq _
o = ang CosS —— cCosS o =— —
H Tl i =[Pleosa
P P
B =ang cos —— CosS B =—=— =
H H p,=|P|cos B
- _Ps_ _Ps _
Y = ang Ccos |5| COSy = |5| p3:|p|COS'Y
Angulos Directores Cosenos Directores Numeros Directores
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Producto Vectorial

El producto vectorial de dos vectores es un tercer vector, el cual es
perpendicular a los que le dieron origen.

5 S (ali aZ’ aS) a X B
b
b = (b,, by, by <
z
axb = (ab, - ab,)i—(ab; - ab,)j + (a,b, - a,b,)k
axb = ((abs - ab,), —(ab, - ab,), (ab, - a,b,))
axpb = (ab;-ab, ab, —a,b,, ab, - a,b,)
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Propiedades del Producto Vectorial
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Anticonmutatividad

Distributividad por la izquierda

Distributividad por la derecha
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Propiedades del Producto Vectorial

|5x5|=|a||5 senGab
. 3 x|
*3||o]

9"6 = ang sen axb

: Bin

Cuando el producto vectorial de dos vectores es el vector nulo, los vectores
son paralelos.

allb  ssiaxb=0

Condiciéon de Paralelismo
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Area de un paralelogramo

Area = base x h

base = |5|

h= |B| sen 0y

Area = Ellb sen6;;

Area =|axb
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Area de un triangulo

a
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