T3 TRANSFORMACIONES LINEALES

Una transformacion lineal es una funcién que transforma los vectores del dominio V en otros mediante una
regla de correspondencia, obteniéndose asi vectores del condominio W . Para que T sea una tranformacion
lineal se deben cumplir dos principios 1) Superposicién, 2) Homogeneidad.

Sea T:V —>Wdonde V y W son espacios vectoriales sobre un campo K

T es una transformacion lineal si cumple:

a)T(U+Vv)=T(U)+T(v); Vu,veV Principio de superposicion

b)aT (u) =T (au), @ € K principio de homogeneidad

Un ejemplo de funcién que conocemos desde calculo y geometria Analitica
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X representa el dominio
F(X) evaluada representa el recorrido de F, que ha sido evaluado.

En este capitulo ya Podemos trabajar distintos espacios.

Ejemplo:

Determina si T es una transformacion lineal T: P, — R’

T(ax® +bx+c)=(a+b,a—c,c) Se plantean dos vectores para utilizar el principio de superposicion.
u=(a®+bx+c); v=(ax®+bx+c,); Se adicion u+v=(a+a)x*+(b+b)x+(c+c,)
Ahora se quitara el operador T de ambos lados de la igualdad.

TU+v)=TU)+T (V)

T((@a+a)x* +(b+b)x+(c+c)=T(ax’ +bx+c)+T(ax* +bx+c,)

(a+a +b+b,a+a —-(c+c),c+c)=(a+ba-c,c)+(a +b,a —c,c)

a+a +b+b+c+c -c-c,c+c)=(a+b+a +b,a-c+a —c,c+c,)

Si cumple el principio de superposicion
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a(T(u) =T(av) Quitamos el operador T

a(T (ax? +bx+c¢) =T (axax® + abx + ac)

a(a+b,a—c,c)=(axa+ab,aa—ac,ac) ..Sicumple el principio de homogeneidad
.. Si cumple y T es una transformacién lineal

Ejemplo:

2) T:M, — P,donde M,son matrices de orden 2

ab
T[ J =(ax* +(b—c)x+a-1 Esta es la regla de correspondencia

- la b= [m n|- - |[a+m b+n
u= V= U+V=
b c n p b+n c+p
TU+V)=TU)+T(v)
a+m b+n a b m n
T = +T
[b+n a+p} {b c} {n p}
@+m)x* +(b+n-c—p)x+|a+m-1=(ax’+|(b—c)x+a-1)+[mx’ +(n-p)x+m|

Lado derecho es diferente a lado izquierdo
=((a+m)x*+(b-c+n—-p)x+a+m-2)

..No cumple el principio de superposicion, no es transformacion lineal

NUCLEO DE LA TRANSFORMACION
En el nacleo de una transformacion se busca que las imagenes de cada vector del dominio (V) siempre sean el
vector nuloen T(V ) -

Se llama también ndcleo o Kernell.
Analogias

En un sistema operativo de una computadora el nlcleo es el sistema operativo.
Para que nosotros funcionemos nuestro nucleo es el corazon.

Definicion formal:
Sea Vy W dos espacios vectoriales sobre un campo K

N(T) = {T(\'/) = 0wV ev}

El nucleo de una transformacion es un subespacio de V (Dominio)

El nacleo de T son todos los vectores del dominio V cuya imagen es el vector nulo.
Ejemplo:

Determina el ntcleo de la transformacion lineal si T : M, — P,
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Si sustituimos a, b,cen M, = ax® +bx+c, se obtiene queel N (M= {OX2 +OX+O} queda el vector nulo.

La dimensién del vector nulo es 0.

dim N(T)=0
s 2 0 O_O 0 0
Comprobacion: T(0x"+0x+0) = =
0+0 O 00
Ejemplo:

Determinar el ndcleo N(T), asi como una de sus bases.

T:R* > R®

T(X,y,W,2) =(2x+3y—z,w—X+Y,—-3x—42)

Recordando que vamos a trabajar a T(V) = Ow; W es el Codominio en este caso R?;
por lo que el vector nulo sera de R®

(2x+3y—-z,w—-x+Yy,-3x—-4z) = (0,0,0)
Quedan tres ecuaciones :

2x+3y—-2=0

wW—X+y=0

-3x—-4z=0

Trabajamos ahora reduccion por Gauss

1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
2 3 -1 0|~(0 5 -1 2|~/0 5 -1 2 |~|0 5 -1 2 |~]|0 1 0 5/17

3 0 40 0 3 4 3 0 0 -17/5 4/5 0 0 1 -9/17 0 0 1 -9/17
1 0 0 -12/17) x=12/17w

~{0 1 0 5/17 |; y=-5/17w; we R
0 01 -9/17 z=9/17w

Reacomodando las variables en R*;recordar que el nicleo es un subespacio del do minio.

(% y,w,z) => N(T)={(12/17w,12/17w,w, 9/17w) | w € R}

Una base si a la variable libre w damos el valor de 1.

BN(I')=(12/17,12/17,1,9/17)

dim N(T) =1

RECORRIDO UNA TRANSFORMACION LINEAL
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Sea T :V —W una transformacidn lineal Vy W dos espacios vectoriales.
El recorrido de una transformacidn lineal es un subespacio del codominio

Observar que T(V), T de V mayuscula, no es lo mismo que T(\_/ ), T(V) significa recorridoy T (\_/ ) es regla de

correspondencia.
TV) :{\TV‘T(\_/) —w, veV,yw eW} de T =V >W
Teorema

Sea T :V —W una transformacion linealy B = {\_/1,\/_2,\_/3,...,\_/n} yG= {T (V_l),T(\_/Z),...,T(\_/n)} un conjunto
generador de T (V)

G es un conjunto generador de T (V) sila base que se obtiene a partir de G se puede escribir como una combinacién
lineal de B

X=aT %)+ fT(2) +...+6T(V0); TV)={wlT(V)=w};

Por lo que se debe cumplir otro teorema para comprobar

dimV =dimN(T)+dimT (V) que se interpreta como, la dimensién del dominio (V) es igual a la dimensién del
Ndcleo mas la dimensidn del recorrido.

Ejemplo:
Sea la transformacion T :IR® — R® definida por: T(X,¥,2)=(y—22,y+2,x+2y—32); V(X Y,2) e R®

a) DeterminesiT es lineal.
b) Obtenga el recorrido y el ntcleo de Ty la dimensién de ambos.
c) Verifique que se cumple dimV =dimN(T)+dimT (V)

al)TU+V)=T@U)+T(v) ¥ u,veR® del dominio u=(x,y,z) v=(ab,c)
G+\_/=(x+a,y+b,z+c)

T(x+a,y+b,z+c)=T(x,y,2)+T(a,b,c)
(y+b-2(z+c),y+b+z+c,x+a+2(y+b)-3(z+c))
(y-2z,y+2z,x+2y-3z)+(b—-2c,b+c,a+2b—-3c)

(y+b-2(z+c),y+b+z+c,x+a+2(y+b)-3(z+c) =
(y+b-2(z+c),y+b+z+c,x+a+2(y+b)-3(z+¢))

.. Si cumple el principio de superposicién

a.2) aT(a) =T(aﬁ) oa=(xyY,2); aT(x,y,2) =T (ax,ay,az)
a(y-22,y+2,x+2y-32)=(ay—-2az,ay+az,ax+2ay—3az)
=a(y—-2z,y+2,x+2y-3z2)
=a(y—-2z,y+2,Xx+2y—-32)
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.. Si cumple el principio de homogeneidad .. es una transformacién lineal

b) Nucleo de N(T)

N(T)=?; T(V)=0w; (y—2z,y+z,x+2y—3z)=(0,0,0)
y—2z=0; y+z=0; X+2y-3z2=0;

1 2 -3 1 2 -3 1 2 -3 1 20 100 x=0
o1 -2~01 -2(~/0 1 -2|~|0 1 0|~|0 1 O y=0
01 1 0 0 3 0 0 1 0 01 0 01 z=0
El nicleo de la transformacion es un subespacio de V V=R®; NT)= {(0,0, 0)}
dimN(T)=0

Recorrido de la Transformacion Lineal

Recordando que el recorrido de la transformacion lineal es un subespacio de W.

Tomamos una base de
RS
Base de R®
B.. ={(10,0),(0,1,0),(0,0,1)}
Obtenemos cada imagen de cada vector utilizamos la regla de correspondencia T (V)
T(1,0,0)=(0,0,1);
T(0,1,0)=(112);
T(0,0,1) =(-2,1,-3);
Por lo que tenemos un conjunto de imagenes
T(B)={(0,0,1),(11,2),(-2,1,-3)}
Para evitar tener vectores que sean linealmente dependientes o ser combinacién lineal uno de otro
Re ducimos utilizando Gauss
1 1 2 1 1 2 11 2 1 00
-2 1 -3|~/-2 1 3|~/0 3 1|~/0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 01 0 01

Con los vectores linealmente independientes formamos un vector genérico, que es la combinacion
lineal

Finalmente comprobamos el ultimo inciso

g dimV =dimN(T) +dimT (V)
3=0+3

3 3 ]
R® = vector nulo+ R .. Sise cumple

3=3
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Ejemplo:

Sea la transformacion T : M — IR® definida por

a
T(
c

a)

b
dj:(a+b+aa—db+c+d)

Obtenga N(T)

b) Determine T (V) es el recorrido

c)

a)

b)

RRCH

Verifique si se cumple dimV =dimN (T)+dimT (V)

T(V)=0w; (a+b+c,a—d,b+c+d)=(0,0,0)

Se tendran tres ecuaciones:

a+b+c=0; a—-d=0; b+c+d=0

1 11 O 1 1 1 0 1110 1 110 1 0 0 -1
1 00 -1fy~10 -2 -1 -1{~j101211{~0121 1 1|~-/101 1 12
011 1 0 1 1 1 0111 0 00O 0 00 O

a-d=0; d=a

a+b+c=0; b=-c—-d

Recordar que el nucleo de la transformacion es un subespacio del dominio en este caso es M por lo que
reedefinimos

d —c—d
N(T){(C Cd ]

En otro caso c=0y d=1, quedando como sigue:

N(T) = 0 _1,1 -1 dimN(T) =2
1 0llo 1

c,deR

c,de R}; Una base de N(T) si las variables libres son cy d en un caso c=1y d=0

1 0{|0 1{|0 0|0 O
By = ) , , ; Obtenemos la imagen de cada vector y luego quitamos los vectores
0 0/{0 O]|]|2 0|0 1
lineamente dependientes o combinacion lineal.
10 0 0
T ~(L1,0) T ~(1,0,1) 1 1 0 1 1 0 1 1 0
0 0 10 1 0 1 0 -1 1 0 -1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 -11 0 0 O
T =(10,1) T =(0,-11)
0 0 0 1 0 -1 1 0 -11 0 0 O

Realizamos un vector genérico para crear el subespacio
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x=a(1,1,0)+b(0,-11) X =(a,a—b,b)

Este es el recorrido un subespacio de R?

T(V)={a,a-bb)labeR}

B (V)={(110),(0-11)} ; dimT(v)=2
dimM =dimN(T)+dimT (V)

c) .. Si se cumple
4=2+2
MATRIZ ASOCIADA A LA TRANSFORMACION

Sea T una transformacion lineal T :V —W vy sean AZ{Tll,\_/Z,\_/s,...,\_/n} y B :{V_Vl,\/_VZ,V_V3,...,V_Vn} basesde V vy

W respectivamente

La Matriz M é\(T) es la matriz asociada a T correspondiente a las bases Ay B

V T W

M =[[T@)], [T ], [T@)], - [@], ]

Nota: Se parece a la matriz de transicién pero a cada vector de la base se tiene que obtener su imagen para asi poderla
trabajar. A es la base origen y B es la base destino.

Ejemplo:
Determinar la matriz asociada a la transformacion lineal

, a+c 3b |
T(ax“ +bx+c) = b a—c ,Va,b,ce R T:V>W T : P, > M, (simétricas)

S
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10
T@) = (1) _J

Cada imagen se pondra en combinacion de la base destino

1 0] [1 0] fo 1] [o o]
0 1)7%0 o/ Pl1 o]0 1)

10T 5 a=1

(04 . _
0 1 {ﬂ }/] p=0
L - 7/:1

Ahora el segundo vector

0 3]_ [10], gf01] foo
3 0] “lo o] 1 0] 0 1

0 3] 5 a, =0
a
13 0] B n 3
7,=0

Ahora el tercer vector

1 0] [10) 0 1] f0 0
0 -1 "o o] |1 o] |0 1

10 5] a, =1
a
=|: 2 2 ’ ﬂ2=0
_0 _1_ B, 72 |
7, =-1

o o a, 1
ME/:(T)= 181 ﬂl ﬂz =10
oo 10 -1

Sean V y W los espacios vectoriales V = {ax+b|a,b € ]R} yW = {axz +bx+c|a,b,c € R}

Si la transformacién lineal T :V —W se define por T (p(X)) = xp(X); VP(X) eV y A= {X,l} deV y
B ={x* +2x+1,9x+2,4x* +3x+3} de W

Obtener la matriz asociadaa T referida alas bases Ay B

T(X)="?
TQ)="?

Se obtiene cada imagen de la base A con respect a la regla de correspondencia
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T(ax+b) =x(ax+b)
T (ax+b) = ax® + bx

T(x)=x? T =x
Del vectorx: a=1 ; Delvector1: a=0
b=0 b=1

Mg (M) =[ TI(0], [TO], ]
Ahora a cada imagen la ponemos en combinacién lineal

a
[TX]=| B
/4

T(X) =ab, + b, + b,

X* = a (X" +2x+1)+ BOx+2) +y(4X* +3x+3);

a+4y =1
X2 =ax? +2ax+a+ 90X+ 2L +4yx> +3yx+3y; 2a+94+3y =0
X =(a+4)x° +(2a+98 +3y)x+ (o + 28 +3y); a+2B+3y=0

Reducimos el sistema

1 0 411 1 0 4|1 1 0 4|1 1 0 4|1
_ £l o] 5/|-2/ | _ 5/|-2
2 9 30/~|0 9 —5/-2 0455 0154

1230 |02 -1-1| |g 2 1| 00 Y|

Despejamos a cada uno de los escalares y los pondremos en columna

1 -5 5 -2 -2 5 2 25
—y=—; =-5; ——y=— =—+=(-5); =———-—=-3
o/ "9 7 F=97=7% F=g F="9"%
a+4dy=1; a=1-4y; a=1-4(-5); a=21
21
Por lo que [T(X)]Bz -3
-5
al
Ahora: [T(l)]: oA
71

T() = (X +2x+1)+ B(9x+2) + 7, (4X* +3x +3)
X = (o +47)X* + 2oy + 9B, +3y)X+ (o +28,+3y,)
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o, +4y, =0; 20, +90, + 3y, =1; o, +206 +3y, =0
Reducimos el sistema de ecuaciones lineales para obtener cada uno de los escalares.

1 0 4|0 1 0 410 1 0 410 1 0 410

2 9 31|~0 9 -51[~|0 1 5L 1-lo 1 -5 1/

1 2 3 0 2 -10 0 2 -110 00%‘%

1 2 5 1 1 5 9
57/1:_5 n=-2 ﬁ1_§71:§; ﬂ1:§+§(_2); ﬂlz_g; p=-1
o, +4(-2)=0; o, =8
8 21 8
[T(l)]B= -1 MS(T)=|-3 -1
-2 -5 2
Ejemplo:

Sea la transformacion lineal T : R — R* definida por: T(X, y) = (3Xx—3y,y — X, X—Y, 2y — 2X)

a) Obtener la matriz asociada referida a las bases candnicas
b) Determinar el ntcleo de Ty verifica que es un subespacio del dominio
c) Obtener la dimension del recorrido

3 -3
-1 1

a MiM=
-2 2

Na)zﬁevhw)zm@
(Bx—=3y,y—x,x—-Yy,2y —2x) =(0,0,0,0)

b) 3x-3y=0
y—x=0
Xx-y=0
2y —-2x=0
3x-3y=0 1 -1 1 -1
y—x=0 3 3| |0 0 X—y=0
X—y=0 -1 1| |0 0 x=y,yeR
2y—-2x=0 -2 2 0 O
N (T) es subespacio de R? ; N(I')={(y,y)|yeJR}; dimN(T) =1

u=(y.y);  v=(mm)  utv=(y,y)+(mm)
G+\_/=(y+m,y+m) .. Si cumple
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au = a(y,y) .. Sicumple

au = (ay,ay) ..N(T) es un subespacio de R? es un subespacio de R?

¢) dimV =dimN(T)+dimT (V) <—Recorrido
dimV =2; dimN(T) =1 ; por lo tanto Podemos saber la dimensién del recorrido
2-1=dimT(V)=1

Algebra de transformaciones lineales

Recordando de Célculo y Geometria Analitica y Algebra matricial para que se pudiesen efectuar las
operaciones se tenia que cumplir que:

f+9g)(x
( 9 existe M + F =mismo orden
D; nD,
(f=9)(x) iste M N

D; nD, mxn NXp

mxp

f

-
existe M™ = detM #0 cuadrada

D; nD,

foft=x MM L =]

flof =x MM =1

Realizar de la serie 3 de la pagina de Algebra Lineal. Los siguientes ejercicios del 1 al 4. Del 1 sélo incisos a, by c.
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