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CONTINUAN NOTAS DE CLASE. METODOS DE INTEGRACION

3.1.b Integracién por sustitucién trigonométrica.

Este método se aplica cuando la integral no es inmediata y contiene cualquiera de los
siguientes radicales en el integrando:

A)Ja? —u? ; B)ia? +u? ; C)u?-a’ ; u=u(Xx)

El método se fundamenta en la aplicacion del teorema de Pitdgoras y considera tres

posibles casos, dependiendo de la forma del radical. Este teorema establece:

= «/az +b? ¥ Ia hipotenusa es igual a la raiz cuadrada de la suma de los

cuadrados de los catetos. Es el caso B)

Aqui los catetos,

adyacente o el
A)oC) a’=yc! <:
opuesto se expresan
en términos de los

2_
A)o C) b°= demas elementos
En un triangulo rectdngulo se pueden
definir seis identidades trigonométricas:
c.o. h
senp = —— ,CsCp = ——
c h c.o.
@ c.a. h
COsep = ——,Ssecep = ——
h c.a
‘_I C.O. c.a.
tangp = ——, cotp =
b c.a c.o.
Estas funciones deberan dominarse
perfectamente.
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Oras identidades que se emplean
en este método son las siguientes:

sen®d + cos? 0 =1

sen’d = 1 —lcos 20
2 2

cos? g = 1 +l00520
2 2

tan’ @ + 1=sec’ 9
cot’0 + 1=csc? 9
sen 26 =2send cosé

Deberan dominarse también.

IMPORTANTE: ESTE METODO REQUIERE EL CONOCIMIENTO DE FUNCIONES E
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DIVERSAS (ANTECEDENTES DE
TRIGONOMETRIA). PARA QUE LAS RECUERDEN, SE PRESENTAN EN DOS
CUADROS LAS QUE SE EMPLEARAN. ADEMAS, DE BUEN MANEJO DE LAS
INTEGRALES INMEDIATAS.

Enseguida se ilustraran cada uno de los tres casos arriba mencionados. En las integrales
gue se presenten, se realizara cambio de variable que involucrara a algunas funciones
trigonométricas con su argumento respectivo (sera el angulo), este angulo sera la nueva
variable de integracion. ESTE PROCESO SE CONOCE COMO SUSTITUCION
TRIGONOMETRICA , es lo gue da nombre al método.

Con la finalidad de facilitarles la comprension del método, he desglosado el proceso que
se debe seguir; aparentemente es muy largo, pero con practica y siguiendo los pasos de
manera ordenada y metodica, es posible lograr un buen aprendizaje.

El procedimiento para realizar la sustitucién trigonométrica se establece enseguida:
1) Trace un triangulo rectangulo.

2) El radical se debe colocar en el lado del triangulo que defina a la hipotenusa o a algin
cateto. Cuando haya diferencia en el radical, éste debe colocarse en cualquiera de los
catetos Para que sea valido el teorema de Pitagoras, el término positivo siempre es la
hipotenusa, se debe colocar en la posicion correspondiente del triangulo. El elemento
restante es el otro cateto.

3) Si hay suma en el radical, éste debe colocarse en la hipotenusa vy los elementos que
contiene, se colocan en los dos catetos.
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4) Enseguida, se busca una identidad trigonométrica que relacione a la funcion u= u(x)

con el elemento constante (en este caso a). De la identidad trigopnométrica, se despeja a
la variable independiente x y después se calcula dx.

6) La identidad trigonométrica debe ser tal que relacione el radical con el elemento
constante.

7) Todos los términos de la integral deben expresarse en términos de identidades
trigonométricas: esto es la sustitucidon trigonométrica.

8) La nueva variable de integracién es el argumento de las identidades trigonométricas.
9) Se resuelve la integral.

10) El resultado final debe expresarse en términos de la variable original . Para hacerlo se
buscara en el triangulo la identidad trigonométrica que se haya obtenido; frecuentemente
se emplearan las identidades de los dos cuadros anteriores.

Se ilustra este proceso, con ejemplos de cada uno de los tres casos de radicales.

Caso I: Se tiene en el integrando /a* — u’ ; u=u(x) , a=cte.

od
I
@
a’ —u?
seng = -
» = a a2 _ y?
Cosp =
u=aseng a
du=acosede a’? —u? = acose

Ejemplo: Calcular

a) j «/9 - x*dx Se sigue enseguida cada uno de los 10 pasos descritos, pero no

Se numeran.

Cuando el radical tiene diferencia, corresponde a un cateto (cualquiera de ellos)




RAMIREZ

NOTAS DE CLASE. METODOS DE INTEGRACION

3
X
g
g —x°
2
X - X
senfd=— Cosp =
3 v 3
X = 3send J9 — x* =3c0s¢
dx = 3cos@dé

I ,/9 — x%dx = j 3cos63cosOdo = 9jcoszad9

| = QI (1 + 100529]d¢9 = QI 1d6’ + 9 I lcoszede
2 2 2 2

2{9 + 13en29} + C
2 2

31-3-20

Debe expresarse en términos de la variable original. Usando el triangulo, se emplean las

identidades basicas de los cuadros anteriores.
X X
send = 3 = 0 = angseng

sen2u = 2cosusenu ; sen28 = 2send cos@

cosfd = —VQ_XZ

3
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| = %9 + 2(25en0c039) +cC
~/9
I = gangsen— + —(—J
2 3 2
Finalmente :

| = %angseng + %X«/Q - x* +c

Caso IlI: El integrando presenta un radical del tipo Juz +a’;u= u(x) , a=cte.

Ejemplo: Calcular

b)J‘ dx
X4x% + 9

Cuando el radical tiene suma, corresponde a la hipotenusa

tang = Zi ;despejando a la variable se tiene
X

~.'||'4x2 +9

-3 _3ote ,dx:—écsczede 3
2tané@ 2 2

2x

3 > 3
senf = ——— — \/4x +9 = —— = 3c¢scd
,/4x2 +9 sené
| — J‘ J‘ (3/2) csc do _1 cscede
X«/4X e (3/2) cot0(3csc 9) 3J cot@
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1
cscld send send 1
— — = =secd
cotd C€os@ senfcosf cosd
sen@

| = — ljseceda
3

| = — %In|sec¢9 + tand| + ¢

Para expresar en términos de la variable original, obtenemos del triangulo las funciones
obtenidas en el resultado, asi como las identidades de los cuadros presentados.

En este caso:

4x2 4+ 9
3
2 g
sech — 1 :«/4x +9
cosé 2X 2x
tané?:i
2 X
, 2
|=_1|nﬂ+i +C
3 2X 2X
2
Iz—élnSJ”/iX +9 c
X

Caso llI: El integrando presenta un radical del tipo ,/uz —a’;u= u(x) , a=cte.

Cuando el radical tiene diferencia, corresponde a un cateto (cualquiera de ellos)
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Ejemplo: Calcular
2
JxZ =9
C)I L L
X

debe colocarse en alguno de los catetos.

dx Como ya se menciond, cuando hay diferencia en el radical,

cosO = é X = i = 3secd = dx=3sec3secHtand
X cosé

x? — 9 = 3tan®

Efectuando la sustitucién en la integral original:

2 J—
| = f —“ngx = 3tano 3secd tan@ d@
X

3secd

SJ‘ tan’ @ d@ <« esta integral requiere una identidad : tan’ @ = sec?6 — 1
| = SJA (secza - l)dH = 3[tano - 0]

El resultado obtenido se expresa en términos de la variable original X ; no olvidar que para
hacerlo, la referencia es el triangulo y las identidades trigopnométricas.

cosf = 3 =0 = angcosE
X X

Finalmente
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2 J—
| = 3[tand — 6] =3 —“XSQ - angcos(3

—] +C
X

Ejemplo: Calcular

d) X
2 P - Si el radical presenta suma, corresponde ala hipotenusa
X9 + X

J 49

La identidad trigonométrica que relaciona a la variable con la constante es la tangente:

tanezg — x=3tan@ , dx=3sec’ @

La identidad trigpnométrica que relaciona el radical con la constante es el coseno:

cosez; = 49 + X __ 3
9 + x2 cosé

Es mas comodo trabajar con la funcion reciproca del coseno, que es la secante:

«/9 +x°

3

secl =
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., . . 2 . . .
También se requiere la variable X", la cual se obtiene de la siguiente manera:

x* =(3tan 6’)2 =9tan’ @
Sustituyendo en la integral original:

| — 33ec 6do J‘ secodo J‘ cos& 40
"9 9

9tan? 0 3sec tan’ @ sen29
cos’ O
send) !
Izlj (send) ‘cosdd = 1 Q +C=- I +C _ 1 csch + C
9 -1 9send 9

Para regresar a la variable original, nuevamente referimos al triangulo y a la identidad
trigonométrica del resultado obtenido:

NCES'S
csco = 1 = -

sen@ X
NCES'S
I=—écsc€+c :_9—+ +C
X

A CONTINUACION SE PRESENTAN ALGUNOS COMENTARIOS, REVISENLOS POR
FAVOR. POSTERIORMENTE SE INCORPORA LA TAREA.

ESTE METODO DE INTEGRACION, EN MUCHAS OCASIONES PUEDE PENSARSE
QUE ES DIFICIL, PERO REALMENTE NO ES ASI. LA CLAVE ESTA EN LO SIGUIENTE:

v" DOMINAR LAS INTEGRALES BASICAS (LO QUE IMPLICA BUEN MANEJO DE
LA DERIVADA, LO VIMOS ANTES DE LA CONTINGENCIA).

v' RECORDAR Y/ O REPASAR LAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS DE USO
FRECUENTE.

v' DEBEN REALIZARSE DIVERSIDAD DE EJERCICIOS.

PARA ESTE ULTIMO PUNTO, LES PROPORCIONO LA SIGUIENTE LIGA DE
INTERNET

https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-trig-
substitution/e/integration-using-trigonometric-substitution



https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-trig-substitution/e/integration-using-trigonometric-substitution
https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-integration/ic-trig-substitution/e/integration-using-trigonometric-substitution
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SUGERENCIA, REPITAN LOS EJERCICIOS RESUELTOS QUE HE PRESENTADO
EN ESTAS NOTAS, PARA QUE PUEDAN DETECTAR LO QUE LES PAREZCA MAS
COMPLICADO Y DE AHIi, ENVIARME SUS DUDAS.

TAREA PARA ENVIAR EL JUEVES 2 DE ABRIL (si terminan antes, no enviar.
Deben hacerlo exclusivamente el dia indicado , de otra forma se eliminan los

archivos.)

RESOLVER LAS SIGUIENTES INTEGRALES: EN LA RESOLUCION DEBE
REALIZARSE EL PROCESO ORDENADO Y COMPLETO, COMO LOS EJEMPLOS
MOSTRADOS EN ESTAS NOTAS. SE MUESTRA EL RESULTADO AL QUE DEBEN

LLEGAR.

dx
1)-[ X°\4x* - 16

RESPUESTA:

I:lcose + C
8

2_
L 1[4x’ - 16 L C

-8 2 X

2) J. x>\J9 — x7 dx

RESPUESTA:

I:243[1cos59— 100530 } +C
5 3

1 25 23
|=§( 9—x)—3( 9—x)+c



