TEMA 6 DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Teorema del limite central

Si se seleccionan muestras aleatorias de n observaciones de una poblacién con media

-‘*‘y desviacion estandar® , entonces, cuando n es grande, la distribucién
muestral de medias tendra aproximadamente una distribucién normal con una

eF
media igual a -‘*’y una desviacion estandar de /\'“; . La aproximacion sera cada
vez mas exacta a medida de que n sea cada vez mayor.
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Ejemplo
Para la distribucion muestral de medias del ejercicio pasado, encuentre:
a. El error muestral de cada media

b. La media de los errores muestrales
c. La desviacion estandar de los errores muestrales.



Solucioén:

a. En latabla siguiente se ven las muestras, las medias de las muestras y los
errores muestrales:

b. La media de los errores muestrales es

Muestra

(0,0)
(0.2)
(0.4)
(0,6)
(2,0)
(2,2)
(2,4)
(2,6)
(4,0)
(4,2)
(4,4)
(4,6)
(6,0)
(6,2)
(6,4)

(6,6)
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c. La desviacion estandar de la distribucion de los errores muestrales o,
entonces:

i =\[E(e-,z:;_,)2f|=\/[—3—0)21+[—2—0)22+[—1—0)23+[U—0)24+[1—0)23+(2—U)22+[3—U)21 s
v 16

La desviacion estandar de la distribucion muestral de un estadistico se conoce
como error estdndar del estadistico. Para el ejercicio anterior el error estandar

de la media denotado por T, es 1.58. Con esto se puede demostrar que si de
una poblacién se eligen muestras de tamafio n con reemplazo, entonces el error
estandar de la media es igual a la desviacion estandar de la distribucion de los
errores muestrales.
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En general se tiene: “'% e

Cuando las muestras se toman de una poblacion pequefia y sin reemplazo, se

puede usar la formula siguiente para encontrar Ty,

o N -#
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donde Z es la desviacion estandar de la poblacion de donde se toman las
muestras, n es el tamafio de la muestray N el de la poblacion.

Como regla de célculo, si el muestreo se hace sin reemplazo y el tamafio de la

poblacién es al menos 20 veces el tamafio de la muestra (N:320), entonces se
puede usar la formula.

N-—-=n

El factor ' & ~1 se denomina factor de correccion para una poblacién finita.



Ejemplo:

Suponga que la tabla siguiente muestra la antigiiedad en afios en el trabajo de
tres maestros universitarios de matematicas:

Maestro de matematicas Antigtiiedad
A 6
B 4
C 2

Suponga ademas que se seleccionan muestras aleatorias de tamafio 2 sin
reemplazo. Calcule la antigledad media para cada muestra, la media de la
distribucion muestral y el error estdndar, o la desviacion estandar de la distribucion
muestral.

Solucién:

Se pueden tener 3C2 =3 muestras posibles. La tabla lista todas las muestras
posibles de tamafio 2, con sus respectivas medias muestrales.

Muestras Antiguedad Media Muestral

AB (6,4) 5

AC (6,2) 4

B,C (4,2) 3

2+ 4+ 6
= =4
La media poblacional es: E
S+ 4 +3
g = ————— =4

La media de la distribucién muestral es: 5

La desviacion estandar de la poblacion es:
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El error estandar o la desviacion estandar de la distribucién muestral es:
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Si utilizamos la férmula del error estandar sin el factor de correccion tendriamos

= 1.63
gy = = 22 =1.152
que: |~ A2

Por lo que observamos que este valor no es el verdadero. Agregando el factor de
correccion obtendremos el valor correcto:

-—n 163 -2
&,

el N 3
= = =0.816
o N-1 231

El diagrama de flujo resume las decisiones que deben tomarse cuando se calcula
el valor del error estandar:
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Distribucién Muestral de Medias

Si recordamos a la distribucion normal, esta es una distribucion continua, en forma
de campana en donde la media, la mediana y la moda tienen un mismo valor y es
simétrica.



Con esta distribucion podiamos calcular la probabilidad de algun evento
relacionado con la variable aleatoria, mediante la siguiente férmula:

X
z =

fe

En donde z es una variable estandarizada con media igual a cero y varianza igual
a uno. Con esta formula se pueden a hacer los calculos de probabilidad para
cualquier ejercicio, utilizando la tabla de la distribucion z.

Sabemos que cuando se extraen muestras de tamafio mayor a 30 o bien de
cualquier tamafio de una poblacion normal, la distribucion muestral de medias
tiene un comportamiento aproximadamente normal, por lo que se puede utilizar la
formula de la distribucion normal con iz = 1, yo = o, , entonces la formula para
calcular la probabilidad del comportamiento del estadistico, en este caso la media
de la muestra, quedaria de la siguiente manera:

X - Fao
7
g

y para poblaciones finitas y muestro con reemplazo:

= =
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Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye
aproximadamente en forma normal, con media de 800 horas y desviacion estandar
de 40 horas. Encuentre la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 focos
tenga una vida promedio de menos de 775 horas.

Ejemplo:

Solucioén:

_ 775800 _
4y
75 200 ﬂ..ll'ﬁ

Este valor se busca en la tabla de z

—-2.5




Plx <7750 = Plz £ =2.5) = 0.0062

La interpretacion seria que la probabilidad de que la media de la muestra de 16
focos sea menor a 775 horas es de 0.0062.

Ejemplo:
Las estaturas de 1000 estudiantes estan distribuidas aproximadamente en forma
normal con una media de 174.5 centimetros y una desviacion estandar de 6.9
centimetros. Si se extraen 200 muestras aleatorias de tamafio 25 sin reemplazo
de esta poblacion, determine:

a. El numero de las medias muestrales que caen entre 172.5y 175.8

centimetros.

b. El nUmero de medias muestrales que caen por debajo de 172 centimetros.
Solucion:
Como se puede observar en este ejercicio se cuenta con una poblacion finita y un

muestreo sin reemplazo, por lo que se tendra que agregar el factor de correccion.
Se procedera a calcular el denominador de Z para sélo sustituirlo en cada inciso.

V-7 1000 - 25

o/ | = 6.3 P07 g3
/JE N -1 /Jﬁ 1000 -1
- _1725-1745
R 136
/JE -1

__1758-1745 _
1.36

=147

F =

0.96

»(172.5< % <175.8) = 0.7607

0.7607

1725 1745 17538

(0.7607)(200)=152 medias muestrales



__l72-1745
b. 1.36

=-1.383

2(r <172) = 0.00336

0.0336

172 174.5

(0.0336)(200)= 7 medias muestrales

Distribucion muestral de Proporciones

Existen ocasiones en las cuales no estamos interesados en la media de la
muestra, sino que queremos investigar la proporcién de articulos defectuosos o la
proporcion de alumnos reprobados en la muestra. La distribucion muestral de
proporciones es la adecuada para dar respuesta a estas situaciones. Esta
distribucion se genera de igual manera que la distribucion muestral de medias, a
excepcion de que al extraer las muestras de la poblacion se calcula el estadistico
proporcién (p=x/n en donde "X" es el nimero de éxitos u observaciones de interés
y "n" el tamafio de la muestra) en lugar del estadisitico media.

hiuestra 1

Muestra 2

huestra 3

huestra K

Distribucidn muestral de Proporciones

POBLACION

Una poblacién binomial esta estrechamente relacionada con la distribucion
muestral de proporciones; una poblacién binomial es una coleccién de éxitos y
fracasos, mientras que una distribucion muestral de proporciones contiene las
posibilidades o proporciones de todos los nimeros posibles de éxitos en un
experimento binomial, y como consecuencia de esta relacion, las afirmaciones



probabilisticas referentes a la proporcion muestral pueden evaluarse usando la
aproximacion normal a la binomial, siempre que np>5y n(1— p) >5. Cualquier

evento se puede convertir en una proporcion si se divide el numero obtenido entre
el numero de intentos.

Generacion de la Distribucién Muestral de Proporciones

Suponga que se cuenta con un lote de 12 piezas, el cual tiene 4 articulos
defectuosos. Se van a seleccionar 5 articulos al azar de ese lote sin reemplazo.
Genere la distribucién muestral de proporciones para el nUmero de piezas
defectuosas.

Como se puede observar en este ejercicio la Proporcion de articulos defectuosos
de esta poblacién es 4/12=1/3. Por lo que podemos decir que el 33% de las piezas
de este lote estan defectuosas.

El nimero posible de muestras de tamafio 5 a extraer de una poblacion de 12
elementos es 12Cs=792, las cuales se pueden desglosar de la siguiente manera:

NUmero de

Proporcién de
maneras en las

Articulos

Articulos Malos articulos
Buenos gue se puede
defectuoso
obtener la muestra
1 4 4/5=0.8 8C1*2Cs=8
2 3 3/5=0.6 8C2*4C3=112
3 2 2/5=0.4 8C3*4C>=336
4 1 1/5=0.2 8C4*4C1=280
5 0 0/5=0 8C5*4C0=56
Total 792

Para calcular la media de la distribucion muestra de proporciones se tendria que
hacer la sumatoria de la frecuencia por el valor de la proporcion muestra y dividirla
entre el nimero total de muestras. Esto es:

(08+8)+(0.6*112)+(0.4*336)+ (0.2%280) + (0%56) _1 _ s
792 3

4

Como podemos observar la media de la distribucién muestra de proporciones es
igual a la Proporcion de la poblacion.



También se puede calcular la desviacion estandar de la distribucion muestra de
proporciones:

) :\/[0.8—1;’3)2*8+[D.6—1f3)2*112+[0.4—lf3)2*336+[0.2—1f3)3*280+[0—1f3)2*56 01681

d 192
La varianza de la distribucién binomial es o = npg por lo que la varianza de la
o : Pq _. :
distribucion muestral de proporciones es aﬁ = —q Si se sustituyen los valores en
n

esta férmula tenemos que:

7y = J':” 21273) _ g 2108
> , este valor no coincide con el de 0.1681,

ya que nos falta agregar el factor de correccion para una poblacion finita y un
muestreo sin reemplazo:

-, =J[1f3)[2f3)\{12—5 01621
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Grifica de fiecuencias para las proporciones de las muestras

La formula que se utilizara para el calculo de probabilidad en una distribucion
muestral de proporciones esta basada en la aproximacién de la distribucién normal
a la binomial. Esta formula nos servira para calcular la probabilidad del
comportamiento de la proporcién en la muestra.
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A estaférmula se le puede agregar el factor de correccion de N-1

condiciones necesarias.

si se cumple con las

Ejemplo:

Se ha determinado que 60% de los estudiantes de una universidad grande fuman
cigarrillos. Se toma una muestra aleatoria de 800 estudiantes. Calcule la
probabilidad de que la proporcién de la muestra de la gente que fuma cigarrillos
sea menor que 0.55.

Solucion:
Este ejercicio se puede solucionar por dos métodos. El primero puede ser con la
aproximacion de la distribucién normal a la binomial y el segundo utilizando la

formula de la distribuciébn muestral de proporciones.

Aproximacion de la distribucién normal a la binomial:

Datos:

n=800 estudiantes

p=0.60

x= (.55)(800) = 440 estudiantes
p(x< 440) = ?

Media= np= (800)(0.60)= 480

X —Hp 439 5 -450
= _ -
Japg A f800(0.60)(0.40)

p(x< 440) = 0.0017. Este valor significa que existe una probabilidad del 0.17% de
gue al extraer una muestra de 800 estudiantes, menos de 440 fuman cigatrrillos.

11



0.0017

- ‘
440 430
440-0.5=439 5

Distribucion Muestral de Proporciones

Datos:

n=800 estudiantes
P=0.60

p= 0.55

p(p< 0.55) = ?

0.0o1y

z

0.55 0.0
0.55-00.5200=0.54937 5

_p— P _0548375-060 _

P.:; ED SDiED 40)
Observe que este valor es igual al obtenido en el

método de la aproximacion de la distribucion normal a la binomial, por lo que si lo
buscamos en la tabla de "z" nos da la misma probabilidad de 0.0017. También se
debe de tomar en cuenta que el factor de correccion de 0.5 se esta dividiendo
entre el tamafio de la muestra, ya que estamos hablando de una proporcion.

La interpretacién en esta solucién, estaria enfocada a la proporcion de la muestra,
por lo que diriamos que la probabilidad de que al extraer una muestra de 800
estudiantes de esa universidad, la proporcion de estudiantes que fuman
cigarrillos sea menor al 55% es del 0.17%.

Ejemplo:
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Un medicamento para malestar estomacal tiene la advertencia de que algunos
usuarios pueden presentar una reaccion adversa a €l, mas aun, se piensa que
alrededor del 3% de los usuarios tienen tal reaccion. Si una muestra aleatoria de
150 personas con malestar estomacal usa el medicamento, encuentre la
probabilidad de que la proporcion de la muestra de los usuarios que realmente
presentan una reaccion adversa, exceda el 4%.

a. Resolverlo mediante la aproximacion de la normal a la binomial
b. Resolverlo con la distribucion muestral de proporciones

a. Aproximacion de la distribucién normal a la binomial:
Datos:
n=150 personas
p=0.03
x= (0.04)(150) = 6 personas
p(x>6) = ?

Media = np= (150)(0.03)=4.5

_x-up _ 6.5-45 _
Jrpg L f150(0.03)(0.97)

01685

45 ax

6+0.5=4.5

p(x>6) = 0.1685. Este valor significa que existe una probabilidad del 17% de

gue al extraer una muestra de 150 personas, mas de 6 presentaran una
reaccion adversa.

b. Distribucion Muestral de Proporciones

Datos:

13



n=150 personas
P=0.03
p= 0.04

p (p>0.04) =?

0.1655

003 0.04 \‘

0.04+0.57 50=0.0433

_p-F _ 0.0433-0.03 _

J@ J[D.DB}[D.S‘?)

# 150

Observe que este valor es igual al obtenido y la interpretacion es: existe una
probabilidad del 17% de que al tomar una muestra de 150 personas se tenga una
proporcién mayor de 0.04 presentando una reaccion adversa.

Ejemplo:

Se sabe que la verdadera proporcion de los componentes defectuosos fabricados
por una firma es de 4%, y encuentre la probabilidad de que una muestra aleatoria
de tamafio 60 tenga:

a. Menos del 3% de los componentes defectuosos.
b. Mas del 1% pero menos del 5% de partes defectuosas.

Solucion:
a. Datos:
n= 60 articulos
P=0.04

p=0.03

14



p(p<0.03) =?

/0.03

0.04

0.03-(0.5%0= 0.0216

- 00216-004

JP.:; Jmm 10.96)

La probabilidad de que en una muestra de 60 articulos exista una
proporcion menor de 0.03 articulos defectuosos es de 0.2327.

b. Datos:
n= 60 articulos
P=0.04
p=0.01y 0.05

p(0.01<p<0.05) = ?

0.3290

0.01+H0.5%8M=0.0183

-P _00185-004 _

Pq DD4j096j

0.05-00.560=0.0416

- 00416 -0.04

Pq DD4j096j
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