FACULTAD DE INGENIERIA

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS
COORDINACION DE CIENCIAS APLICADAS
ACADEMIA DE PROBABILIDAD

Semestre: 2017-1

SERIE TEMA VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS M
1 2 fu(y)
0 0.08 | 0.12 0.20
1. Ejercicio: 002_VACD_081 x |2 012 ]0.18 0.30
o ) . 2 0.16 | 0.24 0.40
Sean las distribuciones marginales de probabilidad de las 3 0.04 | 0.06 010
variables aleatorias Xy Y: 00 0:40 0:60 1:0
X 1 2
f(x) 0.40 0.60
by Cov(x,y)=E(Xy)-mu,
Y 0 1 2 3 E(xy) f i xy fo(x, y) = (1)(0)(0.08) + (1)(1)(0.20) + (1)(2)(0.16)
fu(y) 0.20 0.30 0.40 0.10 =
+ (1)(3)(0.40) + (2)(0)(0.12) + (2)(1)(0.18)
Si Xy Y son estadisticamente independientes: + (2)(2)(0.24) + (2)(3)(0.06) = 2.24
Obtener la distribucién de probabilidad conjunta. 2
Uy = = 3 x fx) = (1)(0.40) + (2)(0.60) = 1.60
Demostrar que el coeficiente de correlacion: p(x, y) =0 x=
Solucién My = Z y fly) = (0)(0.20) + (1)(0.30) + (2)(0.4) + (3)(0.10) = 1.40
a) Si X y Y son estadisticamente independientes, entonces: Cov(x,y) =224-224=0
f (xy)=Ff(x)f
) =1 (301, 0) o SO 0
fxy( 0)=0.40(0.20)=0.08 fxy(2,0) 0.60(0.20)=0.12 ’ OxOy OxOy
fy (1,7)=0.40(0.30)=0.12 fy (2,1)=0.60(0.30)=0.18
fy (1,2)=0.40(0.40)=0.16 fy (2,2)=0.60(0.40)=0.24 2. Ejercicio: 003_VACD 081
f, (1,3)=0.40(0.10) = 0.04 fy(2,3)=0.60(0.10)=0.06 Sean Xy Y variables aleatorias con las distribuciones siguientes:
X 10 20 Y -4 7 10
P(x) 0.6 0.4 P(y) | 0.2 0.3 0.5

a)




b) Obtener la distribucion conjunta de Xy Y.

c) Calcular el promedio conjunto de Xy Y.

d) Existe algun tipo de

fundamentar la respuesta.

relaciéon entre

Solucién
a)
X 110 20 Marg Y
Y
-4 0.12 0.08 0.20
7 0.18 0.12 0.30
10 0.30 0.20 0.50
Marg.X | 0.60 0.40 1.00

0) E(XY)=> xyp(x,y)
E(X,Y)=(~49)(10)(0.12)+...+(10)(29)(0.20) = 88.2

c) No existe ninguna

considerando que

f(xy)=f(X)f(y) e

Si f(xy)=0.18
f(x=10)=0.6

relacion

por

f(y=7)=0.3

Sustituyendo en A se tiene 0.78 =0.18

ser independientes

Por lo tanto se cumple y son independientes

3. Ejercicio: 004_VACD 142

Se seleccionan al azar dos repuestos para una pluma de una
caja que contiene 4 repuestos azules, 3 rojos y 5 verdes. Sea X
la variable aleatoria que representa el niumero de repuestos
azules en la seleccion y sea Y la variable aleatoria que
representa el nimero de repuestos rojos.

las variables,

y

a)

a) Determinar la distribucién de probabilidad conjunta.
b) Calcular P[(X,y) € A:' donde
A={(xy)| X+Y <1}

Diga si Xy Y son estadisticamente independientes.

Solucién

La distribucion de probabilidad conjunta se define por:
for (X, ¥)=P(X=x,Y=y)=P(X=xnY =y)

Sea X la variable aleatoria que representa el numero de
repuestos azules, su recorrido es:

R, ={0,1,2)

Sea X la variable aleatoria que representa el numero de
repuestos azules, su recorrido es:

R, ={0,1,2)

La funcién de probabilidad en forma analitica es:

(5 e—rs
XWYN2=XY) 012 y=01.2: x+y<2

o (XY) = [12j ’

2
0, en ofro caso

La funcion de probabilidad, en forma tabular, es:
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oy (1,0) = fj _(9(N(5) _20
K
oo
fer (1,2)=0 yazque X +y debe ser <2,
oy (2,0) = (;J[zj@) _ (6)(7)(1) 6

foy (2,1)=0 ya que x+y debe ser <2,
fu (2,2)=0 ya que x+y debe ser <2,

b)

Entonces la forma tabular es:

fxr(x,¥) X )

0 1 2

0 10 20 6 36

66 66 66 66

] 15 12 0 27

y 66 66 66

2 3 0 3

66 66
28 32 6

. 28 se 2 1

fx®) 66 66 66

P[(x,y)e A]donde A={(x,y)| X +Y <1}, esto es :

P(X+Y<1)=F,, (0.0)+, (0.1) +£o (1,0) :;% +Z3;2 %22‘6’%

Las variables aleatorias conjuntas son independientes, cuando
se cumple la definicion:

foy (%) = (X)F, (¥)
Sustituyendo se tiene:
fier (0,0) =1 (0)1, (0)

Sustituyendo los valores de la funcién conjunta y de las funciones
marginales, se tiene:

10 (28)(36] .5 28
—#|—=||=—=| osea:—=-—
66 | 66)\ 66 33 121

Por tanto, no son estadisticamente independientes.

4.

Ejercicio: 009 _VACD_112
Sea f(x,y)=c(x-y) para x=-2,02 y y=-2,3;
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Determine el valor de ¢ para que esta expresion sea una funcion d)
de probabilidad conjunta.

Solucién

Uno de los requisitos es que la suma de las probabilidades de 1, €)

con lo cual podemos despejar el valor de ¢
1=c[(-2~(-2)) +(-2~(3)) +(0(-2)) +(0~(3) +(2~(-2) +(2~(3) ] f)
1=c[0-5+2-3+4-1]
1=c(-3)

_% Gréfica de la FDP:

Ejercicio: 010_VACD_112

Dos oftalmélogos se asociaron para poner una clinica en la que,
por la subespecialidad que manejan, él puede atender hasta
cinco pacientes por dia y ella puede atender hasta tres pacientes
por dia. Si (X, Y) es un vector aleatorio, donde X es el numero de
pacientes atendidos por el doctor e Y es el niumero de pacientes
atendidos por la doctora, segun la tabla que muestra la funcion
de masa de probabilidad conjunta.

Determine la funcién de densidad de probabilidad condicional del
numero de pacientes atendidos por el doctor, cuando la doctora
atiende a dos pacientes

Determine la funcién de densidad de probabilidad condicional del
numero de pacientes que atiende la doctora, cuando el doctor

atiende a cinco pacientes

Calcule las probabilidades P(X=2|Y=2)Y P(Y =2|X= 2)

Determine si las variables aleatorias X e Y son independientes

Solucién

01

=1 1]
0.0%
ooa f
1.+ .
a - B §
]
i
2
3 1
Il 1
E o

3
Xy = pr

5
i=0

Jj=0

Funcion de distribucion acumulada conjunta

1

2

B

4

0.01

0.04

0.09

0.16

0.25

0.01

0.04

0.11

0.21

0.34

0.51

0.02

0.08

0.2

0.35

0.53

0.76

Pacientes Funcion de masa de probabilidad conjunta (X, ¥)
atendidos por Pacientes atendidos por el doctor
la doctora 0 1 2 3 4 5
0 0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
1 0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08
2 0.01 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06
3 0.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05

WIN|-|O

0.03

0.11

0.27

0.48

0.72

Determine la funcion de distribuciéon acumulada conjunta

Determine las funciones marginales de masa de probabilidad de
XydeY

Calcule la probabilidad de que entre los dos atiendan al menos a
6 pacientes en un dia cualquiera.
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Funcion de masa de probabilidad conjunta
o 1 2 5 4 5 ¥
] o 0ol 0.03 0.05 0,07 0.09 0,25
1 0.01 002 004 0,05 0,06 0.08 0,26
2 0.01 0.03 0.05 0,05 005 0.06 0.25
3 I:'.(l'. 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05 0.24
X 0.03 0.8 0.16 021 0,24 0.28 1

b)

P(X+Y 26)=py(3,3)+ Py (4,2)+px (43)+Px(5,1)+ Py (5,2)+py (5.3)

=0.06+0.05+0.06+0.08+0.06+0.056=0.36

Funcién de masa de probabilidad conjunta (X, Y)
0 1 2 3 4 5
0 ] 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09
1 0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08
2 0.01 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06
3 0.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05
px(X|y=2)=—pX(X’y)
o) Py (2)

Funcion de masa de probabilidad conjunta
0 1 2 3 4 5 Y
0 0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 0.25
1 0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08 0.26
2 0.01 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06 0.25
3 0.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05 0.24
Funcion de masa de probabilidad condicional
X|¥=2 0.4 [ o012 | 02 | 02 [ 02 0.24 1
.01
P(O|ly=2)=——=0.04
( ly ) 0.25
0.03
P(1|ly=2)=—==0.12
(11y=2)=325
2,2 .
p(21y-2)-Pl22)_005_,,
0.25 0.25
3,2 .
P(3|y=2)=p( )_005_,,
0.25 0.25
4,2 )
p(4y-2)-P42)_005_,,
0.25 0.25
5,2 .
P(sy—2)-P5:2)_006_,,,
0.25 0.25
Pxlx, 2)
- I I I I I HJ; | p = I | ”
[ I . l ’ 3 4 " ) 1 : ,

SERIE TEMA: VARIABLES ALEATORIAS CONJUNTAS. 2017-1



d)

Funcion de masa de probabilidad conjunta

o 1 2 3 X
] 0 0.01 0.01 001 | o003
1 0.0 0.02 0.03 0.02 .03
2 0.03 0.04 0.05 0.04 | 016
3 0.05 0.05 0.05 0.06 0.21
4 0.07 0,06 0.05 0.06 0.24
5 0.09 0.08 006 | o005 | o028

}untif;n I:i-e- masa EE pn:r_IJ.a-I:liliﬁ;d.mnd;c-inmll-
RIX=S 0.32142857 | 0.28571429 | 0.21428571 | 0.17857143 | 1

Py (%,¥)
pe(y|x=5)=PY)
X( ) px(5)
pelY=y|X=5) a1
I
e)
p(x—2|y—2)-Px(32)_005_5 .0
p,(2) 016 16
P(y-2|x-2)-P(22)_005_1_,,
pe(2) 025 5

f) Las variables aleatorias X e Y no son independientes porque la
masa de probabilidad conjunta no coincide con el producto de las
marginales; por ejemplo:

Py (3)py (1)=0.21x0.26 = 0.0546 = 0.05 = p, (3,7);  Ademas, se
percibe que ni las filas, ni las columnas son proporcionales entre si.

6. Ejercicio: 001_VACC 151

La funcién de densidad de probabilidad conjunta del vector
aleatorio (X, Y) esta dada por la expresion:

2 XY <x<1 <y<2
fX(X,Y)= X+ PR 0<x<1, 0<y<

0, en otro caso
Determine:

a) El valor de k que haga que la expresion dada sea
efectivamente una FDP

b) La funcién de distribucién acumulada conjunta del vector
X, Y)

c) Las funciones de masa de probabilidad marginal de las
variables aleatoria X e Y

d) La funcién de masa de probabilidad condicional de X,

para Y =1
Solucién
a)
52 3 27
J'1J‘2(X2+ﬁ)dyd)(:j1 X2y+i dX:J.1(2X2+§jdX: 2x +X_
0do k 0 2k |, 0 k 3 k
=£+1=1, 2k+3=1l 2k+3=3k’ k=3
3 k 3k

fx(x,y):x2+x—, 0<x<1, 0<y<2
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; . 2 . 2 d) La funcién de masa de probabilidad condicional de X, para Y = 1
Iy(u2+—)dvdu: { 2+ 2 }du— [uz =l 4 jdu

b _
)FX(X,Y)—L 0 uyv+—— .V+T fX(X1) X2+X/3
f(x|Y=1)=22"1_
s s s, x(x ) f,(1) 1/3+1/6
{MJJ’Y} _Xy Xy
3 12|, 3 12 _X2+X/3_2X2+ﬂ
1/2
fulx|Y=1)
253- d
: d
- e
1 ~

7. Ejercicio: 005_VACC 141

: Sea X la variable aleatoria que mide la temperatura ambiental, en
2 d grados centigrados, que necesita un motor diesel para encender,
: 7 Y la variable que mide el tiempo transcurrido, en minutos, hasta
“ e que enciende. Suponiendo que la f.d.p.c. viene dada por:

: f(x,y):{

3 x2y | a) Calcular el valor de la constante C.
)= [+ L o= | 20 22| L0t :
0 , 3 6 b) Calcular las funciones de densidad marginales.

C(4x+2y+1) si0<x<40; 0<y<2
0 en otro caso

c) Calcular la probabilidad de que un dia con temperatura
de 20 °C, tarde en encender mas de un minuto.

07

06

Solucién

s

04

a) Debemos considerar que se cumple (por ser f(x,y) f.d.p.c.):

03

0.2

. [© [ f(xy)axdy =1
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J4ocj;(4x+2y+1)dydx =1

0

1
C |
6640

b) Funcién de densidad marginal respecto de X:

2 1
f(x,y)dy = 8x+6) si 0<x<40
0 en otro caso
Funcion de densidad marginal respecto de Y:

“f dx=—1 (3240 + 80 i 0<y<2
h(y)= o T00Y )X = o775 (3240+80y) i Oy <

0 en otro caso

c) La probabilidad pedida es:

1
F(20.y) _ 76640(4(20)+ 2y +1)

P(Y>1]| X =20)=
9(x=20) T (g(20)+6)
6640
T (81+2y)  siosy<2
P(Y>1] X =20)=1166 T
0 en otro caso

Entonces:P(Y > 1| X = 20) =6ij2(81+ 2y)dy =0.506

671

8. Ejercicio: 007_VACC_141

Un consultorio médico cuenta con dos lineas telefénicas. En un
dia seleccionado al azar, sea X la proporcion del tiempo que se
utiliza la linea 1 y sea Y la proporcién del tiempo que se utiliza la
linea 2. Si la funcion de densidad conjunta de estas variables
aleatorias es:

W

(x+2y); 0<x<1, 0<y<t

f(xy)=

S

en otro caso

¢, Cual es la probabilidad de que la linea telefénica 2 se encuentre
libre durante el 80% del dia?

Solucién

Probabilidad de que la linea telefonica 2 se encuentre libre durante el
80% del dia = P(Y < 0.2)

0.2
P(Y<0.2)=["f(y)dy
© 2 12 2( x? 1
f(y) :J:wg(x+2y)dx:jog(x+2y)dx :5(?+2xyj|0

2(1 1 4
= _+2y =— 4+ —
3\2 3 3

Por lo tanto:

0.2

P(Y<02)=|

0

02(2 4 2(0.2) 4 2 7
Fy)dy={"[2+2y |ay = 4027 =L ~0093
=], (6+3yJ =5 692 =7

9. Ejercicio: 008_VACC_151

Suponga que el porcentaje X de alumnos y Y de alumnas que
han concluido un examen de probabilidad y estadistica se
pueden describir mediante la funcién densidad de probabilidad
conjunta:

8xy para

F(xy)= {0

a) Encuentre las funciones marginales de Xy Y
respectivamente.

O<x<1, O<y<e
c.o.c.

b) La funcién de probabilidad condicional de Y dado X
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c)

d)

Calcule la probabilidad de que menos de 1/8 de las alumnas que
participan en este examen lo hayan terminado si se sabe que
exactamente %2 de los alumnos lo hicieron.

Determine la covariancia de Xy Y.

Solucioén

y pl
a) 1=J-I8xydxdy
0 J0

b)

1=2y?; y=i\/g Yy = %

1

g(x)= fo\/;8xydy = 2x
1

h(y)-= j08xydx=4y

F(x,y) =8ﬂ=4y
g(x) 2x

P(ylx)=

% 1 1 1
ol Jreve-L

I

1 1
P x=—|=
(y<dix-3)

d) Para determinar la covarianza primero se asegurara que las
variables no sean independientes:

f(x.y)=g(x)h(y)
8xy =(2x)(4y)
8xy =8xy

. . Las variables son independientes y la covarianza es igual a
cero.

10. Ejercicio: 009_VACC_151

Sea X el precio que el transportista inicial paga por un barril de
petréleo crudo, y Y, el que paga la refineria que compra ese
petréleo. La densidad conjunta de X,Y esta dada por:

f

X‘Y(X'y)ZZLOO 20<x<y<40

a) Desde el punto de vista fisico, ;debe ser positiva o
negativa CovX,Y?

b) Calcular EX, EY, EXY y CovX, Y.

c) Calcular EY- X. Interpretar esta esperanza desde el
punto de vista practico.

Solucién

40 y 1
a) I —— dxdy = 2
20

20 200

NO ES FUNCION DE PROBABILIDAD CONJUNTA

Sugerido para clase

1.

Ejercicio: 007_VACD_132
Supdngase que X y Y tienen la siguiente distribucién conjunta

x -2 1 3 Suma
2 0.15 0.14 0.2 0.49
4 0.25 0.15 0.11 0.51

suma 0.4 0.29 0.31 1

Hallar las distribuciones marginales de Xy de Y.

Hallar la COV(X,Y) , esto es, la covarianza de Xy de Y.

Hallar p(X,Y), esto es, la correlacion de Xy de Y.

¢ Xy 'Y son variables aleatorias independientes?

Solucién
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a) La distribucion marginal a la derecha es la distribucién de X:

X 2 4 Suma

f(x) | 0.49 | 0.51 | 1.00

Y la distribucién marginal del fondo es la distribucién de Y:

Y -2 1 3 Suma

fy) 040 |0.29]0.31 |1.00

b) Primero Calculamos tz, 14,

c)

« = 2 xf(x)=2(0.49)+4(0.51)
, =299 (y,) 2(0.40)+1(0.29) +3(3.1) = 0.42

Luego se calcula E(XY):

E(XY)= Y xy,h(x.y,)
=2(-2)(0.15)+2(1)(0.14)+2(3)(0.2)
+4(-2)(0.25)+4(1)(0.15)+4(3)(0.11)
=-0.6+0.28+0.12-2+0.6+1.32=-0.28

Entonces:

Cov(X,Y) = E(XY)—,quy =-0.28 —(3.02)(0.42)
=-0-28-1.2648 =1.5484

Primero calculamos o, y o,

d)

E(X?)=> x7f(x)=(2)" (0.49)+(4)" (0.51)=10.12
oy =var(X)=E(X?)- 15 =10.12-(3.02)° =0.9996
— Jo? =+/0.9996 - 0.9998
E(v)=Svia(»)
( )(040) (1)° (0.29)+(3)* (0.31) = 4.68
=E(Y?)- 1 =4.68—(0.42)° =4.5036
o =\/Z=m=2.1222

Entonces:

= var

cov(X,Y) —1.5484

_ ——0.7298
ogoy,  (0.9998)(2.1222)

p(XY)=

Xy Y no son independientes, puesto que:
P(X=2Y=-2)=P(X=2)p(Y=-2)
h(2,-2)=f(2)g(-2)

0.15#(0.49)(0.40)

0.15+0.196

Ejercicio: 012_VACC_121

Una instalacién de servicio telefénico opera con dos lineas de
servicio. En un dia seleccionado aleatoriamente, sea X la
proporcion de tiempo que se utiliza la primera linea y Y la
proporcion de tiempo que se utiliza la segunda. Supdngase que
la funcion de densidad de probabilidad conjunta para (7, (1) es:

f (xy) g(x +y) 0<x<1, 0<y<1
XY -
0; en ofro caso

a) Calcular la probabilidad de que ninguna linea se utilice
mas de la mitad del tiempo
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b) Obtener la probabilidad de que la primera linea esté

ocupada mas del 75% del tiempo
Solucién

a) Para que ninguna linea se utilice mas de la mitad del tiempo

setienexgl y Ygl.
2 2

P(0<X<05, 0<Y<0.5)= jj dydx—%

b) La marginal de X es:

3 1 3 1
f, (x):Ejo(xz +y2)dy=5(x2 +§j
Para 0<x<1

Por lo que la probabilidad buscada esta dada por:

P(X >0.75) =%I;75(x2

+1 dx =£z0.414
3 128

Ejercicio: 014 _VACC_112
Considere que la funcion de densidad de probabilidad conjunta
de un vector aleatorio (T, U) es
_ —(2t+u) > >
2 (t,u) ke , 120, uz 0, donde T es el tiempo de

espera en cola, en minutos, de los clientes en la caja normal de
un pequefio supermercado, y U es el tiempo de espera en cola,
en minutos, de los clientes en la caja rapida.

a) Determine el valor de k que hace que la funciéon dada
corresponda realmente a una funciéon de densidad de
probabilidad

b) Determine la funcion de distribucién acumulada conjunta

c) Determine las funciones marginales de masa de
probabilidad de Ty de

a)

d) Calcule la probabilidad de que el tiempo de espera en
cola en la caja rapida sea mayor que el tiempo de espera
en la caja normal

e) Determine la funcién de densidad de probabilidad
condicional del tiempo de espera en cola de la caja
normal cuando el tiempo de espera en cola de la caja
rapida es de un minuto.

Soluciéon
er (2644 gy gt = kiim | * lim e 24 gy dt
~kim | [ im [* e @+ (—du)}dt

— Kk lim :{—Iim[ 2”“] }dt_k//mj { Iim[e‘(z”a)—e’ﬂ}dt

b—w a—o a—wo

=klim [ (e —e)dt = kiim [ e *at = k {—L:mj e ( 2dt)}

] ) Ko, o k. k
:——[)IL]ZO eZt] - ll)lilz( 2b—eo):E(1—e )25(1)25
k=2 = f(tu)=2e®", t>0, u>0

= (L) 2j j e ®Yaxaly = 2j j e?e”dxdy = 2j (——]j e (~2a)dy
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= —I: e’ [efZX ];dy = —I: e’ (efzr _ eo)dy = _J.: e’ (e—2t _ 7)dy

(1o 7)o (o) ~(o <)o T oo~

b)
= 2_[: e?edu=-2e* j: e (-du)=-2e" lim J: e (—du)
=267 fim [e¥] =-2¢ lim(e™ -¢") =-26* (™ ~1) = 26
f,(u)=2] e™e dt=-e" | e (-2dt) =€ lim j: e % (-2dt)
=—e“lim e’“}b =—e“lim (e”’ - eo) =" (e% —1) —e
b—w 0 b—o

FDP Marginal flu) = eM-u) FDP Marginal f(t) = 2e®(-2t)

o ]

) P(U=T)=P(0<T <o T<U<ed) = [ ["26 " dyat = (-26™)["e” (-cly

= ["(-2¢™)[e" ] dt=| (—2e*2f)( & —e”)dt: [[2e*edt =2 e dt
=—§_[0 e —3dt)=—£[e’3’]: =—£(y{—e°)=—§(—1)=£

3 3 3

o (tu) 27t

— 26—2t—u+u — 26—21 — fT (t)

Ly 4 1
f,(u)=e€", fU(1):e’:;, f(t11)

fx (t, 1) ~ 26—(2t+1)

— — :2 —2t—1+1 :2 -2t :f t
f,(u)  1/e © e = (1)

La FDP condicional f(t|u)coincide con la FDP marginal f;(t).

También se debe verificar que

fo(ult)=1,(u)

f) Identifique si las variables aleatorias Ty U son independientes.

El resultado inmediato anterior indica que las variables aleatorias Ty U
son estadisticamente independientes. Otra forma de corroborarlo es que
su FDP conjunta es el producto de sus FDPs marginales:

f(t)f, (u)=2e%e™ =2e " =f (t,u)
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