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5. Modelos probabilísticos de fenómenos aleatorios continuos 

Objetivo: El alumno aplicará algunas de las distribuciones más utilizadas en la práctica de la ingeniería y 

elegir la más adecuada para analizar algún fenómeno aleatorio continuo en particular. 

 

Contenido: 

5.1 Distribuciones continuas, distribución uniforme continua, cálculo de su media y varianza, generación de 

números aleatorios y el uso de paquetería de cómputo para la generación de números aleatorios con 

distribución discreta o continua, utilizando el método de la transformación inversa. 

5.2 Distribución Gamma, sus parámetros, momentos y funciones generatrices, distribución exponencial, sus 

parámetros, momentos y funciones generatrices. 

5.3 Distribuciones normal y normal estándar, uso de tablas de distribución normal estándar, la aproximación 

de la distribución binomial a la distribución normal. 

5.4 Distribuciones Chi-Cuadrada, T de Student, F de Fisher, Weibull y distribución Log normal, como 

modelos teóricos para la estadística aplicada, sus parámetros, momentos y funciones generatrices. 

 
TEMA 5 

 Modelos probabilísticos de fenómenos aleatorios continuos 
 
Objetivo: El alumno aplicará algunas de las distribuciones más utilizadas en la práctica de la 
ingeniería y elegirá la más adecuada para analizar algún fenómeno aleatorio continuo en particular. 
 
5.1 Distribuciones continuas, distribución uniforme continua, cálculo de su media y varianza, 
generación de números aleatorios y el uso de paquetería de cómputo para la generación de 
números aleatorios con distribución discreta o continua, utilizando el método de la transformación 
inversa. 
DISTRIBUCIÓN UNIFORME CONTINUA O RECTANGULAR. 

Su función densidad de probabilidad es: 
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Media o Valor Esperado: 

 

Varianza 

 

SIMULACIÓN 
Simulación es el proceso de diseñar un modelo de un sistema real y desarrollar 
experimentos con este modelo con el propósito de entender el comportamiento del 
sistema o de evaluar varias estrategias (dentro de los límites impuestos por un criterio o 
conjunto de criterios) para la operación del sistema. 
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Aunque la construcción de modelos arranca desde el Renacimiento, el uso de la palabra 
simulación data de 1949, cuando los científicos Von Neuman y Ulam que trabajaban en el 
proyecto Monte Carlo, durante la Segunda Guerra Mundial, resolvieron problemas de 
reacciones nucleares cuya solución experimental sería muy cara y el análisis matemático 
demasiado complicado. 
 
Definición de simulación: 
Thomas H. Naylor la define así: Simulación es una técnica numérica para conducir 
experimentos en una computadora digital. Estos experimentos comprenden ciertos tipos 
de relaciones matemáticas y lógicas, las cuales son necesarias para describir el 
comportamiento y la estructura de sistemas complejos del mundo real a través de largos 
períodos de tiempo.  
 
Modelado de simulación: 
Es una metodología que busca: 
Describir el comportamiento del sistema 
Construir teorías o probar hipótesis con base en el comportamiento observado. 
Usar estas teorías para predecir comportamientos futuros. 
 
Ventajas de la simulación: 
Se recomienda usar la simulación cuando existan una o más de las siguientes 
condiciones: 
No haya una formulación matemática completa del problema o los métodos de solución 
del modelo matemático no hayan sido desarrollados. Muchos modelos de líneas de espera 
están en esta categoría.  
Los métodos analíticos están disponibles, pero los procedimientos matemáticos son tan 
complejos y tediosos que la simulación proporciona un método de solución más simple. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Las soluciones analíticas existen y son posibles pero la habilidad matemática del 
personal disponibles no es suficiente. 
El costo de diseñar, probar y correr una simulación deberá evaluarse contra el costo de 
obtener ayuda externa. 
Si se desea observar una historia simulada del proceso en un período de tiempo para 
estimar ciertos parámetros. 
La simulación puede ser la única posibilidad debido a la dificultad en conducir 
experimentos y observar fenómenos en su medio ambiente real. Por ejemplo: daños 
ecológicos, plagas, vehículos espaciales, etc. 
El manejo de experimentos en tiempo acelerado o retardado según la naturaleza del 
fenómeno. 
Una ventaja adicional de la simulación es su potencial educativo y su aplicación en la 
capacitación. 
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Método de la transformada inversa 

 

El método de la transformada (o transformación) inversa, también conocido como método de la inversa 

de la transformada,1 es un método para la generación de números aleatorios de cualquier distribución de 

probabilidad continua cuando se conoce la inversa de su función de distribución (cdf). Este método es en 

general aplicable, pero puede resultar muy complicado obtener una expresión analítica de la inversa para 

algunas distribuciones de probabilidad. El método de Box-Muller es un ejemplo de algoritmo que aunque 

menos general, es más eficiente desde el punto de vista computacional.  

El método se utiliza para simular valores de las distribuciones normal, binomial, Poisson, 

exponencial, Cauchy, triangular, de Pareto y Weibull. 

 

 

 

 

 

 

Obtención del método 
El método de la transformada inversa se basa en el siguiente teorema: 

Teorema de inversión. Sea X una variable aleatoria con función de distribución de probabilidad 

acumulada F, continua e invertible, y sea 
1F −

  su función inversa. Entonces, la variable aleatoria U = F(X) 

https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_la_transformada_inversa#cite_note-aalto-1
https://es.wikipedia.org/wiki/Generador_de_n%C3%BAmeros_aleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_aleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad_continua
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad_continua
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_inversa
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Box-Muller
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_exponencial
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Cauchy
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_triangular
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Pareto
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Weibull
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Inversion_method2.svg
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tiene distribución uniforme en (0,1) . Como consecuencia, si U es una variable 

aleatoria uniforme en(0,1)   entonces la variable aleatoria 
1( )X F U−=   satisface la distribución F. 

El método 
El problema que resuelve el método de la transformada inversa es el siguiente: 

• Sea X una variable aleatoria cuya distribución puede ser descrita por la cdf F. (función de probabilidad 

acumulada) 

• Se desea generar valores de X que están distribuidos según dicha distribución. 

Numerosos lenguajes de programación poseen la capacidad de generar números pseudo-aleatorios que se 

encuentran distribuidos de acuerdo con una distribución uniforme estándar. Si una variable aleatoria posee 

ese tipo de distribución, entonces la probabilidad de que el número caiga dentro de cualquier subintervalo 

(a, b) del intervalo entre 0 a 1 es la longitud del subintervalo, o sea b − a. 

El método de la transformada inversa funciona de la siguiente manera: 

1. Se genera un número aleatorio a partir de la distribución uniforme estándar; se lo llama u. 

2. Se calcula el valor x tal que ( )F x u=  ; y se le llama xelegido. 

3. Se toma xelegido como el número aleatorio extraído de la distribución caracterizada por F. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_uniforme_(continua)
https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Distribuci%C3%B3n_continua_uniforme&action=edit&redlink=1
https://es.wikipedia.org/wiki/Variable_aleatoria
https://es.wikipedia.org/wiki/Lenguajes_de_programaci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi%C3%B3n_de_n%C3%BAmeros_pseudoaleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_uniforme
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Demostración del teorema 
Sea 

1( ) inf{ | ( ) ,0 1}F u x F x u u− = =     

1Pr( ( ) )F U x−    

Pr(inf{ | ( ) } )x F x U x= =   (por definición de 1F −  ) 

Pr( ( ))U F x=   (aplicando F , que es monótona, a ambos lados) 

( )F x=  (porque Pr( )U y y = , dado que U  es uniforme en el intervalo unitario)  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Generalized_inversion_method.svg
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Ejemplos de obtención de números aleatorios con diferentes distribuciones de probabilidad 
utilizando Excel. 

 

 

5.2 Distribución Gamma, sus parámetros, momentos y funciones generatrices, 
distribución exponencial, sus parámetros, momentos y funciones 
generatrices. 

Función Gamma 

Ahora estudiaremos una función conocida como la función gamma ( )x , la cual es de gran 

importancia en análisis y en aplicaciones. Esta función se define en términos de una integral 

impropia, la cual no puede calcularse en términos de funciones elementales. 

    Definición [Función Gamma] 

  

 

La función  : 0,  →   dada por 

1

0
( ) t xx e t dt


− − =    

  

se conoce como la función gamma. Su gráfica se muestra en la figura 1. 

  

 

Figura 1. 

 El siguiente teorema establece una de las propiedades más importantes de la función gamma. 

    Teorema [Recursividad de gamma] 

  

 

Para toda 0x   se tiene que 

 
o bien Γ(𝑥) = (𝑥 − 1)Γ(𝑥 − 1)  

Demostración 

Integrando por partes 
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Ejemplo 

Calcule 
1

2

 
  
 

   

Solución  

 

 

 

  

   
2

0
2 ue du


−=      

  
 

 

  

 

El resultado anterior puede generalizarse, como muestra en el siguiente corolario. 

  

   Corolario [Recursividad de Gamma] 

  

Para 𝑥 > 0  𝑝 = 1,2, …  y 𝑛 = 1,2, … se tiene que 

 

 
Si x = n donde n es entero y positivo y p = 1 

entonces Γ(𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ⋅⋅⋅ (2)(1)𝑛Γ(1) = 𝑛! Γ(1) 

 

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡 = lim
𝑘→∞

−𝑒−𝑡|
∞

0

𝑘
0

= −0 − (−1) = 1 

 

Combinando estas dos relaciones se obtiene que el factorial de un número 

entero y positivo es un caso especial de la función Gamma: 

 

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! 
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Observación: La función Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! , se le conoce como el factorial generalizado. Se puede 

emplear también: ( ) ( 1)!n n = −   

Ejemplo 

Calcular los valores de 
3 5 1

, ,
2 2 2

     
   −     
     

  

Solución 

Usando la propiedad recursiva, tenemos que: 

 

Para 
3

2

 
  
 

: 

3 1 1 1
1

2 2 2 2 2

     
 =  + =  =     
     

  

    

      
     

• Para 
5

2

 
  
 

: 

 

 

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

• Para 
1

2

 
 − 
 

: 

 

 

 

  

 

 

 

  

De donde 
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La distribución Gamma 
 

Es una distribución adecuada para modelar el comportamiento de variables aleatorias continuas con 

asimetría positiva. Es decir, variables que presentan una mayor densidad de sucesos a la izquierda de la 

media que a la derecha. En su expresión se encuentran dos parámetros, siempre positivos, (α) y (β) de los 

que depende su forma y alcance por la derecha, y también la función Gamma Γ(α), responsable de la 

convergencia de la distribución. 

Los parámetros de la distribución 
 

El primer parámetro (α) sitúa la máxima intensidad de probabilidad y por este motivo en algunas fuentes se 

denomina “la forma” de la distribución: cuando se toman valores próximos a cero aparece entonces un dibujo 

muy similar al de la distribución exponencial. Cuando se toman valores más grandes de (α) el centro de la 

distribución se desplaza a la derecha y va apareciendo la forma de una campana de Gauss con asimetría 

positiva. Es el segundo parámetro (β) el que determina la forma o alcance de esta asimetría positiva 

desplazando la densidad de probabilidad en la cola de la derecha. Para valores elevados de (β) la distribución 

acumula más densidad de probabilidad en el extremo derecho de la cola, alargando mucho su dibujo y 

dispersando la probabilidad a lo largo del plano. Al dispersar la probabilidad la altura máxima de densidad 

de probabilidad se va reduciendo; de aquí que se le denomine “escala”. Valores más pequeños de (β) conducen 

a una figura más simétrica y concentrada, con un pico de densidad de probabilidad más elevado. 

Una forma de interpretar (β) es “tiempo promedio entre ocurrencia de un suceso”. Relacionándose con el 
parámetro de la Poisson como β=1/λ. Alternativamente λ será la razón de ocurrencia: λ=1/β. 
La expresión también será necesaria más adelante para poder llevar a cabo el desarrollo matemático. 

Relación con otras distribuciones 

Si se tiene un parámetro α de valores elevados y β pequeña, entonces la función Gamma converge con la 

distribución normal. De media , y varianza              . 

Cuando y β la distribución Gamma es exactamente la distribución exponencial con parámetro 

(α=1). 

Cuando la proporción entre parámetros es                 entonces la variable aleatoria se distribuye como 

una Chi-cuadrado con grados de libertad. 

Si α=1, entonces se tiene la distribución exponencial negativa de parámetro λ=1/β.  
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Ventajas 

De esta forma, la distribución Gamma es una distribución flexible para modelar las formas de la asimetría 

positiva, de las más concentradas y puntiagudas, a las más dispersas y achatadas. Como ejemplos de 

variables que se comportan así: 

- Número de individuos involucrados en accidentes de tráfico en el área urbana: es más habitual que la 

mayoría de los reportes abiertos den la proporción de 1 herido por vehículo, que otras proporciones 

superiores. 

- Altura a la que se inician las precipitaciones; sucede de forma más habitual precipitaciones iniciadas a una 
altura baja, que iniciadas a gran altitud. 
- Tiempo o espacio necesarios para observar X sucesos que siguen una distribución de Poisson. 

- Distribución de la finura de fibras de lana: la mayoría presentan una menor finura que unas pocas fibras 
más gruesas. 

Inconvenientes 
 

Problemas en la complejidad de algunos cálculos, especialmente respecto a la función Gamma cuando el 

parámetro α es un valor no entero. También problemas de cálculo en la estimación de los parámetros 

muestrales. Ambos inconvenientes se pueden abordar satisfactoriamente con ordenador. 

Para valorar la evolución de la distribución al variar los parámetros se tienen los siguientes gráficos. Primero 

se comprueba que para α=1 la distribución tiene similitudes con la exponencial. 
 

 
 
 

α=1 

β =5 

α=1 

β =1 

α=1  β 

=10 
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Si ahora se hace variar el parámetro alfa, 

Y para valores altos de α y pequeños de β, se observa la convergencia con la normal, 
 

 

Como ya se ha indicado, la expresión de la distribución Gamma incluye la propia función Gamma , que 

para valores enteros de alpha se ha demostrado que Γ(𝛼) = (𝛼 − 1)!  En este caso la distribución Gamma se 

conoce como “distribución de Erlang”. 
 

  
Valor α 

Función 
Gamma 

1 1 

2 1 

3 2 

4 6 

5 24 

6 120 

7 720 

8 5040 

9 40320 

10 362880 

11 3628800 

12 39916800 

α=3 

β =2 

α=2 

β =1 

α=4 

β =3 

α=10 

β =1 
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Para valores no enteros, el valor de la función Gamma se obtiene a partir de, 
 

 

 

La función de densidad de la distribución Gamma es, 
 

 

donde x>0 y α, β son parámetros positivos. 

Se puede ver que para α=1 la función de densidad será, 

0 1
1

( ) * *
1*1

x

xf x x e e
−

−= =  

lo que significa que una distribución Gamma de parámetro α=1 y β =0 es una distribución exponencial de 

parámetro α=1. 

 
Se demuestra que f(x) es una función de densidad porque para f(x)≥0 y haciendo el cambio de variable ℎ =

1

𝛽
 

 

 

La función de distribución es, 
 

 
 

 
La función característica es, teniendo en cuenta de nuevo que 

 

 

 

y volviendo a β=1/h, 
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La esperanza matemática será, siendo        
1

h


=    

 

 

 

Volviendo a β; 
 

 
La varianza será, 

 

 

donde otra vez 

 

 

 

 

Y volviendo a β; 
 

 

  La moda se puede calcular como  𝑀𝑜 = (𝛼 − 1)𝛽 
 

Si se buscan estimadores de los parámetros de la distribución, el Método de Máxima Verosimilitud es el más 

adecuado ya que goza de más propiedades que el estimador obtenido por el método de los momentos (Chico, 

2010). Sin embargo, la máxima verosimilitud conduce a un sistema de ecuaciones que no se puede resolver 

de forma analítica, y se necesita recurrir al método numérico, por ejemplo, de Newton-Raphson. 
 

 

 

 

 
Resolución de probabilidades de la distribución Gamma 

 

En R se pueden usar las órdenes >dgamma y >pgamma que devuelven resultados de la función de densidad 

y de densidad acumulada respectivamente. 
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>dgamma(x, “parámetro (α)”, scale = “parámetro (β); escala”) 

Y devuelve el valor de la densidad de probabilidad en cuando la variable aleatoria tiene valor = x 

 
>pgamma(x, “parámetro (α)”, scale = “parámetro (β); escala”; lower.tail = T) 

Devuelve el valor de probabilidad acumulada hasta el valor x. Con lower.tail = F devuelve la probabilidad 

por la derecha. 

Si en lugar de parámetro escala se está usando el parámetro ratio se escribirá; 

>dgamma(x, “parámetro (α)”, ratio = “parámetro (β); escala”) 

>pgamma(x, “parámetro (α)”, ratio = “parámetro (β); escala”; lower.tail = T) 
 

En excel la función es, para la intensidad de probabilidad 

=DISTR.GAMMA(x;”parámetro (α);”parámetro escala (β)”;FALSO) 

Y para la probabilidad acumulada, 

=DISTR.GAMMA(x;”parámetro (α);”parámetro escala (β)”;VERDADERO) 

Pero no permite diferenciar entre “escala” o “ratio”. 

Ejemplos de distribución Gamma 
 

Ejemplo 1. 

En un estudio de la guardia urbana de Barcelona se toma una distribución gamma para modelizar el número 

de víctimas en accidentes de tráfico. Como es más habitual la proporción de 1 ocupante por vehículo 

siniestrado, y es más rara la probabilidad de 4 ó 5 ocupantes por vehículo siniestrado, se crea una distribución 

gamma para modelizar el número de víctimas por accidente de tráfico. El 38% de la distribución lo acumula la 

proporción 1 accidentado por accidente, el 36% 2:1, 16% la 3:1, 6% el 4:1 y finalmente un 3% para 5:1. La 

media del modelo es 1,5 víctimas por accidente, pero no indican el valor de los parámetros α y β tomados en 

cuenta. 

(Análisis del envío de equipos de emergencia para accidentes en las Rondas de Barcelona, pág. 40) 
 
Ejemplo 2. 

También en el ámbito de la siniestralidad viaria, en un estudio de la ciudad de Medellín, Colombia, se usa la 

distribución Gamma para obtener la distribución de probabilidad de la variable aleatoria “edad de 

fallecimiento en accidentes de tráfico”. En este caso explican que se asignaron los parámetros α y  “a ojo”. El 

mejor resultado es el que parece minimizar los errores cuadráticos medios después de varias asignaciones. 

Finalmente obtienen α=2,94 y  =13,94. 

(Panorama de la accidentalidad vial en Medellín en 1999, pág 14) 
 

 

α=2,94 

=13,94 
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Ejemplo 3. Relación entre la distribución gamma y procesos de Poisson 

A una centralita de teléfonos llegan 12 llamadas por minuto, siguiendo una distribución de Poisson. ¿Cuál es 

la probabilidad de que en menos de 1 minuto lleguen 8 llamadas? 

Si    entonces, 

 

 
 

1
8 1 1 12

0

1
( 1) * *

1
(8)

12

u

P x u e du
−

− =


  

Resolviendo en R, 

> pgamma(1, 8, scale = 1/12, lower.tail = T) 

[1] 0.9104955 

> 
Existe un 91,05% de probabilidades de recibir 8 llamadas en un plazo de tiempo de menos de 1 minuto. 

 

Ejemplo 4. 

Si un componente eléctrico falla una vez cada 5 horas, ¿cuál es el tiempo medio que transcurre hasta que 

fallan dos componentes? ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran 12 horas antes de que fallen los dos 

componentes? 

Si    entonces, = 5 horas/fallo 

 

 

𝑃(𝑥 > 12) = 1 −
1

52Γ(2)
∫ 𝑢2−1 ∗ 𝑒

− 
𝑢

1 12⁄
12

0

𝑑𝑢 

Resolviendo en R 

> pgamma(12, 2, scale = 5, lower.tail = F) 

[1] 0.3084410 

> 

En un 30,84% de las situaciones pasarán 12 horas hasta que fallen dos componentes. 

Ejemplo 5. 

En una ciudad se observa que el consumo diario de energía (en millones de kilowatt-hora) es una variable 

aleatoria que sigue una distribución gamma con parámetros α= 3 y  =2. Si la planta de energía que 

suministra a la ciudad tiene una capacidad diaria de generar un máximo de 1, ¿cuál es la probabilidad de 

que haya un día donde no se pueda satisfacer la demanda? 
 

donde, 
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de forma que, 

La probabilidad de que exista 1 exceso, 

 

  

 
 

Resolviendo la integral con ayuda del Derive, la probabilidad obtenida es, 
 

 

La representación gráfica y verificación con Excel del cálculo: 
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Valores de x 

Densidad de 
probabilidad 

Probabilidad 
Acumulada 

Probabilidad 
por la 

derecha 

0 0 0 1 

0,09 0,000483974 1,4684E-05 0,999985316 

0,25 0,003447254 0,000296478 0,999703522 

0,5 0,012168762 0,002161497 0,997838503 

0,75 0,024162514 0,006652214 0,993347786 

1 0,037908166 0,014387678 0,985612322 

1,25 0,052271624 0,025656931 0,974343069 

1,5 0,066426546 0,040505439 0,959494561 

1,75 0,079789996 0,058803721 0,941196279 

2 0,09196986 0,080301396 0,919698604 

3 0,125510715 0,191153169 0,808846831 

4 0,135335283 0,32332358 0,67667642 

5 0,12825781 0,456186873 0,543813127 

6 0,112020904 0,576809919 0,423190081 

7 0,092479487 0,679152801 0,320847199 

8 0,073262556 0,761896694 0,238103306 

9 0,056239295 0,826421929 0,173578071 

10 0,042112169 0,875347981 0,124652019 

12 0,02230877 0,938031196 0,061968804 

14 0,011170554 0,970363836 0,029636164 

16 0,005367402 0,986246032 0,013753968 

18 0,002499049 0,993767805 0,006232195 

20 0,001134998 0,997230604 0,002769396 

25 0,000145572 0,999658545 0,000341455 

30 1,7207E-05 0,999960692 3,93084E-05 

40 2,06115E-07 0,999999544 4,55515E-07 

90 1,44915E-17 1 0 

 

 
Ejemplo 6. 

Si se sabe que el tiempo de sobrevivencia de ratas expuestas a un determinado tóxico es una variable 

aleatoria que sigue una distribución Gamma (5, 10), ¿cuál es la probabilidad de que una rata no supere las 60 

semanas de vida? 
 

 

Resolviendo en R, 

> pgamma(60, 5, scale = 10, lower.tail = T) 

[1] 0.7149435 

 
Su representación gráfica en Excel 
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DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL 

𝜆 = número de ocurrencias en la unidad de tiempo o espacio 

   

0 0 0 0 0 

 

 

La variable aleatoria continúa x, tiene una distribución exponencial, con parámetro 

𝛽 si su función densidad está dada por: 

   

f(x)= 

0           𝑥 < 0 
 



1
 tiempo entre dos ocurrencias consecutivas


= =

1
;     x 0,    0

x

e  


−
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Cuando el número de sucesos por unidad de tiempo sigue una distribución de 

Poisson de parámetro λ (proceso de Poisson), el tiempo entre dos sucesos 

consecutivos sigue una distribución Exponencial de parámetro β = 1/λ. 

De otra forma: 

 
, si 0

( )
0, si 0

xe x
f x

x

 − 
= 


   

 
  x 

La distribución exponencial tiene muchas aplicaciones en el campo de la 

Estadística, particularmente en las áreas de la teoría de confiabilidad y tiempos 

de espera o en problemas de teorías de colas. 

Teorema 1. En la distribución exponencial la media o valor esperado está dada 

por µ = 1/λ, la varianza se da por σ2 = 1/λ2 y por lo tanto la desviación estándar es 

igual a la media σ = 1/λ. 
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Teorema 2. Para un valor dado 𝑥 = 𝑡, la probabilidad acumulada desde 𝑥 = 0 

hasta 𝑥 = 𝑡 está dada por: 

𝐹(𝑡) = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = 1 − 𝑒−𝜆𝑡
𝑡

0

 

Por consiguiente, la probabilidad de que una variable aleatoria con distribución 

exponencial asuma un valor mayor (o mayor o igual) se da porque  

𝐹(𝑥 > 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡 

En la figura se ilustra la gráfica de una exponencial con parámetro 𝜆 = 2. El valor 

esperado o media es aquí de 0.5. Con sombreado claro aparece dibujada la 

probabilidad de que 𝑥 tenga un valor menor a 0.5 y con sombreado oscuro la 

probabilidad de que asuma un valor mayor o igual a 0.5. 

Área de la izquierda = 𝐹(0.5)   Area de la derecha 1 − 𝐹(0.5).  

Se puede demostrar fácilmente que el área de la izquierda es aproximadamente 

63.2% del área total y que el área de la derecha es aproximadamente el 36.8%. 

También se puede demostrar que en la distribución exponencial la probabilidad 

de que 𝑋 sobrepase su valor esperado es igual a 1/𝑒 y la probabilidad de que 

tome un valor menor (o menor o igual) a la media es precisamente de 1 −
1

𝑒
=

0.63212 

 

En resumen: 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑥) = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡 = 1 − 𝐹(𝑥) = 𝑒−𝜆𝑥∞

𝑥
 = probabilidad a mano derecha de 𝑥  

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑥𝑥

0
 = probabilidad a mano izquierda de 𝑥  
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Una propiedad importante es la denominada carencia de memoria, que podemos 

definir así: si la variable X mide el tiempo de vida y sigue una distribución 

Exponencial, significará que la probabilidad de que siga con vida dentro de 20 

años es la misma para un individuo que a fecha de hoy tiene 25 años que para 

otro que tenga 60 años. 

Ejemplo:  

El periodo de vida en años de un interruptor eléctrico tiene una distribución exponencial 

con un promedio de falla de µ =2 años = β 

¿cuál es la probabilidad de que al menos ocho de 10 de tales interruptores, que funcionan 

independientemente, fallen después del 3er año? 

Distribución Exponencial 

2

1 1
0.5

2

 




= =

= = =
  

lim (0 )t t x x

x b x

e dt e e e   


− − − −

→
= − = − − =   

0.5(3)( 3) 0.2231x e− = =   

Empleando la distribución binomial: 

𝑛 = 10   𝑝 = 0.2231 

𝑃(𝑥 ≥ 8) = ∑ (
10
𝑥

) (0.2231)𝑥

10

𝑥=8

(0.7769)10−𝑥 

𝑃(𝑥 = 8) = (
10
8

) (0.2231)8(0.7769)2 = 0.000167 

𝑃(𝑥 = 9) = (
10
9

) (0.2231)9(0.7769)1 = 0.000011 

𝑃(𝑥 = 10) = (
10
10

) (0.2231)10(0.7769)0 = 0.000000 

Por lo que  

𝑃(𝑥 ≥ 8) = 0.000178 
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5.3 Distribuciones normal y normal estándar, uso de tablas de distribución 
normal estándar, la aproximación de la distribución binomial a la 
distribución normal. 
 

DISTRIBUCIÓN NORMAL 

1733 De Moivre 

Laplace, Gauss 

 

 

*DISTRIBUCIÓN NORMAL ESTÁNDAR 

x

x

x
z





−
=   ..........variable normalizada o tipificada 

0z = =   

1z = =   

2
1

21
( ) ;    - <x<

2

2,    constantes

  -  parámetro de localización

  -  parámetro de escala

x    -   variable aleatoria

x

x

x

x

x

x

f x e













 −
−  

 =  

2
1

21
1

2

x

x

x

x

e dx







 − −  
 

−

=
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21

2
1

( ) ;
2

z

f z e z


−

= −       …..Distribución normal estándar 

Se puede demostrar que: 

21

2
1

( ) 1;
2

z

f z dz e dz


  −

− −
= =   

Para el cálculo de probabilidades (área bajo la curva normal) 

2
2

1

1

2
1 2 2 1

1
( ) ( ) ( )

2

zz

z
P z z z e dz F z F z



−

  = = −  

 

 

 

Distribución normal estándar 

N(0,  1)   

La  distr ibución normal  estándar,  o  t ip i f icada o  reducida,  es 

aque l la  que t iene por  media  e l  va lor  cero ,  μ =0 ,  y  por  desviac ión t íp ica 

la  unidad,  σ  =1 .   

( 1 1) (1) ( 1) 0.8413 (1 0.8413) 0.8413 0.1587 0.6826

( 2 2) (2) ( 2) 0.9772 0.0278 0.9544

( 3 3) (3) ( 3) 0.9987 0.0013 0.9974

P z F F

P z F F

P z F F

−   = − − = − − = − =

−   = − − = − =

−   = − − = − =

 

 

 

 

1 
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La probabi l idad de la  var iable  X dependerá del  área del  rec into 

sombreado en la  f igura .  Y  para  ca lcu la r la  u t i l i za remos una  tabla .  

Tip i f icac ión de la  var iable  

Para  poder  u t i l i za r  la  t ab la  tenemos que t rans formar  la  var iab le  X  que 

s igue una  d is t r ibuc ión  N(μ,  σ)  en  ot ra  var iab le  Z  que s iga  una  d is t r ibuc ión  

N(0,  1) .  

 

Cálculo de probabilidades en distribuciones normales  

La  tabla  nos  da  las  probabi l idades de P(z ≤ k) ,  s iendo z  la  var iab le  

t ip i f i cada .  

Es tas  probab i l idades  nos  dan la  función de d istr ibución  Φ(k) .  

F(k)  = P(z ≤ k)  

 

Búsqueda en la  tabla de valor  de k  

Unidades y  déc imas  en  la  co lumna de la  i zqu ierda .  

Centésimas  en  la  f i la  de a rr iba .  

http://www.vitutor.net/1/56.html
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P(Z ≤ a)  

 

P(Z > a)  = 1  -  P(Z ≤ a)  

 

P(Z ≤ −a)  = 1  − P(Z ≤ a)  

 

P(Z > −a)  = P(Z ≤ a)  
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P(a < Z ≤ b  )  = P(Z ≤ b)  − P(Z ≤ a)   

 

P(−b < Z ≤ −a )  = P(a < Z ≤ b  )   

Nos encont ramos con e l  caso  inverso  a  los  anter io res ,  conocemos e l  

va lor  de la  probab i l idad y  se t ra ta  de ha l lar  e l  va lor  de la  absc isa .  Ahora 

tenemos  que buscar  en  la  tab la  e l  valor  que más se aproxime a  K .  

 

P(−a < Z ≤ b  )  = P(Z ≤ b)  − [  1  − P(Z ≤ a)]   

 

p = K  

Para  ca lcu la r  la  var iab le  X  nos  vamos a  la  fórmula de la  t ip i f icac ión.  
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Ejercicio 1. 

Dada una distribución normal con , encuentre la probabilidad de 

que x tome un valor entre 45 y 62. 

 

 

Ejercicio 2. 

Cierto tipo de pila almacenada dura en promedio 3.0 años, con una desviación 

estándar de 0.5 años. Suponiendo que la vida de las pilas está distribuida 

normalmente. a) Encuentre la probabilidad de que una pila dada dure menos de 2.3 

años. b) Si se toman 10 de estas pilas, ¿Cuál es la probabilidad de que más de una 

dure menos de 2.3 años? 

 

b)  

 

50   y  10x x = =

( , , ) ( ,50,10)        z=

45 50 62 50
(45 62) ( ) ( 0.5 1.2)

10 10

                        =F(1.2)-F(-0.5)=0.8849-0.3085=0.5764

x
x x

x

x
N x x

P z P z P z


 



−
= =

− −
  =   = −  

2.3 3
( 2.3) ( 1.4) ( 1.4)

0.5

( 2.3) 0.0808

P x P z P z F

P x

− 
 =  =  − = − 

 

 =

( )

0 10

1 9

( ,10,0.0808)

( 1) 1 [ (0) (1)]

10
(0) (0.0808) (0.9192) 0.4306

0

10
(1) 0.0808 (0.9192) 0.3785

1

( 1) 1 0.8091 0.1909

b x

P x P P

P

P

P x

 = − +

 
= = 
 

 
= = 
 

 = − =
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0.025 0.

Ejercicio 3.  

Un instrumento de precisión se emplea para rechazar hasta todos los componentes 

en los cuales cierta dimensión no cumple con la especificación 1.50  d. Si se sabe 

que esta medición está distribuida normalmente con  y desviación 

estándar de 0.2. Determine el valor d para que la especificación cubra el 95% de las 

mediciones. 

 

 

 

 

 

;x
x x

x

x
z x z


 



−
= = +   

xx d= +   

1.5 1.96(0.2) 1.5

0.3920

d

d

+ = +

=
  

 

APROXIMACIÓN NORMAL A LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL. 

 

 

P=0.5 

n>30  

 

 

 



1.5 =

1.5  y  =0.2;   1.50 d = 

lim ( , , ) ( , , )
n

b x n p N x np npq
→

=

0.95 

0 Z=-1.96 Z=0.975=1.96 

Z 
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Se emplea la variable tipificada: 

 

1.  
0.5 0.5

( )
k np k np

P x k P z
npq npq

 − − − +
=     

 

  

2. 
0.5

( )
k np

P x k P z
npq

 − −
    

 

 

3. 
0.5

( )
k np

P x k P z
npq

 − +
    

 

 

4. 
0.5

( )
k np

P x k P z
npq

 − +
    

 

 

5. 
0.5

( )
k np

P x k P z
npq

 − −
    

 

 

 

 

Ejercicio 1.  

En un proceso se obtiene el 10% de piezas defectuosas. Si de dicho proceso se 

seleccionan al azar 100 piezas, ¿Cuál es la probabilidad de que el número de 

piezas defectuosas exceda de 13? 

100 0.1

100*0.1 10

(1 ) 100*0.1*0.9 3

n p

np

np p





= =

= = =

= − = =

 

13 10 0.5
1.17

3

( 13) ( 1.17) 1 (1.17) 1 0.8790 0.121

z

P x P z F

− +
= =

 =  = − = − =

  

 

0.5
;     0.5 corrección por continuidad

x np
z

npq

− 
= →
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Ejercicio 2.  

Un cuestionario de opción múltiple o selección múltiple contiene 200 preguntas cada 

una con 4 respuestas posibles y de ellas solo 1 es la correcta, ¿Cuál es la 

probabilidad de que por simple conjetura el alumno obtenga entre 25 y 30 

respuestas correctas para 80 de las 200 preguntas cuya respuesta ignora por 

completo? 

80, 0.25,

(80)(0.25) 20,

(1 ) (80)(0.25)(0.75) 3.873

n p

np

np p





= =

= = =

= − = =

    
1

2

25 20 0.5
1.1619

3.873

30 20 0.5
2.7111

3.873

z

z

− −
= =

− +
= =

 

 

 

  

Función generatriz de momentos para una variable aleatoria con distribución 

normal. 

𝑀𝑥(𝑡) = 𝑒
𝜇𝑡+(

𝜎2𝑡2

2
)
 

A partir de estas expresiones pueden calcularse la media y la varianza para cada 

distribución aplicando las propiedades de la función generatriz de momentos. 

  

 

 

 

 

(25 30) (1.16 2.71) (2.71) (1.16) 0.9966 0.8770 0.1196P x P z F F  =   = − = − =
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5.4 Distribuciones Chi-Cuadrada, T de Student, F de Fisher, Weibull y 
distribución Log normal, como modelos teóricos para la estadística aplicada, 
sus parámetros, momentos y funciones generatrices. 
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ORIGEN 

El matemático inglés Karl Pearson (1857 / 1936), con formación en literatura 

medieval alemana, derecho romano, física, biología y teoría política del 

socialismo, hasta 1890 sobresalió por aplicar ampliamente la Estadística y la 

Teoría de la Probabilidad a la solución de diferentes problemas de la ingeniería 

industrial. 

Se deriva de la distribución normal y la distribución gamma. 

APLICACIONES EN EL CAMPO DE LA INGENIERIA 

Sus usos son determinar la resistencia, la fuerza o la durabilidad de aleaciones, 

resortes, engranajes, materias primas, etc. 

RELACION CON OTRAS DISTRIBUCIONES 

La distribución chi cuadrado es un caso especial de la distribución gamma. 
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