PROBABILIDAD TEMAS

5. Modelos probabilisticos de fendmenos aleatorios continuos
Objetivo: EI alumno aplicara algunas de las distribuciones mas utilizadas en la practica de la ingenieria y
elegir la mas adecuada para analizar algun fendmeno aleatorio continuo en particular.

Contenido:

5.1 Distribuciones continuas, distribucion uniforme continua, calculo de su media y varianza, generacion de

numeros aleatorios y el uso de paqueteria de computo para la generacién de numeros aleatorios con
distribucion discreta o continua, utilizando el método de la transformacion inversa.

5.2 Distribucion Gamma, sus pardmetros, momentos y funciones generatrices, distribucion exponencial, sus

pardmetros, momentos y funciones generatrices.

5.3 Distribuciones normal y normal estandar, uso de tablas de distribucion normal estandar, la aproximacion
de la distribucion binomial a la distribucién normal.

5.4 Distribuciones Chi-Cuadrada, T de Student, F de Fisher, Weibull y distribucion Log normal, como
modelos tedricos para la estadistica aplicada, sus pardmetros, momentos y funciones generatrices.

TEMA 5

Modelos probabilisticos de fendmenos aleatorios continuos

Objetivo: El alumno aplicara algunas de las distribuciones mas utilizadas en la practica de la
ingenieria y elegira la mas adecuada para analizar algin fendmeno aleatorio continuo en particular.

5.1 Distribuciones continuas, distribucion uniforme continua, célculo de su media y varianza,
generacion de numeros aleatorios y el uso de paqueteria de cOmputo para la generacion de
nameros aleatorios con distribucién discreta o continua, utilizando el método de la transformacion
inversa.

DISTRIBUCION UNIFORME CONTINUA O RECTANGULAR.

Su funcién densidad de probabilidad es:
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SIMULACION

Simulacion es el proceso de disefiar un modelo de un sistema real y desarrollar
experimentos con este modelo con el propédsito de entender el comportamiento del
sistema o de evaluar varias estrategias (dentro de los limites impuestos por un criterio o
conjunto de criterios) para la operacién del sistema.
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Aunque la construcciéon de modelos arranca desde el Renacimiento, el uso de la palabra
simulacién data de 1949, cuando los cientificos Von Neuman y Ulam que trabajaban en el
proyecto Monte Carlo, durante la Segunda Guerra Mundial, resolvieron problemas de
reacciones nucleares cuya solucién experimental seria muy cara y el analisis matematico
demasiado complicado.

Definicién de simulacion:

Thomas H. Naylor la define asi: Simulacién es una técnica numérica para conducir
experimentos en una computadora digital. Estos experimentos comprenden ciertos tipos
de relaciones matematicas y logicas, las cuales son necesarias para describir el
comportamiento y la estructura de sistemas complejos del mundo real a través de largos
periodos de tiempo.

Modelado de simulacién:

Es una metodologia que busca:

Describir el comportamiento del sistema

Construir teorias o probar hipétesis con base en el comportamiento observado.
Usar estas teorias para predecir comportamientos futuros.

Ventajas de la simulacién:

Se recomienda usar la simulacion cuando existan una o mas de las siguientes
condiciones:

No haya una formulacién matematica completa del problema o los métodos de solucion
del modelo matematico no hayan sido desarrollados. Muchos modelos de lineas de espera
estan en esta categoria.

Los métodos analiticos estan disponibles, pero los procedimientos matematicos son tan
complejos y tediosos que la simulacion proporciona un método de solucion mas simple.

Las soluciones analiticas existen y son posibles pero la habilidad matematica del
personal disponibles no es suficiente.

El costo de disefiar, probar y correr una simulacién debera evaluarse contra el costo de
obtener ayuda externa.

Si se desea observar una historia simulada del proceso en un periodo de tiempo para
estimar ciertos parametros.

La simulacion puede ser la unica posibilidad debido a la dificultad en conducir
experimentos y observar fendbmenos en su medio ambiente real. Por ejemplo: danos
ecoldgicos, plagas, vehiculos espaciales, etc.

El manejo de experimentos en tiempo acelerado o retardado segun la naturaleza del
fendmeno.

Una ventaja adicional de la simulacion es su potencial educativo y su aplicacion en la
capacitacion.
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Método de la transformada inversa

Flx) o cdf

X

El método de la transformada (o transformacion) inversa, también conocido como metodo de la inversa
de la transformada,* es un método para la generacion de niimeros aleatorios de cualquier distribucion de
probabilidad continua cuando se conoce la inversa de su funcion de distribucion (cdf). Este método es en
general aplicable, pero puede resultar muy complicado obtener una expresion analitica de la inversa para
algunas distribuciones de probabilidad. EI método de Box-Muller es un ejemplo de algoritmo que aunque
menos general, es mas eficiente desde el punto de vista computacional.

El método se utiliza para simular valores de las distribuciones normal, binomial, Poisson,
exponencial, Cauchy, triangular, de Pareto y Weibull.

r

Obtencion del método
El método de la transformada inversa se basa en el siguiente teorema:

Teorema de inversion. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribuciéon de probabilidad
acumulada F, continua e invertible, y sea F ' su funcién inversa. Entonces, la variable aleatoria U = F(X)


https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_la_transformada_inversa#cite_note-aalto-1
https://es.wikipedia.org/wiki/Generador_de_n%C3%BAmeros_aleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmeros_aleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad_continua
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_probabilidad_continua
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_inversa
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Box-Muller
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_exponencial
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Cauchy
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_triangular
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Pareto
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_de_Weibull
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_distribuci%C3%B3n
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Inversion_method2.svg
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tiene distribucién uniforme en (0,1) . Como consecuencia, si U es una variable
aleatoria uniforme en(0,1) entonces la variable aleatoria X = F*(U) satisface la distribucién F.

El método

El problema que resuelve el método de la transformada inversa es el siguiente:

« Sea X una variable aleatoria cuya distribucion puede ser descrita por la cdf F. (funcién de probabilidad
acumulada)

o Se desea generar valores de X que estan distribuidos segun dicha distribucion.

Numerosos lenguajes de programacion poseen la capacidad de generar nimeros pseudo-aleatorios que se
encuentran distribuidos de acuerdo con una distribucion uniforme estandar. Si una variable aleatoria posee
ese tipo de distribucidn, entonces la probabilidad de que el nimero caiga dentro de cualquier subintervalo
(a, b) del intervalo entre 0 a 1 es la longitud del subintervalo, o sea b — a.

El método de la transformada inversa funciona de la siguiente manera:

1. Se genera un numero aleatorio a partir de la distribucion uniforme estandar; se lo llama u.
2. Se calcula el valor x tal que F(x)=u ;y se le llama Xelegido-

3. Se toma Xelegido COMO el nimero aleatorio extraido de la distribucion caracterizada por F.



https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_uniforme_(continua)
https://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Distribuci%C3%B3n_continua_uniforme&action=edit&redlink=1
https://es.wikipedia.org/wiki/Variable_aleatoria
https://es.wikipedia.org/wiki/Lenguajes_de_programaci%C3%B3n
https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi%C3%B3n_de_n%C3%BAmeros_pseudoaleatorios
https://es.wikipedia.org/wiki/Distribuci%C3%B3n_uniforme
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Demostracion del teorema

Sea

FY(u)=inf{x|F(X)=u,0<u <1}

Pr(F*(U) < x)

=Pr(inf{x| F(x) =U}< x) (por definicién de F™)

=Pr(U <F(x)) (aplicando F , que es mono6tona, a ambos lados)

=F(x) (porque Pr(U <y)=y, dado que U es uniforme en el intervalo unitario)

Fix) :cdf



https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Generalized_inversion_method.svg
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Ejemplos de obtencion de nimeros aleatorios con diferentes distribuciones de probabilidad
utilizando Excel.

5.2 Distribucién Gamma, sus pardmetros, momentos y funciones generatrices,
distribucidon exponencial, sus parametros, momentos y funciones
generatrices.

Funcion Gamma

Ahora estudiaremos una funcion conocida como la funcion gamma I'(x) , la cual es de gran
importancia en analisis y en aplicaciones. Esta funcion se define en términos de una integral

impropia, la cual no puede calcularse en términos de funciones elementales.

Definicion [Funcion Gamma]

La funcién I':[0,c0] >R dada por
I'(x) = j: e 't dt

se conoce como la funcion gamma. Su grafica se muestra en la figura 1.

- 20

Figura 1.
El siguiente teorema establece una de las propiedades mas importantes de la funcién gamma.
Teorema [Recursividad de gamma]

Paratoda x>0 se tiene que
Tz +1) = zT(z)

obienT(x) =(x—DI'(x—-1)
Demostracion

Integrando por partes
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T(z) = f ette— 14t
o

Ejemplo
Calcule F(EJ
2

Solucioén

1 = .
T'(=]= —3et dt
()1 e

ul—t
- ijefuzdu
(0]

= va

El resultado anterior puede generalizarse, como muestra en el siguiente corolario.

Corolario [Recursividad de Gamma]
Parax >0 p=12,.. yn=1,2,...setiene que

Tfz+p)=(z+p—-1)z+p—2)...2(z)
Six = ndonde n es entero y positivoy p =1
entonces'(n+ 1) =n(n—1)(n—2) - (2)()n'(1) =n!T(1)

r@ = f e~tdt = lim etk o (-1 =1
0

—00 0

Combinando estas dos relaciones se obtiene que el factorial de un nimero
entero y positivo es un caso especial de la funcion Gamma:

m+1) =n!
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Observacion: La funcion I'(n + 1) = n!, se le conoce como el factorial generalizado. Se puede
emplear también: T'(n) = (n-1)!

Ejemplo
Calcular los valores de F(Ej FFJ F(—E)
2 2 2

Solucidn
Usando la propiedad recursiva, tenemos que:

()
HR R

De donde
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Valores de la funcion Gamma

r(-3/2) =2F ~ 2.363
'(-1/2) =-2/m =~ -3.545
/2 =@ =177
I'(1) = 0! =1
r@3/2) = ~ 0.886
I'(2) 1! =1
r'(5/2) =2£ ~ 1.329
I'(3) = 2! =2
r'(7/2) =23~ ~3323
I'(4) 3! =6

La distribucion Gamma

Es una distribuciéon adecuada para modelar el comportamiento de variables aleatorias continuas con
asimetria positiva. Es decir, variables que presentan una mayor densidad de sucesos a la izquierda de la
media que a la derecha. En su expresion se encuentran dos parametros, siempre positivos, (o) y (B) de los
que depende su forma y alcance por la derecha, y también la funcién Gamma I'(«), responsable de la
convergencia de la distribucion.

Los parametros de la distribucién

El primer pardmetro (a) sitda la maxima intensidad de probabilidad y por este motivo en algunas fuentes se
denomina “la forma” de la distribucién: cuando se toman valores préximos a cero aparece entonces un dibujo
muy similar al de la distribucion exponencial. Cuando se toman valores mas grandes de (a) el centro de la
distribucion se desplaza a la derecha y va apareciendo la forma de una campana de Gauss con asimetria
positiva. Es el segundo parametro (f3) el que determina la forma o alcance de esta asimetria positiva
desplazando la densidad de probabilidad en la cola de la derecha. Para valores elevados de () la distribucion
acumula mas densidad de probabilidad en el extremo derecho de la cola, alargando mucho su dibujo y
dispersando la probabilidad a lo largo del plano. Al dispersar la probabilidad la altura maxima de densidad
de probabilidad se va reduciendo; de aqui que se le denomine “escala”. Valores mas pequefios de () conducen
a una figura mas simétrica y concentrada, con un pico de densidad de probabilidad mas elevado.

Una forma de interpretar (f3) es “tiempo promedio entre ocurrencia de un suceso”. Relacionandose con el
parametro de la Poisson como 3=1/A. Alternativamente A sera la razén de ocurrencia: A=1/f.
La expresién ! también sera necesaria mas adelante para poder llevar a cabo el desarrollo matematico.

Relacion con otras distribuciones

Si se tiene un parametro o de valores elevados y 3 pequeiia, entonces la funcién Gamma converge con la
distribucién normal. De media 4 = a * B, y varianza o® = a * B2 .

Cuando a = 1y = 0la distribucién Gamma es exactamente la distribucion exponencial con parametro
(a=1).

Cuando la proporcién entre parametros es[a = g : B = v]entonces la variable aleatoria se distribuye como
una Chi-cuadrado con v grados de libertad.

Si a=1, entonces se tiene la distribucién exponencial negativa de parametro A=1/f.

10
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Ventajas

De esta forma, la distribucién Gamma es una distribucidn flexible para modelar las formas de la asimetria
positiva, de las mas concentradas y puntiagudas, a las mas dispersas y achatadas. Como ejemplos de
variables que se comportan asi:

- Nimero de individuos involucrados en accidentes de trafico en el area urbana: es mas habitual que la
mayoria de los reportes abiertos den la proporcién de 1 herido por vehiculo, que otras proporciones
superiores.

- Altura a la que se inician las precipitaciones; sucede de forma mas habitual precipitaciones iniciadas a una
altura baja, que iniciadas a gran altitud.
- Tiempo o espacio necesarios para observar X sucesos que siguen una distribucién de Poisson.

- Distribucidn de la finura de fibras de lana: la mayoria presentan una menor finura que unas pocas fibras
mas gruesas.

Inconvenientes

Problemas en la complejidad de algunos calculos, especialmente respecto a la funcién Gamma cuando el
parametro a es un valor no entero. También problemas de cdlculo en la estimacién de los parametros
muestrales. Ambos inconvenientes se pueden abordar satisfactoriamente con ordenador.

Para valorar la evolucién de la distribucién al variar los pardmetros se tienen los siguientes graficos. Primero
se comprueba que para a=1 la distribucion tiene similitudes con la exponencial.

1 0,3
0’9 = =
0.8 o=1 o=1
0,7 B =1 0!2 B =5
0,6
0,5 = Densidad de = Densidad de

0,4 probabilidad probabilidad
03 01
0,2
0,1 =
0 T 1 1 1 1 0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
0,2
a=1 B
=10
0,1 - == Densidad de
probabilidad
0 T 1 1
0 20 40 60

11
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Si ahora se hace variar el parametro alfa,

0,4 =2 0,2 3
0,3 B=1 B =2
0,2 = Densidad de 0,1 = Densidad de

probabilidad probabilidad

0,1
0 1 1 1 0 1 T T T 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20 25 30
0,1
a=4
p=3
= Densidad de
probabilidad
0 T T T 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Y para valores altos de oy pequefios de 3, se observa la convergencia con la normal,

0,2
= Densidad de probabilidad

0,1
0 |
0 5 10 15 20 25

Como ya se ha indicado, la expresion de la distribucion Gamma incluye la propia funcién Gamma I" (@), que
para valores enteros de alpha se ha demostrado que I'(a) = (a¢ — 1)! En este caso la distribucién Gamma se
conoce como “distribucién de Erlang”.

Valor o Funcién

Gamma

1 1

2 1

3 2

4 6

5 24

6 120

7 720

8 5040

9 40320

10 362880

11 3628800

12 39916800
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Para valores no enteros, el valor de la funcién Gamma se obtiene a partir de,

I'a) :J x@ 1 x e Xdx
0

La funcién de densidad de la distribucién Gamma es,

™R

— 1 a—1
fO) = e sx e

donde x>0y a, B son parametros positivos.

Se puede ver que para a=1 la funcién de densidad ser3,

f(x) = N P
1*1

lo que significa que una distribucién Gamma de parametro a=1y 3 =0 es una distribucién exponencial de
parametro a=1.

Se demuestra que f(x) es una funcién de densidad porque para f(x)=0 y haciendo el cambio de variable h = 3

@ R W T(@)
fof(x)dx_r(a)*fux bre M dr = e e

La funcién de distribucién es,

1 x 2
F(X):P(XSX):W*f u¥ lxe Bxdu
0

sz s oan . 1
La funcidn caracteristica es, teniendo en cuenta de nuevo queh = 3

+eo teo o pa h& @ heit
{J (f) _f eux (x)dx — J. etlxi* x(t—l % e*hx * dx = *j h< % e—( —z.tjxdx —
x R , r'(a) ra J
@
+ oo o
_ I'(a) _f 1w emth=itir g = (1) = he I'(a) :( ht ) _ 1_ -
(h—ixt)e  J, * MNa) (h—i=t)® \h—it 17%

—-a

it
e =(1-3)
y volviendo a f=1/h,

b =(1-frixD)@

1

13
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W= 1
La esperanza matematica ser3, siendo h* = E
hﬂf
r'a)
h T(a+1) 1 axI'(a) «a
= * = — x = —
r'a) hatl h  TI'(a) h

+co o [es]
E(X)_J’ X*f(x)*dx—rfza)f xx Y xe Wudx =
0

co
f @ % o MYy dy =
0 0

Volviendo a f3;
E(X) = af
La varianza sers3,
V) = E(?) = (E(0)

donde otravezh = %

, e h® ™. h®
E(X%) :f x* '(x)dx:—f x?xx® T xe W wdy = X w e Y w dy =
0 / r'(a) Jy r'(a) J,
h T'e+2) 1 (a+D=I'(a) ala+1)
* = — % =
I'(a) hat2 h? I'(a) h?

ala+1) a2 a’+a-—-a’® «
X)=EX)—(Ex)) =— ", (Zy =2 777 _ 2
VOO =) - (EX) h? *(h) h? n?
Y volviendo a 3;

V(X) = apf? - desv.tipica = D(X) = pVa

La moda se puede calcular como M, = (a — 1)f

Si se buscan estimadores de los parametros de la distribucion, el Método de Maxima Verosimilitud es el mas
adecuado ya que goza de mas propiedades que el estimador obtenido por el método de los momentos (Chico,
2010). Sin embargo, la maxima verosimilitud conduce a un sistema de ecuaciones que no se puede resolver
de forma analitica, y se necesita recurrir al método numérico, por ejemplo, de Newton-Raphson.

r'(a) n B
—ln|3 - m + Ziﬂlnxi =0

1
i=1Xi

n+*pf

Resolucion de probabilidades de la distribucion Gamma

En R se pueden usar las 6rdenes >dgamma y >pgamma que devuelven resultados de la funcién de densidad
y de densidad acumulada respectivamente.

14
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>dgamma(x, “parametro (a)”, scale = “parametro (3); escala”)
Y devuelve el valor de la densidad de probabilidad en cuando la variable aleatoria tiene valor = x

>pgamma(x, “parametro (a)”, scale = “parametro (3); escala”; lower.tail = T)
Devuelve el valor de probabilidad acumulada hasta el valor x. Con lower.tail = F devuelve la probabilidad
por la derecha.

Si en lugar de pardmetro escala se estd usando el parametro ratio se escribira;
>dgamma(x, “parametro (a)”, ratio = “parametro (f3); escala”)
>pgamma(x, “parametro (a)”, ratio = “parametro (f3); escala”; lower.tail = T)

En excel la funcidn es, para la intensidad de probabilidad
=DISTR.GAMMA(x;”parametro (a);”parametro escala (8)”;FALSO)

Y para la probabilidad acumulada,

=DISTR.GAMMA (x;”parametro (a);”"parametro escala (§)”;VERDADERO)
Pero no permite diferenciar entre “escala” o “ratio”.

Ejemplos de distribucién Gamma

Ejemplo 1.
En un estudio de la guardia urbana de Barcelona se toma una distribuciéon gamma para modelizar el nimero

de victimas en accidentes de trafico. Como es mas habitual la proporciéon de 1 ocupante por vehiculo
siniestrado, y es mas rara la probabilidad de 4 6 5 ocupantes por vehiculo siniestrado, se crea una distribuciéon
gamma para modelizar el nimero de victimas por accidente de trafico. E1 38% de la distribucién lo acumula la
proporcién 1 accidentado por accidente, el 36% 2:1, 16% la 3:1, 6% el 4:1 y finalmente un 3% para 5:1. La
media del modelo es 1,5 victimas por accidente, pero no indican el valor de los parametros a y 8 tomados en
cuenta.

(Andlisis del envio de equipos de emergencia para accidentes en las Rondas de Barcelona, pdg. 40)

Ejemplo 2.
También en el ambito de la siniestralidad viaria, en un estudio de la ciudad de Medellin, Colombia, se usa la

distribucién Gamma para obtener la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria “edad de
fallecimiento en accidentes de trafico”. En este caso explican que se asignaron los parametros ay £ “a ojo”. El
mejor resultado es el que parece minimizar los errores cuadraticos medios después de varias asignaciones.
Finalmente obtienen a=2,94 y f =13,94.

(Panorama de la accidentalidad vial en Medellin en 1999, pdg 14)

0,03 |
0,025 |

===Densidad de probabilidad

0,02 - a=2,94

oot B 13,04

0,01 A

0,005 -
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Ejemplo 3. Relacién entre la distribucién gamma y procesos de Poisson

A una centralita de teléfonos llegan 12 llamadas por minuto, siguiendo una distribucién de Poisson. ;Cual es

la probabilidad de que en menos de 1 minuto lleguen 8 llamadas?

llamadas

Sid=12

entonces, 1 minuto

B

minuto [
12 llamadas

La funcion de distribucidn es,

; 1 ! a—1 -3
I-(x)zP(XSx):m*f u“txe PBxdu
0

u

. u
*I uttxe ¥2qy

P(x<l)= 1
—I'(8
T
Resolviendo en R,

> pgamma(1, 8, scale = 1/12, lower.tail = T)

[1] 0.9104955

>
Existe un 91,05% de probabilidades de recibir 8 llamadas en un plazo de tiempo de menos de 1 minuto.

Ejemplo 4.
Si un componente eléctrico falla una vez cada 5 horas, ;cudl es el tiempo medio que transcurre hasta que

fallan dos componentes? ;Cudl es la probabilidad de que transcurran 12 horas antes de que fallen los dos
componentes?

1 fallo 1

5 horas

Sid=

entonces, f§ = % = += 5 horas/fallo

o le|

E(X)=a=p3=2%5=10horas

u

P(x>12)=1 ! flz 2-1,4 o7 1/12 ¢
— — — *
x 52T (2) J, u e u

Resolviendo en R

> pgamma(12, 2, scale = 5, lower.tail = F)
[1] 0.3084410

>

En un 30,84% de las situaciones pasaran 12 horas hasta que fallen dos componentes.

Ejemplo 5.
En una ciudad se observa que el consumo diario de energia (en millones de kilowatt-hora) es una variable

aleatoria que sigue una distribucion gamma con parametros a= 3 y f =2. Si la planta de energia que
suministra a la ciudad tiene una capacidad diaria de generar un maximo de 1, ;cudl es la probabilidad de
que haya un dia donde no se pueda satisfacer la demanda?

=R

— 1 a—1
f(x)_ﬁﬂf(a)*x % e

donde,

16
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a=3 =2
Ne)=(n-1D!'=r@3)=0B-1)'=2
de forma que,

x
*xz*e 2

6 =575

La probabilidad de que exista 1 exceso,

1 u
Fl)=P(X<1) = *f wilxe 2du =
0

23 %2
Resolviendo la integral con ayuda del Derive, la probabilidad obtenida es,

- 11—6* (16 —26 x e 9°) = 0,01438

La representacidn grafica y verificacion con Excel del calculo:

0,2

=—4=—Densidad de probabilidad

TEMAS
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Ejemplo 6.

Si se sabe que el tiempo de sobrevivencia de ratas expuestas a un determinado téxico es una variable

Densidad de  Probabilidad  FroPabilidad
Valores de x . por la
probabilidad Acumulada derecha

0 0 0 1
0,09 0,000483974 1,4684E-05| 0,999985316
0,25 0,003447254| 0,000296478| 0,999703522
0,5 0,012168762| 0,002161497| 0,997838503
0,75 0,024162514| 0,006652214| 0,993347786
1 0,037908166 | 0,014387678| 0,985612322
1,25 0,052271624| 0,025656931| 0,974343069
15 0,066426546 | 0,040505439| 0,959494561
1,75 0,079789996 | 0,058803721| 0,941196279
2 0,09196986| 0,080301396| 0,919698604
3 0,125510715| 0,191153169| 0,808846831
4 0,135335283| 0,32332358| 0,67667642
5 0,12825781| 0,456186873| 0,543813127
6 0,112020904| 0,576809919| 0,423190081
7 0,092479487| 0,679152801| 0,320847199
8 0,073262556 | 0,761896694| 0,238103306
9 0,056239295| 0,826421929| 0,173578071
10 0,042112169| 0,875347981| 0,124652019
12 0,02230877| 0,938031196| 0,061968804
14 0,011170554| 0,970363836| 0,029636164
16 0,005367402| 0,986246032| 0,013753968
18 0,002499049| 0,993767805| 0,006232195
20 0,001134998| 0,997230604| 0,002769396
25 0,000145572| 0,999658545| 0,000341455
30 1,7207E-05| 0,999960692| 3,93084E-05
40 2,06115E-07| 0,999999544 | 4,55515E-07
90 1,44915E-17 1 0

TEMAS

aleatoria que sigue una distribucién Gamma (5, 10), ;cudl es la probabilidad de que una rata no supere las 60

semanas de vida?

Resolviendo en R,

P(X < 60) =

> pgamma(60, 5, scale = 10, lower.tail = T)

[1] 0.7149435

Su representacion grafica en Excel

1
105(51)!*[U

60
X

5

_x
“1xe 10 % dx

18
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0,025

0,02

0,015 +

0,01

0,005 -

——Densidad de probabilidad

40

60 80 100 120

TEMAS
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DISTRIBUCION EXPONENCIAL
A =numero de ocurrencias en la unidad de tiempo o espacio

A

00000

Estacion de Servicio

1 ) )
,3 = I = tiempo entre dos ocurrencias consecutivas
La variable aleatoria continla x, tiene una distribucion exponencial, con pardmetro
B si su funcion densidad esta dada por:

[ -X

1eﬂ; x>0, B>0
B

fo)= <
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PROBABILIDAD TEMA 5

Cuando el numero de sucesos por unidad de tiempo sigue una distribucion de
Poisson de pardmetro A (proceso de Poisson), el tiempo entre dos sucesos
consecutivos sigue una distribucién Exponencial de parametro 8 = 1/A.

De otra forma:

—AX - >
F(x) = Ae™, S-IX_O
0, six<0

X

La distribucion exponencial tiene muchas aplicaciones en el campo de la
Estadistica, particularmente en las areas de la teoria de confiabilidad y tiempos
de espera o en problemas de teorias de colas.

Teorema 1. En la distribucién exponencial la media o valor esperado esta dada
por i = 1/\, la varianza se da por 0% = 1/A? y por lo tanto la desviacion estandar es
igual a la media o = 1/A.
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Teorema 2. Para un valor dado x = t, la probabilidad acumulada desde x =0
hasta x = t esta dada por:

t
F(t) = j le™Mdx=1—e
0

Por consiguiente, la probabilidad de que una variable aleatoria con distribucion
exponencial asuma un valor mayor (o mayor o igual) se da porque

Fix>t)=e™™

En la figura se ilustra la gréfica de una exponencial con pardmetro A = 2. El valor
esperado o media es aqui de 0.5. Con sombreado claro aparece dibujada la
probabilidad de que x tenga un valor menor a 0.5 y con sombreado oscuro la
probabilidad de que asuma un valor mayor o igual a 0.5.

Area de la izquierda = F(0.5) Area de la derecha 1 — F(0.5).

Se puede demostrar facilmente que el drea de la izquierda es aproximadamente
63.2% del area total y que el drea de la derecha es aproximadamente el 36.8%.

También se puede demostrar que en la distribucidon exponencial la probabilidad
de que X sobrepase su valor esperado es igual a 1/e y la probabilidad de que

tome un valor menor (o menor o igual) a la media es precisamente de 1 —i =
0.63212

1-F(0.5)

En resumen:
P(X =x) = fxoo Ae Mdt =1 — F(x) = e~ = probabilidad a mano derecha de x

PX<x)= f;le‘“dt = 1 — e~* = probabilidad a mano izquierda de x

22
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TEMA 5

Una propiedad importante es la denominada carencia de memoria, que podemos

definir asi: si la variable X mide el tiempo de vida y sigue una distribucion

Exponencial, significara que la probabilidad de que siga con vida dentro de 20

afnos es la misma para un individuo que a fecha de hoy tiene 25 afios que para

otro que tenga 60 afos.

Ejemplo:

El periodo de vida en afios de un interruptor eléctrico tiene una distribucion exponencial

con un promedio de falla de p =2 afios =3

¢cual es la probabilidad de que al menos ocho de 10 de tales interruptores, que funcionan

independientemente, fallen después del 3er afio?
Distribucion Exponencial

p=2=p
A=r-2-05
B2

jw/ie‘“dt =—lime™| =—(0-e™)=e*

b—o0 X

(x>3)=e® =0.2231

Empleando la distribucion binomial:

n=10 p =0.2231

10

P(x>8) = z (1x°) (0.2231)% (0.7769)10-

x=8
P(x =8) = (8 ) (0.2231)%(0.7769)% = 0.000167
_qy - (10 9 1 _
Pix=9)=( o ) (0.2231)°(0.7769)" = 0.000011

P(x = 10) = (18) (0.2231)1°(0.7769)° = 0.000000

Por lo que

P(x > 8) = 0.000178
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5.3 Distribuciones normal y normal estandar, uso de tablas de distribucion
normal estandar, la aproximacion de la distribucion binomial a la
distribucion normal.

DISTRIBUCION NORMAL

1733 De Moivre

Laplace, Gauss

Afxem )
f(x)= \/%O_ e 2[ o ] ; -00<X<00

2, r constantes

4, - parametro de localizacion
o, - pardmetro de escala

X - variable aleatoria

—3o —2ao —1ao K 1o 2o 3o

Distribucién de probabilidad alrededor de la media enuna &~
disfribucion Miy, o).

1( x—u §
1 7 *E[Tx]
e “dx=1
\/27Z'O'X_‘[O
*DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR
Z= XZhe variable normalizada o tipificada
O-X
u, =p1=0
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1 o ,
f(z)=——==e? ; —ow<z<ow ....Distribucién normal estandar

2z
Se puede demostrar que:
© 1 o 122
_[_w f(z)dz ZEL"e 2 dz=1,
Para el célculo de probabilidades (area bajo la curva normal)

1,
P(z,<2<12,)= 2 dz=F(z,)-F(z)

1 ["e
N

SN
i
/ N\
il ¥ "‘
/ ’ b
I
/ \
f’f = b
/ A\
/ ﬁ“‘\

P(-1<z<1)=F(l)- F(-1) = 0.8413— (1— 0.8413) = 0.8413 — 0.1587 = 0.6826
P(-2<2<2)=F(2)- F(-2) =0.9772-0.0278 = 0.9544
P(-3< z <3) = F(3) - F(~3) = 0.9987 — 0.0013 = 0.9974

Distribucion normal estandar

N(O, 1)

La distribuciéon normal estandar, o tipificada o reducida, es
aquella que tiene por media el valor cero, J =0, y por desviacion tipica

la unidad, o =1.
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La probabilidad de la variable X dependera del area del recinto

sombreado en la figura. Y para calcularla utilizaremos una tabla.

Tipificaciéon de la variable

Para poder utilizar la tabla tenemos que transformar la variable X que
sigue una distribucién N(H, o) en otra variable Z que siga una distribucidn

N(O, 1).

Calculo de probabilidades en distribuciones normales

La tabla nos da las probabilidades de P(z = k), siendo z la variable

tipificada.

Estas probabilidades nos dan la funcion de distribucién ® (k).

F(k) = P(z < k)

Busqueda en la tabla de valor de k

Unidades y décimas en la columna de la izquierda.

Centésimas en la fila de arriba.
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PROBABILIDAD

P(Z < a)

P(Z>a)=1-P(Z < a)

P(Z<-a)=1-P(Z < a)

/

P(Z > —a) = P(Z = a)

TEMAS
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\"‘“——__
i) a b

P(-b<Z<-a)=P(a<Z=sb)

Nos encontramos con el caso inverso a los anteriores, conocemos el
valor de la probabilidad y se trata de hallar el valor de la abscisa. Ahora

tenemos que buscar en la tabla el valor que mas se aproxime a K.

AN

P(—a<Z=b)=P(Z=b)-[1-P(Z = a)]

Para calcular la variable X nos vamos a la formula de la tipificacion.
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Ejercicio 1.

Dada una distribucion normal conx, =50 y o, =10, encuentre la probabilidad de
gue x tome un valor entre 45y 62.

N =(x,p,0,)=(x5010) z=2_*x

Oy

4550 62—50
<<
10 10
=F(1.2)-F(-0.5)=0.8849-0.3085=0.5764

P(45<z<62)=P(

)=P(-05<2<1.2)

Ejercicio 2.

Cierto tipo de pila almacenada dura en promedio 3.0 afios, con una desviacion
estandar de 0.5 afios. Suponiendo que la vida de las pilas estd distribuida
normalmente. a) Encuentre la probabilidad de que una pila dada dure menos de 2.3
afos. b) Si se toman 10 de estas pilas, ¢, Cual es la probabilidad de que mas de una
dure menos de 2.3 afios?

Pl X= 23 ) 0.0808

2.3-3
0.5

|P(x < 2.3) =0.0808

P(x<2.3)= P(z< j: P(z <-1.4) = F(-1.4)

b)

b(x,10,0.0808)
P(x>1)=1-[P(0) + P(1)]

P(0) = {lgj(0.0808)°(0.9192)l° = 0.4306

P(1) = (1;)](0.0808)1 (0.9192)° =0.3785

P(x >1) =1-0.8091=[0.1909
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Ejercicio 3.

Un instrumento de precision se emplea para rechazar hasta todos los componentes
en los cuales cierta dimensién no cumple con la especificacion 1.50 + d. Si se sabe
que esta medicion esta distribuida normalmente con , =1.5 Yy desviacion

estandar de 0.2. Determine el valor d para que la especificacion cubra el 95% de las
mediciones.

#=15y o=0.2; 1.50=+d

v
N

7=-1.96 0 7=0.975=1.96

z= ; X=10,+ 4,

X=pu, +d

1.5+d =1.96(0.2) +1.5
d =0.3920

APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL.

I!im b(x,n, p) = N(x,np,/npq)

P=0.5

n>30
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Se emplea la variable tipificada:

—np+
Z:x np+£0.5.

Jopg

0.5 — correccién por continuidad

[ERN
0
—
x
I
>
N—r
l
T
VR
~
|
>
©
|
IA
N
IA

2. P(x>2k)=P|z>

3. P(x<k)=P|z<

4. P(x>k)=P z>w]

5. P(x<k)~P Z<MJ

Ejercicio 1.

En un proceso se obtiene el 10% de piezas defectuosas. Si de dicho proceso se
seleccionan al azar 100 piezas, ¢ Cual es la probabilidad de que el nUmero de
piezas defectuosas exceda de 13?

n=100 p=0.1
£ =np=100*0.1=10
o =np(l- p) =+100*0.1%0.9 =3

,_ 13-10+0.5 117

P(x>13)=P(z>1.17)=1- F(1.17) =1-0.8790 = 0.121
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Ejercicio 2.

Un cuestionario de opcién multiple o seleccion multiple contiene 200 preguntas cada
una con 4 respuestas posibles y de ellas solo 1 es la correcta, ¢Cual es la
probabilidad de que por simple conjetura el alumno obtenga entre 25 y 30
respuestas correctas para 80 de las 200 preguntas cuya respuesta ignora por
completo?

n=80, p=0.25, zl:%:umg
=np = (80)(0.25) = 20, '
#=np =(80)(0.25) 30-20+05

o=Jnp(L—p) =/(80)(0.25)(0.75) =3.873 L=~ 5o =27111

P(25< x<30) = P(L.16 < z < 2.71) = F(2.71) — F (1.16) = 0.9966 — 0.8770 =[0.1196

Funcién generatriz de momentos para una variable aleatoria con distribucion
normal.

o P 116 <X< 21 = 0

o?t?
ut+(—2 )

M, (t) =e

A partir de estas expresiones pueden calcularse la media y la varianza para cada
distribucion aplicando las propiedades de la funcién generatriz de momentos.
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5.4 Distribuciones Chi-Cuadrada, T de Student, F de Fisher, Weibull y
distribucion Log normal, como modelos tedricos para la estadistica aplicada,
sus parametros, momentos y funciones generatrices.

DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE LA NORMAL

Son tres distribuciones derivadas de la normal. las cuales se aplican es estadistica inferencial para modelas las
distribuciones en el muestreo. Estas distribuciones derivadas de la distribucion normal son: la ji-cuadrada

( Ve ) la t de Student y la F de Fisher-Snedecor.

1. Ladistribucién ji-cuadrada.

La distribucion ji-cuadrada surge de la suma de normales estandar al cuadrado. su definicion formal es la
siguiente:

Definicion 1.1 Sean Zl ‘Zl Zk variables aleatorias independientes con distribucion normal estandar,

entonces la variable aleatoria dada por:

2

X=Z+7+Z +.+Z] (1.1)

Tiene una distribucion conocida como ji-cuadrada con k grados de libertad.

Teorema 1.1 Sea .\ una variable aleatoria ji-cuadrada con k grados de libertad. entonces su funcion de
densidad es:

]. I —x/2
Je(x) = 7,,(7\.\‘&#‘ ™ para x> 0; v ( en otro caso (1.2)
2ver| & }
2

\

y

Observese que la funcion de densidad ji-cuadrada corresponde a una densidad gamma con parametros

k
:2 = —
£ V 2

La siguiente grafica muestra la funcion de densidad de esta variable para distintos valores de k., observe que
cuando k es pequeiio la probabilidad se concentra en valores pequefios y conforme & crece la probabilidad se
concentra en valores mayores.
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Distribucion ji-cuadrada

k=6

0.08 k=18
0.06 \ k=30
0.04
““‘"‘__
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Dado que la ji-cuadrada es | suma de variables aleatorias independientes, por el teorema del limite central, esta
distribucion se aproxima a un normal conforme k crece, como se puede ver en la grafica.

El unico parametro de la distribucion ji-cuadrada son los grados de libertad (el parametro k) que corresponde al
numero de variables aleatorias independientes en la suma que define la variable. La variable ji-cuadrada siempre
es positiva, pues corresponde a la suma de variables al cuadrado.

ORIGEN

El matemaético inglés Karl Pearson (1857 / 1936), con formacion en literatura
medieval alemana, derecho romano, fisica, biologia y teoria politica del
socialismo, hasta 1890 sobresalié por aplicar ampliamente la Estadistica y la
Teoria de la Probabilidad a la solucion de diferentes problemas de la ingenieria
industrial.

Se deriva de la distribucion normal y la distribucion gamma.

APLICACIONES EN EL CAMPO DE LA INGENIERIA

Sus usos son determinar la resistencia, la fuerza o la durabilidad de aleaciones,
resortes, engranajes, materias primas, etc.

RELACION CON OTRAS DISTRIBUCIONES

La distribucion chi cuadrado es un caso especial de la distribucién gamma.
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T r
Teorema 1.2 Si }il Yy };2 son dos variables aleatorias independientes, tales que X, 1~ Jji-cuadrada con n

grados de libertad yXQ ~~ ji-cuadrada con m grados de libertad, entonces Xl + XQ ~ ji-cuadrada con n +m

grados de libertad.
Resumen Variable aleatoria ji-cuadrada
1 Ef2-1_—x/2
Funcion de densidad fk(x) = 7-!(1' / e u para X =0
2

Media H=k
Varianza o =2k

i6 i M (H)=(1-20"" r<=
Funcion generatriz de momentos x - > 9

Tablas estadisticas/Distribucion chi-cuadrado

= Tahlas estadisticas

La Distribucién chi-cuadrado, tiene por funcion de densidad

/21 gwf2 .

282 D(k/2)

Donde el parametro k de xf se denomina grados

xi(z) =

de libertad de la distribucian.

La Distribucion chi-cuadrado no tiene sentido para
valores negativos de X, como se puede veren la

figura.

Téngase en cuenta que para k= 1y k = 2 la funcion de densidad para x = 0, se hace infinito:

x1(0) = o0

x3(0) = o0

Para el resto de los valores de K, para x = 0, la funcion vale 0.

La Distribucién de probabilidad de esta funcion
para valores menores de un x dado, que
representamos por (x2 < )

P{xﬁ <:$)=‘/:xidu

donde:

21 g2

[[xe-
0 0

—d
282 T(k/2) : ;

Esta integral no tiene una solucion conecida, v sole se conocen métodos numéricos para calcular sus valores, hay
distintos tipos de tablas y algoritmos para ordenador con los que se pueden calcular sus soluciones, veamos una

tabla distribucién chi-cuadrado v su modo de utilizacion.
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La mayoria de los fextos de Probabilidad y Estadistica contienen tablas de la distribucion ji-cuadrada con los
valores de x, tales que

P(X>x)=«a
Para

a =0.995,0.99.0.975,0.95,0.90,0.10,0.05,0.025,0.01,0.005

Si se requiere calcular la probabilidad del complemento se usa la formula:

P(X =x)=1-P(X =x)

Ejemplo 1. Sea X una variable aleatoria ji-cuadrada con 9 grados de libertad. encontrar el valor de x. tal que:

e P(X=>x)=0.025
e« P(X <x)=0.025

Solucion:

Para hallar el valor de x, tal que:
P(X = x)=0.025

En la tabla de la ji-cuadrada busque en la columna correspondiente la probabilidad 0.025 y el renglon de 9
grados de libertad para encontrar x =19.023.

Para determinar el valor de x. tal que:
P(X =x)=0.025.

Se encuentra la probabilidad del complemento P(X = x) = 0.975. ahora en la columna de 0.975 busque el

renglon de 9 grados de libertad y ahi se encuentra el valor de x =2.700.

ji-cuadrada con 9 grados de libertad

0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02 0.025 0.025

0 27 5 10 15 19.023 25 30 35 40 45
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ejemplo:

Cual es la Distribucion de probabilidad de chi-cuadrado de 4 grados de libertad de que x=< 1.2
Buscando en |a tabla la columna del 4 y |a fila de 1,2, tenemos:

P(x? < 1,2) = 0,121901

Para otros valores de x [editar]
En la tabla podemos encontrar directamente la |:;roI:)Eir:nilidadipl:x?G << a:}: pero se pueden presentar otros casos

veamos algunos.
Para la variable mayor que X | editar]
A\

Para calcular P{xi = m}, partimos de la expresion:

PG <a)4 P(d > o) =1
_

La probabilidad de que la variable estadistica sea menor
J

que X mas la probabilidad de que sea mayor que xes la
/

certeza, de probabilidad 1.

Operando:
P(xi >z)=1—P(xi <z)

Ejemplo | editar ]

3.4
P(xg > 3,4)

segun lo anterior:

buscando en 1a tabla tenemos:
P(x2 < 3,4) = 0,242777

con lo que tenemos:
P(x% >3,4) =1-—0,24277T
operando tenemos:
P(xg > 3,4) =0,757223

gue es la respuesta a la pregunta.

Calcular la distribucidn de probabilidad de una variable estadistica chi-cuadrado, de 6 grados de libertad sea mayor de
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Para la variable mayor que x1 y menor que X2 | editar
N

Para calcular la probabilidad de que:

Pz < x3 < z2)

siendo:
R )
A

tenemos que:
Pz, < x3 < @) =P(xi <z)— P(x2 <)

[ editar |

Ejemplo
Cual es 1a probabilidad de que una variable chi-cuadrado de 8 grados de libertad este comprendida entre 3.4y 5.6

Esto es:
P(3,4 < x3 < 5,6)

seqln la tabla tenemaos:
P{xf,; < 3,4) = 0,093189
P(x3 < 5,6) = 0,308063

segln lo anterior, tenemos que:
P(3,4 < x3 <5,6) = P(x% <5,6) — P(x < 3,4)

SUSUIU}"EHGO los valores:
P(3,4 < x2 < 5,6) = 0,308063 — 0, 093189

operando:
P(3,4 < x2 <5,6) =0,214874

Con lo gue tenemos la respuesta.
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Distribucion Ji cuadrada

] 5] 973 K3 ¥}
T 00015 0| o I D016 | el Thaz
z 0020 0446 ESIE)
3 [ [ [H
4 5989
5 728U
& (X
T GR0F
[ G524 | 10214 | 11030
£l 100656 | 11384 | 12242
L]
16
B
3 26.01%
4
5
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E
19
6061
L) ST
a0 3660 61691
(5 36391 5 05T
50 [RETE T6.154 | 79490 | Bo.660
55 47610 2297 | 85744 | 43167
[0 52264 8379 | 91952 | 49607
[E] 56,990 5] .47
T0 169K 689 7] M.71s 100.43
75 E6A1T 008 | 1858 | 85066
0 NEDN D T
90 | 5155 | 0196 524 | ones0 | 1wr0s
| 28 | 70065 [ TN T Y
) NOENTN EEACE Ta0a6 | 14500 TEI20 | Tei3s W

8.4: 5i5?es la varianza de una muestra aleatoria de tamafio n que se toma de una poblacidn
normal que tiene la varianza o, entonces el estadistico

Teorem

n {XJ —E}:

tiene una distribucidn chi cuadrada con v = n — 1 grados de libertad.

Un fabricante de baterias para automdvil garantiza que su producto durard, en promedio,
3 afios con una desviacidn estindar de 1 afio. 81 cinco de estas baterias tienen duraciones
de 1.9,2.4,3.0,3.5 v 4.2 afios, jel fabricante continuari convencido de que sus baterias
tienen una desviacidn estindar de 1 afio? Suponga que las duraciones de las baterias si-
guen una distribucién normal.

Solucidn: Primero se calcula la varianza de la muestra usando el teorema 8.1,

jemplo 8.7

,  (5)(48.26) — (15)°

o (3)4) 0815.
Entonces, 40815
yi=202D) 396
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es un valor de una distribucién chi cuadrada con 4 grados de libertad. Como 93% de los
valores x? con 4 grados de libertad cae entre 0.484 v 11.143, el valor calculado con
a?= 1 es razonable y, por lo tanto, el fabricante no tiene razones para sospechar que la
desviacion estindar no sea igual a | afio.

LA DISTRIBUCION t DE STUDENT.

La distribucion ¢ de Student la propuso en 1908 William S. Gosset, quien usaba el seudonimo de Student en
sus publicaciones y se define asi:

Definicion 1.2 Sean X'y ¥ variables aleatorias independientes, tales que X ~ N(0.1) y Y~ ji-cuadrada con

n grados de libertad, entonces la variable:

X (11)
,’Y/rr -

Es una variable t de Student con n grados de libertad. Los grados de libertad corresponden a los

W =

grados de libertad de la ji-cuadrada del denominador.

distribucion t de Student para diferentes grados

de libertad
0.45

=1 k=2 k=5 k=10
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La mayoria de las tablas reportan los valores de la distribucién acumulada t de Student, estoessi X ~7 conn
grados de libertad, en la tabla se dan los valores de

P(X <x)=«

En el renglon superior de la tabla se hallan los valores para

a =0.75,0.90,0.95,0.975,0.99,0.995,0.9975,0.9999,0.99995,0.999975 y0.99999

En la primera columna estan los grados de libertad y en las restantes columnas se encuentran los valores de x.

Ejemplo 2.

Sea X distribuida como # de Student con 10 grados de libertad, encontrar la probabilidad.

e PX<x)=0095

¢ PX=x)=0.05

¢ P(X <=x)=0.05

Solucion:

e La probabilidad P(X = x)=0.95se lee directamente en la tabla. de manera que se debe ir a la
columna sefialada como .95 en esta columna se observara el renglon de los grados de libertad igual
que 10. ahi se encuentra el valor de x =1.812.

e Laprobabilidadde P(X = x)=0.05.no latrae la tabla, pues la variable aleatoria X esta por arriba

del valor X. Para poder utilizar las tablas, se determina el complemento de esta probabilidad

P(X = x)=1-0.05=0.95. ahora. en la columna correspondiente a (.95 se busca el renglén de

10 grados de libertad y en esa celda se halla el valor de x =1.812 .
La probabilidad de P(X < x) = 0.05 es una probabilidad acumulada. pero en la tabla no se encuentra

el 0.05. de manera que para encontrar el valor de X se utiliza la simetria de la distribucion ! . entonces
se satisface que P(X <—x)=P(X =>x)=0.05 y es el mismo valor del inciso anterior.

x=1.812.
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Si el tamafio de la muestra es suficientemente grande, digamos n = 30, la distribu-
cion de T no difiere mucho de la normal estindar. Sin embargo, para n < 30 es qtil tratar
con la distribucién exacta de T. Para desarrollar la distribucion muestral de 7, supon-
dremos que nuestra muestra aleatoria se selecciond de una poblacion normal. Podemos
escribir, entonces,

T (X —w/(a/\n) Z
- /STt SVin—-1)
donde _)? —n

T o/\/n
tiene una distribucién normal estiandar y

_(n—1)§*

Vv 72

tiene una distribucion chi cuadrada con v = n— 1 grados de libertad. Al obtener muestras
de poblaciones normales se puede demostrar que Xy S son independientes y, en con-
secuencia, también lo son Z y V. El siguiente teorema proporciona la definicién de una
variable aleatoria T como una funcién de Z (normal estandar) y x2. Para completar se
proporciona la funcién de densidad de la distribucién f.

Teorema 8.5: Sea Zuna variable aleatoria normal estindar y V una variable aleatoria chi cuadrada con
v grados de libertad. Si Zy V son independientes, entonces la distribucidén de la variable
aleatoria T, donde 7

SV

es dada por la funcidn de densidad

!t(r]n_il_,(w,leﬁ (1+v) R o0 < | < 00,

Esta se conoce como la distribucién ¢ con v grados de libertad.

A partir de lo antes expuesto, y del teorema anterior, se deriva el siguiente corolario.

Corolario 8.1f Sean X - X e Xn variables aleatorias independientes normales con media p y desvia-
cidn estindar o. Sea

_ i = , 1 < _
X:EZX,- y S-:H_lz(x,-—){)z.
i=1 i=1

Entonces la variable aleatoria ;,—_V% tiene una distribucién f con v = n — 1 grados de li-
bertad.
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Ejemplo 8.8: | El valor f con v = 14 grados de libertad que deja una drea de 0.025 a la izquierda y, por
lo tanto, una drea de 0.975 a la derecha, es

fo.ors = —lo.o2s = —2.145. i |

Ejemplo 8.9: | Calcule Pl—tgps < T < fpps).
Solucion: Como t, _deja una drea de 0.05 a la derecha y —

w0os deja una drea de 0.025 a la izquier-
da, obtenemos una drea total de

1 —0.05—-0.025 = 0.925
entre —f, .. ¥ 1 En consecuencia,

Pi{—toms < T < tggs ) = 0.925. N |

Ejemplo 8.10: | Calcule & tal que P(k < T < —1.761) = 0.045 para una muestra aleatoria de tamafo
15 que se selecciona de una distribucién normal y j:’__v%

Ejemplo 8.10:| Calcule ktal que P(k < T < —1.761) = 0.045 para una muestra aleatoria de tamaiio

15 que se selecciona de una distribucién normal y %

0.045
Kk —Ipoos

I
I
I
1
I
I
I
1
1
I
I
I

0

Figura 8.10: Valores f para el ejemplo 8.10.

Solucidén: A partir de la tabla A.4 advertimos que 1.761 corresponde a 1, cuando v = 14. Por lo
tanto, —f, - = —1.761. Puesto que en el enunciado de probabilidad original k estd a la
izquierda de —t, . = —1.761, tenemos que k = —t_. Entonces, a partir de la figura 8.10,

tenemos
0.045 =005 -, o «=0005

Asi, de la tabla A4 con v = 14,

k=—tpos ==297Ty P(-2977T < T < —1.761) = 0.045. i |
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Ejemplo 8.11: | Un ingeniero quimico afirma que el rendimiento medio de la poblacién de un cierto

Solucidn:

proceso de lotes es SO0 gramos por mililitro de matena prima. Para verificar dicha afir-
macién muestrea 25 lotes cada mes. Si el valor f calculado cae entre —f v £, .. queda
satisfecho con su afirmacion. ;Qué conclusion deberia sacar de una muestra que tiene
una media ¥ = 518 gramos por mililitro y una desviacion estindar muestral s = 40 gra-
mos? Suponga que la distribucidn de rendimientos es aproximadamente normal.

En la tabla A 4 encontramos que 1, ,, = 1.711 para 24 grados de libertad. Por lo tanto, el
ingeniero quedard satisfecho con esta afirmacién si una muestra de 25 lotes rinde un
valor f entre —1.711 y 1.711. 81 4 = 500, entonces,

un valor muy superior a 1.711. La probabilidad de obtener un valor ¢, con v = 24, 1gual
o mayor que 2.23, es aproximadamente 0.02. Si g > 500, el valor de  calculado de la
muestra seria mids razonable. Por lo tanto, es probable que el ingeniero concluya que el
proceso produce un mejor producto del que pensaba.
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Distribucion t de Student

TEMA 5

]
_ v ] ] ) ; 50 R [
= l.__.--| I g 1051 1821 21205 15854 1.376
s T8 | daaE U1
¥ E] 3696 3482 0578
4 1858 0841
L 0.520
[] [
T 0856
] 0.88%
E] 0.883
0 0.87%
1T 0.7
11 0873
13 0870
JE] 0.868
15 0.B&E
[ 0.863
I7 0883
] 0.861
v 0.BEL
T C.860
T [EESE]
1] 0.838
3 0.838
] 0.837
5 0.836
6 0.B36
il 0.835
23 0833
i 0.834
30 034
El 0.853
ER] 0853
EE] 0.853
34 0852
35 0.852
40 0831
A5 0.850
S0 0845
55 0.848
[] 0848
[5] 0.847
i) 0847
] 0846
a0 0.B46
B 054
100 0843
150 0844
<) 0.842
. . .
Distribucion F
Usada en teoria de probabilidad y estadistica, la distribucién F es una distribucion de probabilidad continua. También se le conoce come distribucién F de
Snedecor (por George Snedecor) o como distribucion F de Fisher-Snedecor (por Ronald Fisher). Fisher-Snedecor
Una variable aleatoria de distribucién F se construye como el siguiente cociente: a5
Ul ﬂ‘dl
 Un/dy a
donde g d1=100, d2=100
« Uy y Uy siguen una distribucion chi-cuadrado con dy y d; grados de libertad respectivamente, y
« Uy y Uy son estadisticamente independientes, 8
05
La di 6n F aparece frecuentemente como la distribucion nula de una prueba estadistica, especialmente en el analisis de varianza. Véase el test F. \§\
La funcion de densidad de una F(dy, dy) viene dada por 0 2 a 9 a :
(2) 1 dyz 42 1 dyx a2 1 Funcién de densidad de probabilidad
€)= — @
9 Bd:/2,d2/2) \dhz+ds diz+d; .
para todo nimero real x = 0, donde d y d, son enteros positivos, y B es la funcion beta ;
La funcién de distribucion es e /_,..—-—-‘"
©
G(a) = I a (dy/2,ds/2) 3 /
dirtdy e — d1=1,d2=1
donde [ es la funcion beta incompleta regularizada « — di=2,d2=1
84 d1-5, d2-
R ) d1-100, d2-=1
Distribuciones relacionadas [zdiar] 24 d1=100, d2-100

« ¥ ~ x3, es una distribucion ji-cuadrada cuando ¥ = lim vy X para X ~ F (1, 13)
sy

1 2 3 4 5
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Aplicaciones [editar]

= Pruebas de homocedasticidad

Enlaces externos [editar]

 Tablas de la distribucion F de Fisher-Snedecor®

» Distribution Calculator@ Calcula las probabilidades y valores criticos para las distribuciones normal. ¢, ji-cuadrada y F
» [1]&? Calcular la probabilidad de una distribucién F-Snedecor con R (lenguaje de programacion)

Ejercicios distribucion f fisher

832 palabras | 4 paginas
“DISTRIBUCION F DE FISHER”

1.- Para una distribucion F encuentra:
a) f0.05 con gl=7 y gl=15; = 2.71

b) f0.05 con gl=15 y gl=7; = 3.51
c) f0.01 con gl=24 y gI=19; = 2.92

TEMA 5

Funcién de distribucion de probabilidad

Parametros

Dominio
Funcién de densidad

(pdf)

Funcién de distribucion

(edn)
Media

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

feditar datos en Wikidata]

d) f0.95 con gl=19 y gl=24; = 1/F = 1/(24,19,0.05) = 1/ 2.11 = 0.4339

e) f0.99 con gl=28 y gl=12; = 1/F = 1/(12,28,0.01) = 1/ 2.9 = 0.3448

dy >0, d; = Ogrados de

libertad
€ [0;+00)

I ae (di/2,d2/2)

iy
dy
dy —2
d—2 dy
T4 d 2
2 (dy +dy — 2)
di(dy — 2)*(d; — 4)
dy >4
(2d; + da — 2)\/B(d; —4)
(dz — 6)\/di(dy +dy —2)

parad; > 6

parads > 2

parad, > 2

para
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2.- Encuentra el valor:

a) F(10,20,0.95) y un extremo derecho.

1F20,10,0.05=12.77=0.3610

b) F(10,15,0.99) y extremo izquierdo

F(15,10,0.01) = 4.56

c) F(16,18,0.02) y ambos extremos. No existe valor en tablas d) F(8,20,0.01) y un extremo izquierdo.

F(8,20,0.01)= 3.56

e) F(8,20,0.05) y un extremo derecho.

1F20,8,0.05=15.36=0.1865

Se requiere que la temperatura permanezca constante durante la operacién de horneado. Se hizo un estudio para medir la
varianza en la temperatura de los dos hornos en funcionamiento. Antes de que el termostato reestableciera la flama, la
variancia en la temperatura del horno A fue iguala 2.4, resultante de 16 medidas. La variancia del horno B fue 3.2,
resultante de 12 mediciones.. Proporciona esta informacion evidencia suficiente para concluir que existe una diferencia en

las variancias para los dos hornos. Utiliza a=0.01.
Horno 1 | Horno 2 | N1= 16 | N2=12 | 02= 2.4 | 02= 3.2 | F=16-13.212-12.4(1)=1.81

F(11,15,0.05) No existe en tablas

9.- Se realizd un estudio para decidir si hay o no la misma variabilidad en |la presion sanguinea sistdlica entre hombres y
mujeres. Se utilizaron muestras aleatorias de 16 hombres y 13 mujeres para contrastar la afirmacion de los investigadares

en el sentido de que las variancias eran diferentes. Utiliza a=0.05 y los siguientes datos:

Hombres: 120 120 118 112 120 114 130 114 124 125 130 100 120 108 112 122
Mujeres: 122 102 118 126 108 130 104 116 102 122 120 118 130

S512=62.19
522=98.34

F=16-198.3413-162.34=1.97
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6.10 Distribucion de Weibull (opcional)

La tecnologia actual permite que los ingenieros disefien muchos sistemas complicados
cuya operacion y seguridad dependen de la confiabilidad de los diversos componentes
que conforman los sistemas. Por ejemplo, un fusible se puede quemar. una columna de
acero se puede torcer o un dispositivo sensor de calor puede fallar. Componentes idénticos,
sujetos a idénticas condiciones ambientales, fallarin en momentos diferentes e imprede-
cibles. Ya examinamos el papel que desempeifian las distribuciones gamma y exponencial
en estos tipos de problemas. Otra distribucién que se ha utilizado ampliamente en afios

recientes para tratar con tales problemas es la distribucion de Weibull, introducida por
el fisico sueco Waloddi Weibull en 1939.

Distribucion de La variable aleatoria continua X tiene una distribucién de Weibull, con parametros o
Weibull y 3, sisu funcion de densidad es dada por

Teorema 6.8:

apxf-lema’ x50,

0, en otro caso,

flx:a,3)= {

dondex > 0y 3 > 0.

En la figura 6.30 se ilustran las grificas de la distribucion de Weibull para & = 1 y diver-
sos valores del pardmetro 3. Vemos que las curvas cambian de manera considerable para
diferentes valores del pardametro 3. Si permitimos que 3 = 1, la distribucién de Weibull
se reduce a la distribucién exponencial. Para valores de 3 > 1 las curvas adoptan ligera-
mente la forma de campana y se asemejan a las curvas normales, pero muestran algo de
asimetria.

La media y la varianza de la distribucion de Weibull se establecen en el siguiente teo-
rema. Se solicita al lector que haga la demostracion en el gjercicio 6.52 de la pagina 206.

La media y la varianza de la distribucién de Weibull son

(i) oo (o) [ (3]}

Al igual que la distribucidn gamma y la exponencial, la distribucién de Weibull se
aplica a problemas de confiabilidad y de prueba de vida como los de tiempo de operacion
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fx)

3=35

1 1 | 1
0 0.5 7.0 15 20 ¢

Figura 6.30: Distribuciones de Weibull (a = 1).

antes de la falla o la duracién de la vida de un componente, que se miden desde alguin
tiempo especifico hasta que falla. Representemos este tiempo de operacién antes de la
falla mediante la variable aleatoria continua T, con funcién de densidad de probabilidad
f(r), donde f(r) es la distribucién de Weibull. Esta tiene la flexibilidad inherente de no
requerir la propiedad de falta de memoria de la distribucién exponencial. La funcion de
distribucién acumulativa (fda) para la distribucién de Weibull se puede escribir en forma
cerrada y realmente es muy util para calcular probabilidades.

Fda parala La funciéon de distribucion acumulativa para la distribucion de Weibull es dada
distribucién por

de Weibull B
Fix)=1—e ™, para x =0,

paracx > 0y 3 > 0.

Ejemplo 6.24: |El tiempo de vida X, en horas, de un articulo en el taller mecdnico tiene una distribucidén
de Weibull con &« = 0.01 y 3 = 2. ;Cudl es la probabilidad de que falle antes de 8
horas de uso?

Solucién: P(X < 8) = F(8) = 1 — e~ @018 =] _(.527 = 0.473. A1
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La duracion de un componente eléctrico sigue una distribucion
exponencial con media 10000 horas. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que si el componente ha durado mas
de 20000 horas, dure mas de 21000 horas. Comparar esta
probabilidad con la probabilidad de que dure entre 0 y 1000 horas.
Comentar razonadamente el resultado.

b) Sise instalan 4 de esos componentes en serie en un aparato,
calcular la probabilidad de que el aparato siga funcionando al
cabo de 10000 horas.

SOLUCION:
a) Pr(T = 21000|T = 20000) = '_,;,' =0.905 = ¢! = Pr(T = 1000);
b) Pr{Funciene) = Pr(T > 10000)* = 0.018.

Sea X una variable aleatoria de Weibull de parametro 7 = | que
representa la duracion de un componente hasta que se averie.

Para montar un circuito, buscamos componentes gue nos duren al
menos 500 unidades de tiempo.

Para seleccionar esos componentes nos dan a elegir entre 2 fipos.
Los componentes del Tipo 1 estan sin estrenar, mientras que los
componentes del Tipo 2 no son nuevos.

¢ Que tipo de componentes es el mas adecuado para nosotros?

SoLUCION:

Si X es una Welbull de paramatro 5 = 1, &l componenta anvejeca.
Cada vez le resulta mas dificll sobrevivir; es decir,

PriX = iy 4+ r|X = i) < PriX > 1.

Por tanto nos interesa al componante sin estrenar.

TEMA 5
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Ejercicio Fiabilidad

El tiempo T en segundos que tarda en conectarse a un servidor durante un dia
laborable sigue una distribucién de Weibull de parametros o = 0.6 y & = 1/4, mientas
que un fin de semana es una Weibull de pardmetros « = 0.24y 3 = 1, donde la
densidad de la Weibull se escribe como

fi = ()%rf ncxp{_(:l;)~’}.

Se quiere saber:
(a) Tiempo medio que tardaremos en conectarnos en ambos tipos de dia;

b) Calcula, para ambos tipos de dia, la probabilidad de tardar mas de 10 segundos
en realizar la conexion

(c) Sillevamos ya 5 segundos esperando a que se efectué la conexién, ;cual es la
probabilidad de que la conexién se demore aun 10 segundos mas?

(d) ¢Era de esperar el resultado que se obtiene en (¢)?.

SOLUCION:

I = laborable; F= fin de semana;

(a) pup =144 seq., pr = 0.24 seq. ;

(b} Pr(Ty, = 10} = 0.133, Pr(T¢ = 10) = 0;

(c) Pr(T. = 15|T. > 5) = 0.5845, Pr(Ty > 15|TF > 5) = Pr(Tf > 10);
(d) El resultado era previsible al ser 3, < 1;

Analisis Weibull: Ejemplos Basicos de como usarlo para los
Analisis de Confiabilidad

Introduccion

El analisis de Weibull es la técnica mayormente escogida para estimar una probabilidad basada en datos
medidos o asumidos. La distribucién de Weibull, descubierta por el sueco Walodi Weibull, fue anunciada por
primera vez en un escrito en 1951.

El modelo Weibull tiene una interesante propiedad ligada a que segun sean los valores de, puede presentar tasas
de fallo crecientes, decrecientes o constantes. Asi, cuando B=1 el modelo Weibull se convierte en exponencial y
presenta tasa de fallos constante. El modelo exponencial es por tanto un caso particular del modelo Weibull,
cuando B=1 el modelo tiene tasa de falla creciente y cuando B<1 presenta tasa de falla decreciente. El modelo
Weibull es muy versatil y en la practica es uno de los mas utilizados.

El objetivo de este articulo es presentar una serie de ejemplos practicos basada en mi concepto de compartir el
conocimiento, que permitan dar una vision general del uso del analisis Weibull.
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1. Funcion de Densidad de Probabilidad

No esta contemplado dar un curso de estadistica, sin embargo, hay conceptos basicos que tenemos que tener
claros para el desarrollo que cualquier analisis probabilistico. Como por ejemplo, qué es la Funcion de Densidad
de Probabilidad; esta “caracteriza del comportamiento de una poblaci()q en tanto especifica la posibilidad
relativa de que una variable aleatoria continua X tome un valor cercano a x. "

La funcién de Densidad (f (1) es la Funcidon de Densidad de Probabilidad (PDF)) y la Funcién de Distribucidn,
estas funciones sirven para estudiar los datos de duracion. La PDF es a menudo calculada a partir de, en nuestro
caso, datos de fallas reales.

F(t) es la funcion de distribucion acumulada (CDF). Es el area bajo la curva f(t) de 0 a t. (algunas veces llamada
la no confiabilidad o probabilidad de falla acumulada).

o F(t)=ff(t)dt
* F®)=Pr(T<t) = f(x)dx

f(t)
I(Atx f(t))

ar t

Figura 1. F(t) es la funcion de distribucién acumulada(CDF).
Fuente: El autor.

Para el caso de analisis Weibull las funciones son las siguientes:

3
+ Distribucion de densidad de probabilidad (PDF)

ro-(#5) )
n

+Distribucién de probabilidad acumulada (CDF)
(-
F@)=1-¢€"" (2)

« Parametro a

Vg

R
a- zx G)
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« Parametro B

n

S[xome)] |

1<
Hni__z—zln()(i) (4)
ZX:B ﬁ ng

Donde:

v t—eslavariable de tiempo.
» B - es el parametro de forma.
» n - es el parametro de escala o caracteristica de vida.

La distribucién de Weibull es atil por su habilidad para simular un amplio rango de distribuciones como la
Normal, la Exponencial, etc. Las ‘[écnicaf discutidas en la distribucion de Weibull son similares a las usadas con
las distribuciones Normal y Log-Normal .

Supongamos que usted quiere entrar al negocio de ventas en mercado electronico, realizé una investigacién de
los 10 productos que mas se venden y escogio el producto numero dos (2), “Accesorios para teléfonos maviles”,
segun los “Blogs de Shopify”, para iniciarse en el mundo de las ventas online. Ahora la pregunta del millén:
;Cuanto tengo que comprar o invertir para revender y poder generar utilidad? En vista de su nulo conocimiento
de este negocio, se consigue un socio capitalista que esta empapado del mercado y este le dice, una vez que ya
calculd el precio de venta que quiere, que usted compre solamente los suficientes “Accesorios para teléfonos
mdviles” de tal manera que, una vez terminadas las ventas, solo le queden sin vender aproximadamente el 10%
de estos accesorios. Usted, como buen ingeniero de mantenimiento y conocedor de estadistica, decide hacer un
ANALISIS DE WEIBULL (dado que a nosotros los ingenieros nos gusta complicarnos la vida y “si lo puedes hacer
dificil, ;Por qué hacerlo facil?"). Ademas, la cantidad de “Accesorios” a vender es un nimero aleatoriamente
variable.

Nuevamente realizaron un analisis de mercado con sus posibles competidores, con la ayuda del socio y
apoyados por un software o simplemente a mano, tabularon los datos de venta promedio de diez posibles
competidores y procedieron a calcular lo gque se conoce como RANGO MEDIO (se puede encontrar en los libros
de estadistica), para cada uno de ellos. El Rango Medio es un numero entre 0 a 1 que refleja en orden
ascendente la fraccion del valor del dato que es menor que el mismo dato. Asi, se obtiene la Tabla No. 1, una vez
ordenados los datos:
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ORDEN DATO  |RANGO MEDIO
1 1,500 6.73%
2 2,000 16.35%
3 2,300 25.96%
4 2,700 35.58%
5 3,100 45.19%
6 3,350 54.81%
7 3,700 64.42%
8 3,983 74.04%
9 4,283 83.65%

10 4,583 93.27%

Tabla 1. Resumen de ventas promedios de
sus competidores.
Fuente: El autor.

Como resultado inicial de acuerdo a lo indicade en la tabla No.1, hay un 93.26% en el gue la cantidad de
accesorios a vender serd menor al 4,583 ya que el rango medio es 0.93269. Pero, ;Cudnto comprar para revender
y poder cumplir con el requerimiento del socio capitalista?

Continuando con el desarrollo del ANALISIS DE WEIBULL y con una hoja en Excel, dibujamos en un gréafico el
doble logaritmo de los datos en cuestion, y obtuvimos el Grafico de Weibull (ver Figura No. 2).
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Utilizando el "Excel”, calculamos a la ecuacion de la recta de la hoja logaritmica y obtuvimos la siguiente:

2.2725
» Y = 5E-00x (5)

» R2=0.9815(6)

La pendiente de la linea recta que intercepta la mayoria de los puntos en el Grafico de Weibull, es también el
Factor de Forma B (2.2725) e indica a qué tipo de distribucion de probabilidad se aproxima (normal, lognormal,
exponencial, etc.). La vida caracteristica, n, es el momento en que se espera que sea el 63,2% del Rango Medio
de la linea recta. Este 63.2% es cierto para todas las distribuciones de Weibull, independientemente del
parametro de forma (3, que corresponde cuando t = n (aproximadamente 3,800) en la ecuacion 1, como lo indica
la IEC 61649-2008 — Weibull analysis.

Volviendo a nuestro ejemplo para un 10% de ventas no satisfechas, se localiza en la linea recta con una
probabilidad de 0.90 (90%). Para este dato, el punto ocurre en aproximadamente los 4,250 accesorios. (Y justo
en ese momento nos dimos cuenta para qué estudiamos probabilidad y estadisticas en la universidad).

Con el Grafico de Weibull, usted puede hacer estimaciones de probabilidades utilizando la linea recta, o
simplemente leyendo la probabilidad en la escala vertical, para un dato (en este caso, un nimero de accesorios).

T 00.0%
90% }

% »
g
63.29 b= ¢ t= ¢ = e s = mm e - o s owm s omm o mm o Em s _— -
|‘ o
=
2 . 4
= y = 5E-09x2.2725
3 R?=0.9815 L3
[=] ; :
3 :
® *
¢
10.0%
100 1,000 10,000

) _ 4,250
Cantidad de Accesorios '

Figura 2. Grafico de Weibull.
Fuente: Ef autor.

De acuerdo a la grafica de Weibull, el ndmero estimado de "Accesorios para teléfonos moviles” a comprar, para
un 10% de accesorios no vendidos, se localiza en la linea recta con una probabilidad de 0.90 (90%). Para este
dato, el punto ocurre en aproximadamente los 4,250 accesorios.

55



PROBABILIDAD

Utilizando el "Excel”, calculamos a la ecuacion de la recta de la hoja logaritmica y obtuvimos la siguiente:

2.2725
» Y = 5E-00x (5)

» R2=0.9815(6)

La pendiente de la linea recta que intercepta la mayoria de los puntos en el Grafico de Weibull, es también el
Factor de Forma B (2.2725) e indica a qué tipo de distribucion de probabilidad se aproxima (normal, lognormal,
exponencial, etc.). La vida caracteristica, n, es el momento en que se espera que sea el 63,2% del Rango Medio
de la linea recta. Este 63.2% es cierto para todas las distribuciones de Weibull, independientemente del
parametro de forma 3, que corresponde cuando t = n (aproximadamente 3,800) en la ecuacién 1, como lo indica
la IEC 61649-2008 — Weibull analysis.

Volviendo a nuestro ejemplo para un 10% de ventas no satisfechas, se localiza en la linea recta con una
probabilidad de 0.90 (90%). Para este dato, el punto ocurre en aproximadamente los 4,250 accesorios. (Y justo
en ese momento nos dimos cuenta para qué estudiamos probabilidad y estadisticas en la universidad).

Con el Grafico de Weibull, usted puede hacer estimaciones de probabilidades utilizando la linea recta, o
simplemente leyendo la probabilidad en la escala vertical, para un dato (en este caso, un nimero de accesorios).

Ejemplo de Analisis Weibull aplicado a Fallas de Equipos

La técnica de Analisis Weibull puede ser usada para estimar probabilidad de muchos casos, por lo que
continuando con nuestros ejemplos, nos enfocaremos en un analisis de confiabilidad asociado a una estadistica
de fallas de equipos de una planta Fraccionadora de Gas, para lo cual tenemos la siguiente estadistica de
Tiempo Para Falla (TPF).

Lk :Ji}rden TPF Rango Medio
1 240.00 4.02%
2 264.00 9.77%
3 312.00 15.52%
4 408.00 21.26%
5 528.00 27.01%
6 576.00 32.76%
7 600.00 38.51%
8 672.00 44.25%
9 744.00 50.00%
10 840.00 55.75%
11 864.00 61.49%
12 936.00 67.24%
13 1,152.00 72.99%
14 1,992.00 78.74%
15 2,472.00 84.48%
16 5,832.00 90.23%
17 13,776.00 95.98%

Tabla 2. Datos estadisticos de TPF.
Fuente: El autor.
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Analizando los datos de la tabla No. 2, como primera observacion tenemos que hay un 95.98% que los TPF sean
menores a 95.98%, por supuesto que es una informacion, pero no nos ayuda mucho ya gue tenemos datos desde
240 horas a 13,776 horas, por lo que debemos analizar la grafica de Weibull (Fig.3).

100.0%
53295 [ v == v s o r m— o —w mmw m— —s wms ommw w=w -
y = 0.0048x0533
R?*=0.6267
m
=]
[ =
E
E
S 10.0% ®
(]
QU
=
x °
1.0%
1.00 10.00 100.00 1,000.q 2.000 | 10,000.00

Tiempos Para Falla (TPF)

Figura 3. Gréfico de Weibull (TPF).
Fuente: El autor.

Del analisis tenemos que el Factor de Forma B es 0.6433 lo que indica que tenemos una tasa de falla
descendente, al igual que una t = n (aproximadamente 2,000).

Ya con los datos de forma y escala podemaos realizar cualquier estimado de confiabilidad utilizando la ecuacion
(7) o el grafico de Weibull.

R(t) = 1-F(1) (7)

Por ejempla, si queremos estimar cual es la confiabilidad o probabilidad para que los equipos no fallen a 11=500
horas o 12=3000 horas, obtendremos lo siguiente:

» R(t1) = 80%
» R(t2) = 10%

Referencias

1. Wikipedia
2. FUNDAMENTOS DEL ANALISIS DE WEIBULL — Por Robert B. Abernethy, FL, USA
3. IEC 61649-2008 - Weibull analysis

Autor: Arquimedes Ferrera

Venezuela

Socio fundador de E&M Solutions Group., y Gerente General de E&M Solutions, en México
Empresa: E&M Solutions Group

Correo: arquimedes.ferrera@eymsolutions.com

57



PROBABILIDAD

TEMA 5

DISTRIBUCION LOG-NORMAL

1. INTRODUCCION
Se trata de la densidad de probabilidad de wna variable log x distribuida segin
una funcidn normal:

X=Nug)  Y=e*
Con este cambio de variable quedara

Funcién de distribucidn:  G(y) = P{Y=<y) = P(e"=y) = P(X=log v) = F{log v)

Funcion de densidad @ g(v)=G(v)=F(logv) * (1/%)

vz

gly)= T——c,{ ““B"—m J

También es conocida como Ley de Galton-Mac. Aliester o ley del efecto
proporcional, segin Calot (1958)

Los parametros principales que la caracterizan son

Parimciran

=
M

I\':'

|
|r"xm

= o0

Soperic

r € [0; 400)

| lnf 2—w LI
e~l—=—1"/7
roV2x

1,1 [ln(r)—p
e
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Curton:

11 "

A continuacion se muestran unos graficos de la funcion de distribucion y de

1a funcion de densidad:

Funcion de densidad

LU

TEMAS
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Puede comprobarse que la mediana esta comprendida entre la moda’ ¥ la
media ¥ mas cerca de la media que la moda, en particular, puede comprobarse
- yl - - . -
que la mediana® esta cas dos veces mas cerca de la media que de la moda.

La distribucion lognormal ez una probabilidad frecuentemente utilizada
para expresar el comportamiento de observaciones con asimetria positiva, en
donde la mayoria de los valores ocurren en las proximidades de v valor minimo.

Segin Cabrera (1998), una condicidn para la validez de que vna variable se
distribuya Lognormal es que x sea la resultante de un mimero elevado de causas
independientes con efectos positivos, que se componen de manera multiplicativa
v cada vna de estas cansas tiene un efecto despreciable frente al global.

Esta distribucidn es caracteristica en conjuatos de datos donde existe mayor
frecuencia de valores pequefios, por lo cual 1a media se desplaza hacia la derecha
v esto hace que el mejor estadigrafo de posicidn zea la moda v no la media
aritmética (Conferencia UNACH, 1993). Ezta consideracidn se valora, perc no se
comparte en lo referente a la valoracidn del centro de los datos por considerarse
gue £l mismo puede hallarse con mas exactitud en el valor de la mediana la cual
3¢ conoce 0o e3 influida por valores extremos. lo cueal no ceurre con la moda
También se considera que otra medida de posicion valida para esta distribucion
23 la media geométrica (Pefia, 1904

INDICE DE EVENTOS QUE PRESENTAN UNA DISTRIBUCION

LOG-NOEMATL

Patrones de abundancia de especies.

Distribucion log-normal de las concentraciones ambientales.

Modelo log-nommal del precio de las acciones.

Analiziz de la comunidad de una laguna costera en la costa sur
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9. Comportamiento de las precipitaciones en el sector del lago Titicaca
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1. Patrones de abundancia de especies

El desarrcllo de Fisher v colaboradores llamd la atencidn de Frank Preston,
un ingeniero inglés. Motivado por los trabajos de Fisher, Preston publico en 19438
un trabajo sobre la abundancia v Ia rareza de las especies biologicas que mareo el
desarrolle de la teoria ecologica por varias décadas. El trabaje de Preston
demostrd que, aungue €l modelo de Fizher era ezencialmente correcto, el
suppuesto gque la abundancia media es una caracteristica fija en cada especie, era
innecesariamente restrictivo. En efecto, el supuesto de Fisher implica que la
cantidad de recursos que conquista inicialmente una especie en vna comunidad
permanece constante a lo large del tiempe evolutive, aunque nmuwevos
competidores 12 disputen su nicho ecoldgico. En contraposicion, Preston partic de
un zuzpuesto mucho menos restrictivo, bazado en un razcnamiento estrictamente
demografico, que puede demostrarze facilmente mediante el calculo. Asi
logaritmo de la abundancia de una especie en una comunidad depende del
logaritmo de la abundancia inicial v de las variaciones en su tasa real de
crecimiento a lo largo del tempo. Preston infirid correctamente gque =i una
ezpecie e encuentra en equilibric con su medio, las tazas reales de crecimiento
oscilaran aleatoriamente, a veces incrementando la poblacidon cuando ocurren
pericdos  favorables v a veces disminuvéndola cuando ocurren periodos
dezfavorables. De acuerdoe con el Teorema del Limite central (Teorema gque
demuestra gue todas las variables estadisticas aditivas tiemen una
distribucion normal de Gauss), el logaritmo del nimero de individuos tendra
una variacién Gaussiana a lo largo del tiempo. El corolario que sacd Preston
de esta demostracién fue gue, si la distribucion del logaritmo de las
abundancias de una especie varia de forma Gaussiana a lo largo del tiempo,
entonces, en un tiempe dade. la distribucidn del logaritme de las
abundancias de varias especies en un sdlo tiempo ¥ lugar también debe
variar normalmente. Es decir, que en un instante dade habra algunas
especies gque se presenten en grandes abundancias v otras que lo hagan en
cantidades mucho mas bajas, pero el logaritmo de sus abundancias tendra
una distribucién normal.

En resumen, el modelo de Preston, conocide como modelo de log-
normal predice que la cantidad de especies presenten en una comunidad
tendra una relacion Gaussiana o normal en el logaritmo de sus abundaneias.

Es probable que las distribuciones de las abundancias de las especies sean
log-normales. A mivel de comunidad es de esperar que los factores que gobiernan
la distribucion v 1a abundancia de las especies sean independientes entre si v que
afecten de manera multiplicativa a las variables gque de elloz dependen. En
resutnern, la distribucion log-normal, es predecible cuando un conjunto de datos
depende del producto de variables aleatorias. Loz factores que definen la
gbundancia de las especies tienden a actuar de esta manera.

TUna de las consecuencias mas importante del modelo de Preston es que, al
iznal que el de Fisher, es capaz de describir la cantidad de especies a hallar en un
area como una funeidn de la cantidad de individuos en el total de la muestra. Pero
a diferencia del modelo de Fisher, que predice un range muy amplio de curvas, el
maodelo de Preston predice una relacion del tipo: numero de especies izval a k por
A elevade a z, donde A v z son coeficientes derivados del modelo. Para el caso

4
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de comunidades con distribucid undancias de tipo log-normal, Preston
demostrd que el valor del exponente z deberia estar cerca de 0,23 en muestras
relativamente grandes v un valor algo mayor en muestras pequedias (May, 1975),
pero la ecuacion anterior puede linealizarse zacando logaritmos, de forma que:

log(z)= log(k) + zlog(A)

Es decir, que la relacion entre el logaritmo del area v el logaritmo del
mimere de especies para muestras de distintos tamafios deberia dar una recta con
pendiente aproximada de 0,23 v una pendiente alze mayor en datos de
comunidades muy pobres en especies. 51 asi no ocurriera, deberiamos rechazar el
modelo de log-normal de Preston como modelo subyacente en los patrones de
abundancia v rareza de las especies biclogicas.

wnw geocities. comi/CollegeParkl Classroomd7370fpaginasb htm

2. La distribucion log-normal de las concentraciones
ambientales

La valoracion higiénmica clizica de un puesto de trabajo ze efectia
comparande la exposicidn a contaminantes que sufre el trabajader que lo ccupa
con las correspondientes "exposiciones maximas permisibles” contempladas en el
criterio de valoracidn elegide. En general es la concentracion media ponderada en
el tiempo el parametro bdsico a través del coal se cuantiza la exposicion vy su
medicion se realiza mediante vn procedimiento de toma de muestras/analizis. Un
puesto de trabajo queda caracterizado cvando se ha determinado su ciclo de
trabajo, es decir, el minimo conjunto ordenado de tareas que se repite idéntica v
sucesivaments; entre dos ciclos coalesquiera no deben existic diferencias
macroscopicamente observables. A efectos de valeracion higiémica la exposicion
a contaminantes quedara caracterizada por la duracion del ciclo de trabajo v las
concentraciones medias existentes durants el mismo; en consecuencia las
mediciones que se efectien para determinar dichas concentraciones deberan
cubrir uno o varios (pero siempre un nimero entero) de ciclos de trabajo.

5e ha demostrado experimentalmente gue la concentracion medida
durante un determinado ciclo de trabajo es una variable aleatoria que sigue
una distribucién de probabilidad lognormal (es decir, que loz logantmos de
dicha variable siguen una ley normal). Ello significa que las concentraciones
pueden variar tedricamente entre cero e infinito, v que la probabilidad de que la
concentracion medida esté mas o menos alejada de la concentracicn media real
depende de la mayoer o menor desviacion tipica (dispersion) de la distribucion o
lo que es lo mismo, de la mayor o menor variabilidad de los factores aleatorios
que influven sobre la concentracién

La variabilidad de laz concentraciones medidas suele ser, en la practica,
considerable. Come parametro indicador de la misma acostumbra a emplearse la
llamada desviacion standard geométrica (G5D) de las concentraciones; la GED ez
el antilogaritmo de la desviacion standard de la distribucion de los logaritmos de

laz  concentraciomes. La desviacion standard  geométrica  poede  variar

=z
-

TEMA 5

62



PROBABILIDAD

tedricamente desde 1 (concentracion comstante) hasta enalquier valor posttive
zuperior a la unidad, aunque en la practica los valores encontrados suelen hallarse
en el intervalo de 1,252 2.5, (Figura 1).

o o O E Pidia DL DA

(1]

CONCENTRAZION

zpm

Fiz. 1: Dhsinbuciones lognormales de izual media arttmetica (10 ppm) + distintos G310

Distribuciones lognormales de igual media artmética (10 ppm) v distintos

GED.

En la tabla gue se inserta a continuacidn se indica, en el supuesto de que la
concentracion media real foese 10 ppm, la amplitud del intervalo en el que se
encontrarian el 50% de las muestras obtenidas para distintos valeres de GSD; ello
implica por tanto que el 50% restante se encontrarian fiera de dicho intervalo.

GED

INTERVALD, ppem 41 5F

1,2%
1,50
175
200
-]
25

85
8
13
5.3
53
EA

- 116
1A
- 148
- 180
173
S1BE

Conoctendo el tipe de distribucion que siguen laz concentraciones
ambientales ez posible tratar los resultados obtenidos en una serie de muestras
para llegar a una estimacion de la concentracion media real. Dicha estimacidn
puede expresarze, a través de limites de confianza, en la forma: "la concentracidn
media esta comprendida entre A v B, con un o % de probabilidad.”

weaw mias esdinshtntpintp_140_him
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3. Modelo log-normal del precio de las acciones

Ahstract

El modelo de Black-Schooles se basa en el supuesto de que los precios
de las acciones siguen lo que se conoce como distribucion log-normal.
Mientras que vna variable con distribucion normal puede tomar valor posttivo o
negative, vna varable distribuida lognommalments solo puede ser positiva, con
media, moda y mediana todas diferentes.

En laz siguientes paginas trataremos de demostrar la hipotesiz de log-
normalidad de los precios de las acciones.

Introduccion

(Es razonable pensar que los precios de un activo subyacente se distribuyen
de manera normal? Mas alla de la exacta distribucion de los precios en el mundo
real el supuesto de la distribucicn normal tiene serio: defecto:. Una curva de
diztribucion normal es simétrica, por lo cual, bajo el supuesto de la normalidad,
para todo posible incremento abrupto de precios en el activo subyacente existe la
posibilidad de una caida en los mismes de igeal magnitud. Es decir que, 31 por
ejemplo permitimos la posibilidad de que cuando el activo subyacente vale 550
éste pueda incrementarze en 373 a 5123, también tendriamos que permitir la
posibilidad de que los precios caveran en igual magmitud a - 325, Come todos
:abemos es imposible que un active adquiera un valer negative, por lo que
suponier que los mizmos se distribuyen normalmente es una grave falencial.

i Qué podriamos hacer entonces al respecte? 51 definimos volatilidad comeo
el porcentaje de cambic en los precios de vn activo subvacente, taza de interés v
volatilidad pueden considerarse similares en términos de gue ambos representan
tazas de retorno. La primera diferencia entre 1a tasa de interés v 1a volatilidad ez
que €] interéz generalmente acumula vna tasa positiva mientras que la volatilidad
reprezenta una combinacion de retornos positivos v negativos. 51 invertimos una
suma de dinero a una tasza fija, €1 valor del principal siempre se incrementara,
pero 3 invertimos en un active subyacents con una volatilidad distinta de cero, el
precio del instrumento puede subir o bajar. La volatilidad, definida como desvie
estandar, no nos dice nada acerca de la direceion que tomarsn los movimientos de
precios. De la misma manera que el imterés, la volatilidad puede caleularse a
diferentes intervaloz. Con el proposito de valvar tedricamente las opciones, se
asume que la volatilidad se calcula de manera continoa (de la misma manera en
que se dan los cambios en el precio del active subvacente).

Cuando se asume que losz cambios en los precics e distribuyen
normalmente, el caleule continue de estos cambios causan que los precios al
vencimiento se distribuyan log -normalmente. Tal distribucion e simétrica a la
derecha, debido a que los incrementos de precios resultan de tasas de retornos
positivas cada vez mas grandes.
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Lalog-normalidad en el precio de las acciones

“Una varable tiene distribucidén lognormal =1 el logaritmo natural de la
variable se distribuyve normalmente™.
Loz parametros claves gue describen el comportamiento del precio de las
acciones cuando se hace una hipotesis lognormal son:
1. el rendimiento esperado de las acciones
2.1a volatilidad del precic de las acciones

La rentabilidad esperada ez la rentabilidad media anual obtenida por los
imversores en vh periodo de tiempo corto. Llamaremos a ésta p. La volatilidad es
la medida de nuestra incertidumbre sobre los movimientos fituros del precio de
laz acciones, es decir, es la medida de nuestra incertidumbre sobre los cambios
proporeionales del precio de las acciones.

Llamaremos a la velatilidad o.

La hipdtesis lognormal para los precios de las acciones implica, por lo tanto, que
03T es normal, donde ST es el precio de las acciones en un tiempo fsturo T.
Puede demostrarse que la media v la desviacion estandar de In 3T sonc

L Y
InST =g InS+ ;..'—T!;.ETJ.-_‘

Donde
Sr o= el precio de o accido en um momento futane T
5 = el precio de la sccidn al memenio 0

G o) = denola una disiribucion normal con media iy desviscion estindar o

La ecuracion (1) muestra que LnST esta normalmente distribuide, por lo
cual 5T tiene distribucién lognormal.
Una variable que tiene una distribucion lognormal puede tomar cualguier valor
entre cerc e infinito. De la ecvacidn (1) ¥ de las propiedades de la distribucidn
lognommal puede obtenerse que el valor esperado de 8T, E(5T) viene dado por:

Dronde

Ei%{1 = &5 el valor esperado
Sr= wvalor de la accion al momenlo T
= ea lamedia de la diswibacian o remiahilidad espernda
T = periodo de tiempo

Esto cormresponde con la definicion de w como la tasa de rentabilidad
esperada. La varianza de 8T, var{3T), puede demostrarse que viene dada por:
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12 2T BT
var s, =8 (e

7 -1)

A partir de la ecuacion (1) puede demostrarse gue:

' | |"T: |
|I‘.T" a i_t!+f Tl

La expres1on In(ST/S) es la rentabilidad compuesta continua proporcionada
por las acciones en un tempo T. La ecuacidn precedente muestra que estd
normalmente distribuida.

Conclusion

Elmodelo de Black - Scholes es un modelo de tiempo continuo. Asume que
la volatilidad de un determinado instrumento subvacente e constante durante
toda la vida de la opeion. pero esta volatilidad se calenla continmamente. Estos
dos supuestos implican que los posibles precios del subyacente al vencimiento de
la opeion se distribuyen log - normalmente. El supuesto de log — normalidad
incluido en el modelo de Black - Schole: zupera el problema inicialmente
presentado. Una distribucion log — normal permite incremento de precios
ilimitados (el logaritmo de +wo es +w) mientras que permite caidaz pero solo
hasta cero (el logaritmo de -=o es 0). Esta es una representacion mas realista de
ciomo se distribuyen los precios en el mundo real

Podemos resumir los supuestos mas importantes que gobiernan los
movimientos de precics en el modelo de Black - Scholes:

* Loz cambios en los precics de un instrumento subyacente son aleatorios v

no pueden ser manipulados artificialmente. no es posible predecir de

antemano la direccion en la que se moveran los mismos.

» El porcentaje de cambio en el precic de un instrumento subyacente esta

distribuide normalmente.

* Diebido a que ze asume que el porcentaje de cambio en el precio del

subyacente ze calculd de manera continva, los precios del subyacente al

vencimiento se distribuiran log — normalmente.
“El prnte mdar importante a tensr en cusnia a5 que &f modelo de BS supons que
los cambios en loz precios som aleatorios v que la direccion de dichos cambios
no puede ser prevista Este supuesic pusde crear clarta resistencia em los
operadores de apeiones”.

www bor.com.ar. . fimages/pdfl
Modelo¥20de%20valuacion®20de%2 lopciones3:?0sobre%t 2 0acciones 202005 _DIC pdf
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4. Analisis de la comunidad de una laguna costera en
la costa sur occidental de Meéxico.

ABUNDANCIA RELATIVA DE LAS ESPECIES Y MODELOS DE
AJUSTE

La comunidad analizada esta compuesta por 97 especies de las cuales 72
son peces, 24 son invertebrados (15 crusticeos, seis moluscos, dos medusas y un
poliqueto) v ademas se registro una tortuga manna Las especies mas abundantes
resultaron ser el camaron café (Penasus californiensis), el camardn blanco (P,
vanmamei), vna sardina (Lile stolifera), anchovetas (Anchoa spp) y varas
especies de mojarras (Gerreidas).

La abundancia relativa de las especies se describio mediante Ia
distribucion log-normal.

Con el interés de lograr entender mejor los mecanismos que determinan la
estructura de la comunidad, el estudio se ha enfocado, desde hace algun tiempo,
hacia el conocimiento de la abmdapca relativa de las especies analizado desde
un punto de vista estadistico, prete;sdzendoconellowmnencmmano solo la
manera en la que los recursos se dxmb\n'en entre los distintos elementos que la
constituyen sino también los posibles mecanismos de interaccion de unas
especies con otras v con su medio ambiente, que por otra parte, se traduzcan en
situaciones tangibles que determinen el grado de domunancia, estabilidad,
madurez y sucesion de una comunidad. Como resultado de tal interés se han
propuesto vanos modelos, los que desafortunadamente tienen mas valor
heuristico que analitico, pues simplemente describen con mayor o menor
precision la abundancia relativa de las especies que componen la comumdad,
pero dicen muy poco con respecto a su estructura. Los modelos mejor conocidos
y ampliamente discutidos en la literatura son la serie logaritmica, propuesta por
Fisher y el modelo de la llamada distribucion log normal de Preston (1948)°. Los
datos recopilados en el presente estudio se utilizaron con la intencion de hacer el
ajuste de los mismos al modelo mas adecuado; por lo tanto, en las lineas que
siguen a continuacion se hace una breve exposicion de los postulados en que se
basa cada uno v los resultados del ajuste: *

La serie log normal. Esta distribucion se basa en la hipdtesis segun la cual
el nicho de cada especie se considera dependiente de una multitud de factores
distintos que determinan la amplitud del tal nicho y conmsecuentemente los
recursos de que la comunidad dispone se deben repartir entre las especies de ésta
de una manera equivalente a una curva normal. de modo que tanto las especies
abundantes como las raras se dispondran hacia los extremos de la distribucion,

* Ver el pnimer documento.
* Yo solo he recogido los resnitados de Iz distmbunion loz-normal los resultados de la senie
logaritmicz los he onutido, v2 que no son obyeto da aste trzbajo.
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mientras que la mayor parte del inventario, que esta representado por especies de

frecuencia intermedia, ocupara la parte central de

la curva. Este modelo tiene la

peculiaridad de que los intervalos de la distribucion son sus logariimos de base
dos” v de acuerdo con 1o antes indicado, su valor modal se localiza en el intervalo
que corresponde al mayor mimerc de individuos. Ademas, debido a gue suele
haber muchas especies raras gue no aparecen representadas en la muestra la
distribucion log normal suele aparecer truncada hacia la frquierda v en uhna
comunidad no alterada el valor modal generalmente se localiza en el priter
intervalo. En un trabajo posterior a aquel en el que se postuld por primera vez
este modelo, Williams, (1964) hace vn anadliziz bastante ambicioso scbre la
aplicacion de esta serie. asf como de la logaritmica a distintos grupos de
colecciones faunisticas. La funcién que deseribe la serie log normal es la

zigudente:

5 = Sog- AR donde:

% = Es &l mimmerc de especies en el F-ésimo mtarvalo a la 1zquierda v derachz del valor modal.

S0 = Es ol mimerc de especies en 2l mitervale modal.
a=Parametro estimado a pariir de los datos
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Secuercia de especies en orden decreciente de obundancio

Fig. 11. Miamero v abundanca relatna de las especies de la commmidad + las distnbucionas tecricas
esperadas de acuerde con el modelo de MacArhor v con la log normal

* Aumgue en 13 infroduccion se ha definide la distribucion log-normal con logantmes neperianes, la

bazs no flene demasiada importancia
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Comeo resultado de la aplicacion de los datos a esta serie 3e encontrd un
ajuste mas aceptable que en los dos primercs casos, segin puede observarse en
laz figuras 11 v 12

En atencidn a los patrones que determinan la abundaneia v diversidad de las
especies, May (1975) hace una revizion analitica del tema, con énfazis en la
ntencién de separar de los modelos de distribucion a los aspectos que reflejen
algin detalle de la estructura de las comunidades loz que tengan un significade
simplemente estadistico gobemado por leyes de grandes nomeros. Una de las
caracteristicas por €l sefialadas v que vale la pena hacer notar, se refiere al hecho
de que en lo:z modeloz que describen la abundancia de las especies, la
diztribucion log normal refleja el teorema del limite central, mientras gque en
aquellos cazos donde ez posible hacer el ajuste de los modelos tales como el de la
barra fragmentada, o la serie logaritmica, esta implicito algin aspecto de la
biclogia de la comunidad.
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E | " e W
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2 4 5 ] [
¥ 4 B |E 22 &84 |28 :gﬁ B2 1024 2048 4096
M IMDLVIDUOS POR ESPECIE
Fiz. 12, Relacion que describe la shundaneia relativa da las especies v su ajusts 2 la serie log-nermal

May (1975), menciona que laz distribuciones de abundancia del tipo log
normal en comunidades con organismos "oportunistas”, como postblemente zea
el caso de las que son objeto del presente estudio, reflejan poco detalle zobre la
estructura de la comunidad v gue las especies dominantes son simplemente
aquellas que recientemente han disfrutado de vn valor grande de 1, 0 sea su
potencial bidtice v por lo mismo, en momentos distintos habrd diferentes
dominantes. Por lo gque respecta a la pecoliandad chservada en la serie log
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normal de que el valor de a usualmente vale 02 y el de v 29 1, es decir, 1a
relacion existente entre el intervalo donde el numero de especies es maximo,
dividido por el intervalo donde se localiza la especie mas abundante, May sugiere
que en su opinidn estas caracteristicas no tienen mavor significado que el de ser
propiedades matematicas de la distribucion log nommal Al respecto de los
modelos de 1a barra fragmentada y la serie logaritmica o geomeétrica, €] opina que
son distribuciones caracteristicas de comunidades relativamente simples cuya
dinamica esta dominada por algun factor mdividual, pues en un extremo esta el
citado en pnmer término, que es una expresion estadistica realista de una
distribucién intrinsecamente uniformes; y en el otro esta la serie logaritmica que
con frecuencia expresa estadisticamente el proceso desigual del "niche
preemption”, o sea, el derecho de ocupar un nicho disponible antes de que otra
especie 1o haga del cual la forma ideal es la senie geométrica. Por otra parte, la
serie log normal, que probablemente es la mas importante, se puede considerar en
muchos aspectos como intermedia entre las otras dos.

http://biblioweb.dgsca unam mx/cienciasdelmar/centro/1979-
2/articulo68 html

5. Cuantificacion de la vitamina B2

Los valores de referencia para 4 'cuantificacion de riboflavina (vitamina
B2) sérica fueron establecidos en el presente trabajo a partir de una muestra del
personal que recibe asistencia en los servicios del Instituto Superior de Medicina
Militar "Dr. Luis Diaz Soto”. Se estudiaron 88 sujetos de uno y otro sexos, con
edades entre 17 y 50 a. Todos cumplian la condicion de supuestamente sanos
segun criterios aplicados. La vitamuna B2 fue cuantificada por un proceder
analitico de tipo fluonimeétrico desarrollado por Natelson y otros.

Mediante el control de calidad de esta técnica se pudieron obtener
resultados aceptables en la precision con coeficientes de variacion de 5,27 v 3,74
% para la reproducibilidad y repetibilidad respectivamente, v en la exactitud con
coeficiente de correlacion de 0,99 v un indice de recuperacion de 96,96 %. Segun
el analisis estadistico de los datos de la muestra se establecio que la variable
vitamina B2 tenia una distribucion logaritmica normal No se encontraron
diferencias significativas segin el sexo. El recormdo de valores de referencia
cuantificados se enmarco en un limite minimo de 5,01 ug/100 mL ¥ maximo de
9,57 ug'100 mL. con una media de 7,29 mg 100 mL. expresado como X = 2DE®.
Estos valores se insertan razonablemente en el entorno de los recorridos
informados por otros autores, obtenidos por 1guales o diferentes métodos.

wvaw_bvs sid cu/revistas/milvol29_3_00/mi05300 pdf

13

70



PROBABILIDAD TEMA 5

6. Distribucion del peso molecular de los polimeros

El comportamiento de cualguier polimero depende de la distribucion de
masas en este polimers. Esta distribucion de masas afectara tanto a las
propiedades termomecanicas (capacidad de elongacién, punto de rotura. ) como
fisico-guimicas (solubilidad, estabilidad.. ). Wo ze comportara igual un polietilens
de cadenaz cortas que otro de cadenas largas, el segundo tendrd propiedades
mecanicas mas foertes pero sin embargo costard mas de trabajar va que para su
procesado se requeriran temperaturas mas altas.

Afortunadamente los polimeros presentan una distribucion de pesos
moleculares gue sigue vna ley fija; la distribucién log-normal dada peor la

ecuacion:
W(M) - — —[M(MFM”?T
o xﬁ.h‘] i C

donde WM correzponde a la fraccidn mazica de una cadena de peso "M, My
corresponde a la masa para la cual el producto MUW{M) es maxima v "c" e3 un
parametro que mide la polidispersidad de la mezcla (la anchura de o

distribucion).

0.14

0.12

01 Distribucién para £=0,3

(poco polidiepersa)

. nos
£
= Distribucidn para c=2

0.08 (muy poldfispersa)

0.04

0.02

0 - -
0 10 20 30 4 50 &0
M {escala relativa)

Conviene ademas definir un par de pesos moleculares: M v My, Su
definicidn es la siguiente:
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n=

F%.dm
My = [ MW (M) d1d

Obsérvese que a partir de estas tres definiciones (Mp, My v WMD) v
tepdendo en cuenta laz correspondientes a H(t)' v 1% v admitiendo una
distribucion log-normal para wna mezela de polimeros, es posible, obtener una
fizneion tipo:

G +G"() = fleo, e M)

Por tanto, en principio solo habria que probar diferentes valores de ¢ v My
hasta hacer gue loz resultados de la foncion fle,cMa) coincidieran com los
experitnentales GV w—G"(a@).

Desgraciadamente esto no e: totalmente postble, ya gque analizando
o cMp) puede demostrarse que esta foncion es independiente del parametro
M. De modo que a partir de los enzavos oscilatorios zolo es posible obtener une
de los pardmetros de la mezela. El segundo parametro (W), deberd hallarse por
meétodos distintos..

wwew_angel qui.ub_es/~curco/Reologiafiviscoelhiml

7. Prediccion de Sismos: Una ojeada al futuro®

El caso de los sismos caracteristicos

Veamos ahora el caso de la posible existencia de "sistmos caracteristicos”,
definidos en la siguiente forma: "Un evento caracteristico es un sismo gue rompe
repetidamente el misme segments de falla v cuyas dimensiones definen tal
segmentc” (Mishenke v Buland, 1987). En la tabla 1 del trabajo citado
enconframos 14 zegmentos definidos de esta manera entre ellos, por cierto, el de
Parkfield. Estos segmentos estan definidos com base en 62 temblores
"caracterizticos", o zea 48 intervalos entre temblores, lo que hace un promedio de
3.43 intervalos para cada segmento. WNo es una muestra gigantesca. Un ejemplo
tipico es ] siguients:

M= %mj WM

L

O e
an M

=

! Este documanto no es demaziado precize v probablements parts de su conferudo podria habersa
cmuitido de este trabajo.

=
LA
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Esto nos dice que el segmento de San Marcos (cerca de Acapuleo) estd
definido por tres sismos "caracteristicos”, en 1843, 1907 v en 1957 (que fue
lHamade "Sizmo del Angel™). Los intervalos respectivos fueron de 62 v 50 afios,
el intervalo promedio fue de 36.0 afios.

Ahora bien, en el mismo nomero del Bulletin of the Seismelegical Society
of America aparece otrc articulo (MWishenlo v Singh 1987) que casualmente
habla del segmento de San Marcos. Dice lo siguiente: "Los sismos de 1937 v de
1950 v 1957 representan cada uno una reptura parcial de la zona de 1907 Por lo
tanto, los intervalos observados de recurrencia para la region de Acapulco-
Ometepec durante el presente siglo varian entre mas de 30 a 30 afios (o sea, 1937
a 1907 v 1957 a 1907)". WNoteze gue el primer autor de ambos articulos e: la
misma persona.

Eezulta que vno de los sismos mencionados en el primer articelo, el de
1907, no era definiterio zolamente del segmento de San Marcos, sino también de
un segmento mas grande gue lo incluye v que ahora se llama la "region" de
Acapuleo-Ometepec. Esta "region” se rompid parcialments en el sismo de San
Marcos de 1957, v también parcialmente en otros sismos (1937, 1930) que no e
mencionan en el primer articulo. Todos elles, sin embarge siguen siendo sismos
"caracterizticos”

MWo que los sismes caracteristicos "definen” los segmentos en gue ocurren?
(Come puede decirse entonces que tamto el sizmo de 1907 comeo el de 1957
"define" el segmento de San Marcos, v gue al mismo tiempo el de 1207 "define"
el segmento de Ometepec, v ademas la region de Acapuleo-Ometepec, que no es
la mizmaT

En cuanto al intervale promedio, va no sabemos 31 es 56.0 afios como
afirma €] primer articulo, o menos de 30 como dice el segundo. Quién sabe a qué
sismos "caracteristicos” ze refiere cada uno de los articvles. 51 los sismos
"caracteristicos” rompen repetidamente el mismo segmentc de falla no deberia
admitirze traslapes ni rupturas parciales. Una de dos: o bien algunecs sizmos
citados no son eventos caracterizticos (lo que arrojaria dudas scbre el autor
comin de ambos trabajos), o bien los datos de la Tabla 1 eran incompletos.
Aceptaremos esta Gltima hipdtesis, porque es la mas compleja v por lo tanto
probablemente mas real; por lo demas, €] co-autor del segundo trabajo es el mas
distinguido conocedor de la sismicidad de Meéxico, especialista en la zona de

Guerrere v Oaxaca.

Ahora bien, si la muestra de San Marcos era incompleta, ello deberia
modificar el promedio Tave cuyo papel en el primer trabajo es muy interesante.
En efecto, Nishenke v Buland (1987) normalizaren los intervalos T mediante
subdivision por Tave {digamos, dividen 62 v 30 por 36), v hacen lo propio con
todas las 14 regiones. Luego juntan todos los datos v loz zrafican en un mismeo
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histograma_ al que calzan una dun logaritmico-normal Eeproduzeo la
concluzidn de este procedimiento que suena a brujeria; "Por lo tanto, la
distribucion de los intervalos de recurrencia para cada segmento de falla
también es logaritmico-normal v In(T) cbedece a una distribucién normal”

(Nishenko y Buland, 1987).

Sobra decir que la distribucion de muestras combinadas de 14 procesos
logaritmicos-normales no tiene por qué ser también logaritmico-normal. Pero ezo
no ez todo. La normalizacion de las mupestras no sze justifica por nada. Los
promedics Tave ain en el caso de que las muestras foeran completas, tienen vna
enomme varianza va que el tamafic de las muestras es apenas de 3 a 4. No existe
razon alguna para gue la muestra combinada siguiera alguna distribucion en
particular. Por lo demas, los autores aunca efeetlan una prueba de normalidad de

log(T).

Podria argumentarse gue la distribucion logaritmico-normal posee unas
propiedades interesantes v que vo mismo he especulado con ella en mi libro
{1974} por ser apta para representar la distribucion de magnitudes de los
temblores. Este resultado se basa en la idea de autosimilitud de las fracturas
en la Tierra, cuyvo mecanismo foera discutide por primera vez por
Kolmogorov (1941) v gue ahora se ha hecho famoso con el nombre de
fractalidad.

En tal casc. sin embargo, jcomo explicar €] hecho de que los intervalos
medics, en dos "segmentos” tan cercanos como Parldfield v Pallett Creel, ambos
en la falla de San Andrés, sean tan diferentes? El intervalo promedio de Parkfield
{va lo mencionamos) ez de 21.8 afios. El de Pallett Creek, de 1943 afios. Ambos
zupuestamente definidos con base en sizmos "caracteristicos". Ambos zobre la
misma falla El corrimiente anval de la falla e el mismo en ambos lugares. 51
hay auto-similitid el mecanizmo de fractura debe zer homogéneo (Kolmogorov,
1841). Pero no lo es, puesto que hay diferencias tan enorme: en el intervals
promedic de temblores.

Sin embargo, los avtores explicitamente declaran que todos los sismos
caracteristicos son generado: por un scle proceso comin. Esto significa que
deberia poder predecirse un sismo de Pallett Creek mediante cbservaciones
hechas en Parlfield, lo gque es absurdo, puesto gque loz intervalos son
completamente  diversoz. En conclusidn, los  sfsmes  "caracteristicos” ne
caracterizan nada, a no ser vn gran desec de predecir fendmencos que atn no
entendemos suficientemente bien

W gsnunam.mxSSHDoc/Prediccion/cinna. htm
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