Tema 3. Variables Aleatorias Conjuntas.

Objetivo: El alumno formulara funciones de probabilidad y densidad para variables
aleatorias discretas y continuas, analizara su comportamiento utilizando los
fundamentos de la teoria de la probabilidad conjunta e individualmente de las
variables, e identificara las relaciones de dependencia entre dichas variables.

Variable aleatoria discreta conjunta (bivariantes).

Sean Xy Y variables aleatorias discretas conjuntas. Para que Xy Y definan una
funcion de probabilidad conjunta, debe cumplirse que

1) 0 < P(x,y) <1

2)> > P(xy)=1
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X X1 X2 . Xm h(y)
y
Y1 P(x1,y1) P(x2,y1) . P(xm,y1l) | h(yy)
y2 P(x1,y2) P(x2,y2) ... P(xm,y2) | h(y2)
Yn P(Xl,yn) P(XZ,Yn) . P(Xm,yn) h (yn)
g(x) g(x1) g(x2) g(xm) 1
Ejemplo:

De una caja que contiene 3 lapices azules, 2 rojos y 3 verdes. Se toman 2
lapices al azar. Si X es el numero de lapices azules y Y el nUmero de lapices rojos
seleccionado, a) encuentre la funcion de la probabilidad conjunta f(x, y) y b) la
probabilidad de (X, y);

P[(x, ¥)] € R]; donde R es la region R{(X,y)|x+ty<1}
x=nuamero de lapices azules = 3

y=numero de lapices rojos = 2

Lapices verdes = 3

Se toman 2 lapices

X=1{0, 1,2}

Y=1{0, 1,2}



x |0 1 2 h(y)
y
0 3/28 9/28 3/28 15/28
1 6/28 6/28 0 12/28
2 1/28 0 0 1/28
g(x) 10/28 15/28 3/28 1
P(0,0) = ( =—

p(2,1) = O Ya que se requieren 3y sélo se pueden sacar 2




-
2
P(1,2)=0
P(2,2)=0

3 6 9 18 9
P(x+y<1)=P(0,0)+ p(0,) +PL0) = —+ —+—="- = —
by P(x+y<1)=P(0,0)+ p(0,1)+ P(10) 528 28 28 14

Variables aleatorias conjuntas continuas.

Sean Xy Y dos variables aleatorias conjuntas continuas. Para que Xy Y definan
una funcion de densidad conjunta debe cumplirse:

1) f(x,y)>0

db
2 j j f(x, y)dxdy =1

a<x<b
c<y<d
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Ejemplo:



Considérese la funcion de densidad conjunta

2
f(x,y)= @;O<X<2 O<y<1

0 C.0.C

a) Verifique que f(x, y) define una funcion densidad de probabilidad.
b) Encuentre la P[(X, Y)& A] donde A es la regién

{(x,y)/Osxsl,%s ys%}

a)
15 17,x* 3 2 17 1 1
Z”(x+3xy2)dxdy :Zj(?+5x2y2)]ody :ZJ.(2+6y2)dy :Z(2y+2y3)]0=
00 0 0
1
T@-1
b)

1 1
h :l.E X2 3 1 El 1 y 1
x(1+3v3)dxdv == [ (= +2x2v)avl = [(E+2v))dy==y+ 212 =
!( y)dxdy = [ (- + Xy )], {(2 y)dy ==y 3]1
4

1
4

N
B P — |

-1 1 1 1 48+8-3-1 52
SGHo) -G = =2
4 24 8 192 192 192

DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

Recordando:

P(ANB)

P(A/B) = o6



fxy) _f(xy)

A T2 )
VI 1C %) ML)
Y= ™ o

b
P(a<x<b/Y=y)=J'f(x/y)dx

d
Pc<y<d/X :x):jf(y/x)dy

Ejemplo: Con referencia al ejemplo de los lapices de colores, encuentre la
distribucién condicional de X, dado que Y = 1y utilicela para determinar:

P(X =0y = 1).
a) f(x/1) = f(X =x/y=1)

b) f(x=0/y:1)=%

Completando la tabla de distribucion conjunta:

y X 0 1 2 h(y)
0 3/28 9/28 3/28 15/28
1 6/28 6/28 0 12/28
2 1/28 0 0 1/28
g(x) 10/28 15/28 3/28 1
hW) =3 F (D=t —+0=2
Foxiy =D _Tegy x=0,1,2

h@) 3




fO1) =2 10D =)o) =2

3728 2
D=2 14 -0~

f(2/2) =£ f(2,1) = (%)(0) =0

a)

Distribucién condicional

X 0 1
fx1) | % 1

N

o

b)

P(x:O/yzl)zé

DISTRIBUCIONES MARGINALES
g(x)=>_f(x,y)
vy
h(y)=>_ f(xy)
vy

Distribuciones marginales caso discreto

d
g(x) = [ f(x y)dy
Z Distribuciones marginales caso continuo
h(y) =]  (x, y)dx

Ejemplo:

Sea la funcion de densidad conjunta:

x(1+3y?)

O<x<20<y<l1
F(x,y)= g

0



Obtenga:

a) Las distribuciones marginales g(x) y h(y).
b) La distribucion condicional f(x/y)

c) La probabilidad P(% <X<= ‘y = 1)

© X+ 3xy? 17 34 X (V) x st
a) g(X)=I 4xy dy=2£xdy+z.!xy2dy=Z(y)+7[y_]=_y+ﬁ}

0 3 4 4 0
—5+5=§;0<x<2
4 4
2 22 2 2,2 72 2
h(y) = IX+3Xy dx _—dex+3LJ'xdx:X—+3yX _1, 3y _1+3%y O<y<1
49 43 8 8 | 2 2 2
f(x, X(1+3 X
b) f(x|y)= (xy) _ x(@+3y") _x
h(y) 41+3y 2
2
b
¢) P(a<x<b/Y=y)={f(x/y)dx
1 1
2 272 _
p(1<x<l/y=1)=jfdx=x_ _1 1 _41_3
4 2773 127 4], 16 64 64 64
4 4

Se puede observar en este caso que f(x/y) no depende de y, entonces es igual a
9(x).

Si ocurriera que f(x/y) no dependiera de x, entonces f(x/y)=h (y). En este caso se
puede hacer la siguiente afirmacion:

si T(X,y)=9g(x)eh(y)

Se dice que las variables x e y son independientes (estadisticamente
independientes)




Esperanza de una distribucion conjunta

Recordando que:

Para caso discreto

E[h(x)]= > h(x) p(x)

E[h(x)] = i h(x) f (x)dx Para caso continuo

Para caso discreto

E[h(x, y)1= 2> h(x, y) f (x,y)

db
E[h(x, y)I=[[h(x,y) f (x,y)dxdy ~Para caso continuo

Ejemplo:

Obtener el valor esperado de xy a partir de la tabla.

y\X 0 1 2 h(y)

0 3/28 9/28 3/28 15/28
1 6/28 6/28 0 12/28
2 1/28 0 0 1/28
a(x) 10/28 15/28 3/28 1

EIX, Y= 3 3 xe ¥ (x,¥) = 0(0) o+ DO oo+ (YO = + O =+

VX vy

6 L -6 _3
WO 5+ QMO+()(2) 55+ M@0+ (@(@0= ==

Obtener la E[y/x] para la distribucion continua:



X + 3xy?

O<x<20<y<l
f(x,y)= y
0

U VRS S
00 00 0

4° 27 8

0

1 3 1
y+3y 1., 3 } 1
2 dy== e — 1+ =2
! S, =207 +2Y) (1+2)

Teorema:

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes entonces:

E[xe y]= E[x]eE[Yy]

E[xey]= H {X 2 }dxdy:

2 1
1¢,8 13
d=_ _+83d :—_2+24
y 45(33/ y*)dy 4[4y y}

0

1f.2 1¢y

2 [ X2y +3x%y3dydx = = [ 2=+ x3y?
4H y+3x7y’dy 4£ 0y
116, 16 5

—(—) =5

Comprobacion:

142 , 2 1473 18 g .
[x] 4“;( +3x°y?)dxdy = I{ +x%y l y 4[[3+ y } y 4(3y+3y jo

0
112 14 %2 3 13
El=5 [ (o307 dmy:ﬂ{_?xzyz}dy:zf[2y+6y3]dy:
00 0

2

1
l[y2+§y“} :1[1+§}:1(§j:§
4 27 |, 4" 2] 4l2) 8

1

0
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" E[xey]=E[x]eE[y]
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Teorema:

La covarianza de dos variables aleatorias X e Y con medias 4 Y 4,

respectivamente esta dada por

T,y =E[(X—,ux)(y—yy)}

O sea:
O,y = E[xy]-E[X]®E[Y] covarianza

Corolario:

Si X e Y son estadisticamente independientes:
o, =0

Ejemplo:

Basandose en la tabla de distribucion conjunta del ejercicio sobre los lapices de
colores. Calcule la covarianza COV [X, Y] y concluya si las variables aleatorias X
y Y son estadisticamente independientes o no.

Caso discreto

y\X 0 1 2 h(y)

0 3/28 9/28 3/28 15/28
1 6/28 6/28 0 12/28
2 1/28 0 0 1/28
a(x) 10/28 15/28 3/28 1




o, =coVv[x, y]=E[xy]-E[x]eE[y]
E[xy]=>_> xyP(x,y)

VX vy

E[xy]=)_> xyP(x,y) =

VX vy

3 9 3 6 6 1
(0)(0) 5g + MO) o +(2)(0) o+ (O)D) g + MWD - + (D) +(0)(2) o

+(1)(2)(0) + (2)(2)(0) = %

6
E[xy]= 58

- So-o )0 o(3) 552

1
28

E[y]=2yh(y)=(0)@ j+(1)( j ()[ ] ;§+228 o

S E[X] = 21

14
- E
[yl= o8
6 21)\(14)_6 294 168-249 -126
cov[xy]=——| —
28 \28)l28) 28 784 784 784

o,, = CoV[xy]= _126 = _8 =-0.1607 # 0, por lo que las variables aleatorias

784 392

X'y Y son estadisticamente dependientes.

COEFICIENTE DE CORRELACION

El coeficiente de correlacion es una medida que determina el grado al que se
asocian los movimientos de dos variables.

Asi, el coeficiente de correlacion es un numero que cuantifica algun tipo de

relacion y/o dependencia, es decir, relaciones estadisticas entre dos 0 mas variables
aleatorias o valores de datos observados.

12



Correlacidn negativa Correlacidn positiva
PERFECTA PERFECTA

B r
-1 -0,5 0 +0,5  +1

\ Y/\ ~~ e

Relacién buena No es recomendable Relacién buena
pero no muy fuerte aplicar regresion lineal pero no muy fuerte
Aumento de la correlacion Aumento de la correlacién
Negativa Positiva
p=-1 1< p <0
0< p <] p=e ) s Pp=0

El coeficiente de correlacion para dos variables, puede obtenerse mediante la siguiente
expresion matematica:

Oy

pP= —1<p<1
0,0,

Donde

o’ =E[xX*]-E’[X]

o, = E[y*]-E°[y]

o, = (72

>

X

Q

y = \/;;
o,, = cov[Xx, y] = E[xy] —E[x]* E[Y]
E[xy]=>_> xyP(x,y)

VX Yy

13



Ejemplo 1:

Obtener el coeficiente de correlacidn para la siguiente distribucién de probabilidad:

y X 0 1 2 h(y)

0 3/28 9/28 3/28 15/28
1 6/28 6/28 0 12/28
2 1/28 0 0 1/28
a(x) 10/28 15/28 3/28 1

10 15 3 15 12 37
E[x?1=) x3g(x)=0%| — |+13| == |+ 2% = |=—=+=="_
b ; 9(%) (28] (28] (28) 28 28 28

15 12 1) 12 4 16
E[y’ 1= y?*h(y)=0°| == |+1°| == |+ 2| — |= =
[y*] gy (y) (28j+ (28j+ (28) +

28 28 28
2
ol = 37 _1 211 _ g 7589
28 | 28
2
o, = = {E} =0.3214
28 | 28
o, =0.8712
o, =0.5669
o,, =Cov[xy]= _126 = _83 =-0.1607
Y 784 392
—-0.1607 __0.2609

P = 0.8712)(0.7071)
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Ejemplo 2.
Sea la funcidn

_(x+y; 0<x<1, 0<y<1
f(xvY)_{ 0 , otros valores

Calcular A) oy, , B) pxy

A Elxy] = [ [, (x + y)xydxdy = [} [ (x2y + xy?) dxdy
S G o - f[ +(%)]
-[(5)- ()] -

11
E[x] = E!-Ofx(x+y)dxdy ff(x + xy) dxdy

1
~3

Chli—‘
Chli—‘

y y° 7
T3 12
11 11
Ely] = f f y(x +y)dxdy = f f (xy +y°) dxdy
00 00
i x%y ! g o
=Oj[<7>+(xy2)]0dy =6f[(—)+(y2)]dy_z+?0=ﬁ

o= stoi= 0 201 6)- (3)(5) -~

15



B)vazoc:f;;
02 = E[x?] — E?[x]
11 1
* 3y\|*
E[xz]=ffx2(x+y)dxdy=f<z+7y> dy
00 0 0
1 1
1 y y y? 1 1 5
‘f(ﬂg)d‘y—(ﬂz “1t5 12
0
11 1 PPN
E[x]=jjx(x+y)dxdy=f<?+7y> dy
00 0 0
1 1
1y y y? 1 1 7
‘f(§+z>dy—<§+z =317 n
0 0
X (5) (7)2 11
ol =—)-[—) =—
*oo\12 12 144
Por lo que

|
%= 1124

De manera semejante se puede calcular

op = E[y?] — E*[y]

11

5

Ely?) = [ [ v+ pdudy = 3
00

1 1
7
E[y]=jfy(x+y)dxdy=§
00
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Cuyo resultado es también:

2

= () (5) -
% =\12) " \12) T144

, 11
Y = 124

1
%= 124

Finalmente, el coeficiente de correlacidon queda:

Entonces:

_ 1
Oxy _ 144

p = = = —-——
Woogey (11 11 11
144 144

¢Cudl es la interpretacién de este resultado?

1
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