Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales
En este tema se estudiara la solucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden de la forma:

=F ..(1

En donde, generalmente, los coeficientes 4, By C son funciones de (x, ) y F es funcién de

eyl y o
Y " ox yay'

Este tipo de ecuaciones se presenta en problemas de ingenieria que se relacionan con transferencia
de calor, vibraciones, elasticidad y otros.

De acuerdo con los valores de los coeficientes 4, B y C, la ecuacién en derivadas parciales (1) se
puede clasificar en:

Eliptica, parabdlica o hiperbdlica
En esta parte trataremos las ecuaciones en derivadas parciales elipticas.
ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES ELIPTICAS
En las ecuaciones en derivadas parciales de tipo eliptico, se cumple que:
B? —4AC <0
Siendo 4, B y C los coeficientes de la ecuacién (1).
Dos casos de estas ecuaciones son:

a) Laecuacion de Laplace:

2 2
ﬁu(x,y) +WU(X,}/) =0

b) La ecuacion de Poisson

2 62
Wu(x, y)+ Wu(x' y)=F(xy)

En forma similar a la obtencién de férmulas de derivacidon, se pueden obtener expresiones que

proporciones un valor aproximado de un derivada parcial en un punto i, j dado. Asi por ejemplo la
2

se puede sustituir por el esquema de derivacién correspondiente
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Donde i representa el i-ésimo renglén y j la j-ésima columna y estan donde se encuentra el pivote.

. . 92 . .
Entonces si se aplica el operador 93y a una funcién u(x, y) se obtiene:
ij
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dxdy

1
u(x,y) = h? [_u(xi—l;J/j—l) + u(xi_l,yjH) + u(xi+1vyj—1) - u(xi+1:yj+1)]

La solucién de la ecuacién de Laplace o la ecuacién de Poisson es una funcidn u(x,y), tal que la
verifiqgue idénticamente. Un método para obtener la solucién de este tipo de ecuaciones es el
método de diferencias finitas, que consiste en sustituir las derivadas de la ecuacidn diferencial por
féormulas de derivacion.

Para la ecuacion de Laplace se puede decir que:
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Sumando renglén con renglén y columna con columna:
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Aplicando la férmula anterior a una funcién u(x, y) se tiene:

2 62
ﬁu(x, y)+ a_yzu(x' y)

1
=z [u(os yjm1) +u(x yjen) — 4ulx, y;) +u(xiog, y5) +u(xien )]



Para ilustrar la aplicacién del método, considérese el lo cual significa que:
siguiente problema de valores en la frontera.

Si la funcibn u(x,y) representa las temperaturas que 1 _ ]. 0
se tienen en diferentes puntos de una placa, de la cual RE|ubx2,71) + ulxz,y3) 4ulxz,ya) + ulx1y2) +ulxa,ya)

son conocidas las temperaturas en la frontera de la mis-

ma; entonces esta funcifn debe satisfacer a la ecuacidn

de Laplace, asf como las condiciones de frontera en toda

la periferia de la placa, cuando &sta se encuentre en Aplicando la expresidn (3) a cada uno de Tos puntos in-
equilibrio térmico. ternos restantes se obtiene:

Para conocer las temperaturas internas de la placa se
sobrepondri a ésta, una maffa de la siguiente forma:

ulxy,yy)  ulxy,ya)  ulxyy)  ulxpyw) ulxy,¥s) Eé—[;(xz,yz) + ulxg,yy) - bulxp,y3) + ulxy,ys) + u(xa.ygi} =0
ulxz;¥1) ulxz,yz) | ulxz,ys) | ulxa,yu) u(xz,ys) ﬁ; [9(;2,y3) + ulxg,ys) - 4ulxz,yy) + ulxy,yy) + u(x;,yhi] =0
u(x3,¥2) u(x ) ulx3,yy) u(x3,ys)
u(x3,¥1) (=272 372 T 7 fﬁ [}(!3,Y1) + ulxs,ys) - bulxz,yz) + ulxz,y2) + u(xn,¥1i] =0
h—lz Ex(xa,yz) + ulxg,yy) - bulxg,ys) + ulxz,y3) + u(n.)‘a{l =0
ulxy,yy)  ulxy,y2) ulxy,y3) ulxy,yy) ulxy,ys)
donde u(xy,y1), ulxp,y2), u(x1,v3), u(x1,y4), ulx1,vys), ‘hl—z E:(xa,hl + uxg,ys) - bulxa,yy) + ulxa,yu) + u(xua.“)] =0
u(xz,ys), ulxa,ys), ulxy,ys), ulxy,yu), ulxy,y3), ulxy.yz),
u(xy,¥1), u(x3,y1), ¥ wu(xz,y1) son las temperaturas en
la frontera de la placa las cuales se conocen. Lo que se
desea determinar son los valores de u(xz,yz), ulxz,y3), suponiendo que las temperaturas en la frontera de la pla
u(xz,¥y), ulxs,y2), ulxa,y3) ¥ wulxs,yy) los cuales re— ca son:
presentan las temperaturas 1nterna§ de la placa. Paralg
grarlo se aplicard la expresifn (3) a cada uno de los pun - -
tos internos. Considerando wu(x,,y,) como pivote, se ob ulxi,yy) = 30 ulx,ys) 70
tiene: ulxy,yz) = 5 u(xy,yy) = 80
[ 1
u(xy,ys) = 5 u(xy,yz) = 90
ulxz,y2) u(xz,y3) ulxz,¥u) ulxy,yy) = 10 u(xy,yz) = 80
m u(xy,ys) = 30 u(xy,yy) = 70
u(x3,¥2) u(x3,y3) u(x3,yy)
0 1 ! ! ulxz,ys) = 40 u(x3,y1) = 30
| u(xz,ys) = 40 u(xz,y1) = 30
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y eliminando 12, debido a que las ecvaciones estdn igua-

lTadas a cero, se obtiene el siguiente sistema de ecuacin
nes algebraicas lineales:

30 + wixg,y3) - dulxy,y;) + 5 + uwixy,vy) =

ulx;,yz) + ulxa,yu) - dulxp,yz) + 5 4 ulxy,y3) =

ulxg,y3) + 40 - dulxy,y,) + 10+ ulxg,ys) =

o o o o

30 + ulx3,ys) - dulxy,yy) + ulma,yz) + 80~
ulxg,¥ya) + ulxg,yy) = bulxg,ys) + ulxz,ys) + 90= 0

ulxy,yy) + 40 - bulxz,yy) + uixg,yy)+ 80= 0

Resolviendo el sfstema por el método de Gauss-Seidel, con
ayuda de una computadora digital, se obtiene que las tem-

perdturas internas de la placa som:
u{x;,yz) = 21.185 ul{xy,yz) = 46,481
ufzz,y3) = 27.638 u(xy,y3) = 53.739

ulxs,yy) = 29,619 u(xy,yy) = 50,839



