Repaso
Algunas distribuciones:

Normal

Siy ~ N(u,o0?) entonces:

y—H —~ ;“\-'F['O, 1)

_r
-

a

Muchas técnicas estadisticas suponen que la variable
aleatoria en cuestion se distribuye normalmente. El Teorema
Central del Limite es muchas veces una justificacion para
suponer normalidad.

Teorema Central del Limite.

Sean ry,rs,...,r, v.a.ii.d de una funcion de probabilidad
fx(x) con media i y varianza 2.

Sea 7 = Litfet ¥ parg un tamafio de muestra grande n,

T

la distribucion de 7 es aproximadamente:

L. , A (T — o
N (p, 02 /n) 6 MNJ\' (
o

0,1)

Ji-cuadrada

Una distribuciéon muestral que se puede definir a través de v.a.
normales es la distribucién Ji-cuadrada 2

Siz1,29,...,2z; son v.a.i.id. N(0,1) entonces:

=S oo

ko b
Bl el

T = :zf + z
tiene una distribucion x3.

La densidad tiene la forma:

flz) = —2"21"{%) ok2=1e=2/2 550
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Ji-cuadrada

La distribucién es asimétrica con p = ky o° = 2k.

Un ejemplo de v.a. con distribucion Ji-cuadrada es el

siguiente:

Suponga que vy, v, . . ., yn €S Una m.a. de N(p,a?), entonces:
88 _ Y-8
— - - Xn—1

t-Student

Si = tiene distribucion normal estandar y = tiene distribucion x3
y z Y = son independientes, entonces la v.a.

La funcién de densidad tiene la forma:
f(t) = T[(k+1)/2] 1 ,
VErT(k/2) [(£2/k) + 1]* 72

t =

~ ‘,f_k

— 0o <t < o0

La distribucién es simétrica con p =0y o? = k/(k — 2) para
k>2.
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t-Student

Un ejemplo de v.a. con distribucidn t es:

Siy1,y2,...,yn €S una m.a. de N, o2} entonces
Tt = = tn_
Sivn "1
donde,

Distribucién F

Six? y x2 son dos v.a. y? independientes con uy v g.l.
respectivamente, entonces

F

_Xulv g
“ap ~fe

u=

u=4 v=30

¥
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Distribucion F

Como ejemplo de una estadistica que se distribuye como F/,
suponga que tenemos dos poblaciones normales
independientes con varianza comun o2, es decir,

Yi1, Y12, - - -, Y1n, €5 UNA M.a. de la primera poblacién
Y21, Y22, - - ., Y2n, €S UN@ m.a. de la segunda poblacién
entonces,
2
S

? s Fﬂ.]_—l.ﬂz—l
2

donde

ny o, _ 9 nz (= \2
52— Y imi(y1i — 1) y 2 = Y imq (Y28 — 72)

ny— 1 ns — 1

Distribucion F

Sabemos que:

g _ 5S¢ g2 _ 5~
! ny — 1 2 ng — 1
Y
S5 (i —1)5% 5
I,_.]r2 0-2 X?ij—l
L,,r2 U"? nz—1
Por lo tanto:
(na—1)57
(ny—1)c2 ~ F
(ng_1)sz =~ m—lmz—l
(ng—1)c?
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Estimacion por intervalos (Intervalos de confianza)

e Conocemos 0 por algiin método pero es deseable que vaya acompanado de alguna
medida del posible error de estimacion.

Sea X,X,,..,%, una ma. de la densidad f(+,0) y sean T =t(X,X,...,%X,) ¥
T, =t, (X, X,,..., X, ) dos estadisticas tales que: P[T, <0<T,|=1-a , donde a no depende
de 6, entonces el intervalo (T,,T,) es llamado intervalo de confianza al (1—a)100% para

el parametro 0.

Interpretacion: Si en un nimero grande de muestreos repetidos se construyen intervalos de
confianza para 6, entonces el (1 - OL)IOO% de éstos contendran el verdadero valor de 0.

e Los intervalos de confianza tienen una interpretacion frecuentista esto es, no
sabemos si la aseveracion es cierta para una muestra especifica, pero sabemos que el
método usado para calcular el intervalo de confianza produce aseveraciones

correctas el (1-0)100% de las veces.

Intervalos de Confianza

A partir de la distribucion de la medias de

muchas muestras o diferencias de muestras. se
puede construir un intervalo que , en (1-2)100% de —
los estudios cubra a la wverdadera media o — | ==
diferencia de medias. es decir las de la —
poblacién

=

P [Tl <8< T:] =l-ao WValores|del parimetro
T, = Limite inferior . T,= Limite Superior =
Los limites varian de muestra a muestra, pero
en el (1 — a) 100% de los casos contienen a 6.
6 real

> Sea Oun estimador del parametro 0, si la distribucion de 6 es desconocida, entonces
Asumimos n grande y para construir un intervalo de confianza utilizamos teoria
asintotica.

Hay dos procedimientos:
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e Procedimiento 1.

Sea 0 un estimador del parametro 0, entonces

calculamos la varianza de , Var (é) , a través

del Teorema Central del Limite:

O-N (G,Var(é))

luego estandarizamos:

PIVOTALA funcion que depende U
exclusivamente de los datos y del X
amet de interés, adema -
parametro e interés, ademds su p < 0-0 <7 l21-a

distribucion es conocida y no depende de
parametros desconocidos (por lo que esta
totalmente determinada).

Como P[T, <0<T,]=1-oa, entonces el intervalo de confianza al (1-a)100% para el

pardmetro 0, para n grande es (T,,T,) = 60—z, [Var(6) , é+za ar(6) |.
11 o, A

De tablasdela N (0,1)

1—-a=099 2y =257
1—-—a=0.95 Z.025 — 1.96
1—a=090 zg5=1.64
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e Procedimiento 2.

Sea 0,,, un estimador maximo verosimil del pardmetro 0, entonces Bajo condiciones de

regularidad. Un estimador maximo verosimil, que depende de n, se distribuye
asintdticamente como:

By ~N| 6. 1 =N(0.1(0)")

nE{[;log f (x;e)ﬂ

1

e {(;log f (X;B)T}

donde: | (9)71 =

A

entonces estandarizando: Ouy =0 _ N (0,1)

J1(8)"

Por lo tanto el intervalo de confianza al (1 —oc)lOO% para el pardmetro 0, para n grande

€S

(Tl’TZ):(éM.V _Z% | (9)_1 , éM_V + Z%\“ (9)_1).

Pivotal exacta.

Si 0, estimador del parametro 0, tiene distribucién conocida entonces podemos construir
la pivotal sin usar teoria asintotica y determinar el intervalo de confianza.

e Intervalo para pn
Caso 1. Sea X,X,,...,X, unam.a. N (p, 02) con o> conocida.

El estimador para p es: i=X.

2 __
X~N (p,c—] estandarizando: ~—H =7~ N (0,1) > PIVOTAL
n

\/c?

n
entonces el intervalo de confianza al (1 —a)lOO% para p, es:

- o’ o’
(T],Tz):(x—z%\/; , x+z%\/;].
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Caso 2. Sea X, X,,...,X, unam.a. N (;,t, 62) con Yy o desconocidos.

2
El estimador para p es: i=X. X~N (M,G—j
n
estandarizando: X _2” =z~N (0,1) — No es PIVOTAL ya que desconocemos a G”
c
n

Sabemos que: 1)

ademassi z~N(0,1) y X ~ X(zk) entonces t = LX ~ty
Vk
Por lo tanto:
X—u
o®
t=—~ n M =Rt S PIVOTAL

= > ~ Lo =G I el
R T
k s*(n—1) n(n—1) n

entonces el intervalo de confianza al (1-a)100% para p, es:

e Intervalo para ¢’

Sea X, X,,...,X. unam.a. N(p,c°) con o’ desconocidos.
) n u U

Intervalo para c°

S-x ., (-DX(%-%x) M%(zn_]ﬁp,VOTAL
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n—l)S2 (n—l)S2
P| %’ s(—s > =l-a=P|y’ <t <y =1-
- ["(1%»1) & X/)J * ("(1%1) )
2 n—1)S? n—1)S?
=P 21 S(n 61)82S > I =l-a=P (2—)S02S(2—) =]l-a
X(o4.n) Kf1-a.n-1) X(o4.n) Xf1-a.n-1)

Como P [T1 <0< T2] =1-a, entonces el intervalo de confianza al (1 - oc)IOO% para ¢”, es

(T.T,)= (n-1)s? | (n-1)s?
Hoamy)  Hisgmy

e Intervalo para p (proporcion)

Sea X, X,,..., X, una m.a. Bernoulli(p)
Intervalo de confianza para p

2%

El estimador para p es: p =“=— es maximo verosimil
n
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Ahora Var ()= p(1-p) !

n nE{(;log f (x;e)T}_ 1(6)"

entonces Bajo condiciones de regularidad.

B N (9, | (9)_1): =N (pp(lT—p)} — estimando: p~ N [ pM]

entonces estandarizando: %i N (0,1) - PIVOTAL
p(1-p

n

Por lo tanto el intervalo de confianza al (1 - OL)IOO% para el pardmetro p:
. p(l-p) . p(1-p)
T,T,)=| p- S — .
(.T:) [p 2 a7

Intervalos de confianza para dos poblaciones.

e Intervalo para p, —p,

Caso 1
Sea X, LY,

X, Xy %, ~ N (p,,07 ), con o} conocida

ey % o
5 5 . =0 —H, =X-Y~N|p—p,,—+
Y22 Ym ~ N (115,03 ), con o} conocida

estandarizando (X= Y);(nguz) ~N(0,1) > PIVOTAL
1

2Y\ N m 2V N m
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Caso 2.
Sea X, LY,

X Xy5ees Xy ~ N (ul,cf), con o, desconocida

S o o
2 2 ) >0 -0, =X=-Y~N|p-p,—+—=
Yi> Yasees Y ~ N (uz,Gz), con o, desconocida

n m
estandarizando:
X—V)—(u —
(X=y) - —1.) ~N(0,1) > No es PIVOTAL ya que desconocemos G, y o,
o, o)
n m

Sabemos que:

> (% -X) _(n-1)87
o o | (st (monst
S-9) _(m-nst . R
o, e ~ Km
ademas si z = (X~ yi;(“;; ) ~N(0,1) y X ~ x(zk) entonces t = LX ~ta
O, % =
n m K
Por lo tanto:
(X=¥) (1 —m,)
o %
(= L _ n.m Lt N No es PIVOTAL
\/Y (n-1) S? (m - 1) S? ™m2) " ya que no se eliminan las varianzas poblacionales
e g
(n+m-2)

Esto se conoce como Problema de Behrens-Fisher

(X=¥)— (1 —n,)

5 [1 1 )
o’ —+—
n m
Se asume que G; =G; =G’ entonces: t= ~tnimoa)
(n-1)S} +(m-1)S;
62
n+m-2
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o 1 lj
© nm o E —
=>t= n m _ (X=9)—(m —1) t L PIVOTAL
(n—1)512+(m—1)822 (n_1)512+(m_1)822 (1 lj (n+m-2)
c*(n+m-2) (n+m-2) n i m

Por lo tanto el intervalo de confianza al (1 - OL)IOO% para la diferencia de medias p, —p,,
es:

o FIEEISLT) gy IS ]

2
c

e Intervalo de confianza para —-
1

Sea x; LY,
X(s Xysees X ~ N (ul,clz), con u,,c; desconocidas

Yi> Yoo Yo ~ N (uz,ci), con u,,c; desconocidas

Sabemos que:

> (% —7)2 _(n-1)S;

o} o - X(ZM)
>(%-y) _(m-1nsi
2 - 2 ~ L(m-1)
O, O,

Ademas: por lo que:

u
F :—XV ~Fou
\Y

(n-1)S; S!
_ 2 2 2Q2
F:(r‘_l)‘512~p L s F=S %S L pVOTAL
(m-1)s; oSy ()
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202 5 2 )
=P Fl:%_ S—GZSI SFO/E v |=l-a=P S—ZFP_%_ gﬁgs_zpaz —l-a
(n=1,m-1) stz (n=1,m-1) SZ (n-1,m-1) ’
1Y2 1

|
=
@]
=
)
o+
o
=
-+
o

Pero una de las propiedades de la distribucion F es que: F(i:/fnfl) = 0/1
’ 2

S 1 _ol_ sy
Q2 o/ =2 ? (n—1,m-1)
1 F72 G, 1

(m-1,n-1)

=P =l-a

2
Como P[T,<6<T,]=1-a, entonces el intervalo de confianza al (1-0.)100% para G—g ,
Gl

€S:

2
de forma similar el intervalo de confianza al (1 - a)lOO% para 6—12, seria:
02

S 1 S} _w
(T’T ): e a, ’_1sz n—
1> 72 522 F(A 522 (m-1,n-1)

n-1,m-1)
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Ejemplo: Una empresa ha estado experimentando con dos disposiciones fisicas distintas en
su linea de ensamble. Se ha determinado que ambas disposiciones producen
aproximadamente el mismo numero de unidades terminadas al dia. A fin de obtener una
disposicion que permita un mayor control del proceso, se busca adoptar de manera
permanente la linea de ensamble que exhiba la varianza mas pequefia en el nimero de
unidades terminadas producidas al dia. Dos muestras aleatorias independientes producen
los siguientes resultados:

Linea de ensamble 1 Linea de ensamble 2
n=21dias m =25 dias

S2 =1432 2 =3761

2
. 9 . . ,
Establezca un intervalo de confianza de 95% para —-, la razon de las varianzas del niimero
O,
de unidades terminadas para las dos disposiciones de linea de ensamble. Con base en el
resultado, ;cudl de las dos lineas de ensamble permite un mayor control del proceso?

Queremos un intervalo de confianza de 95% :>oc=0.05:>%:0.025, necesitamos

obtener los valores de F, usando tablas tenemos que:

F2 = F =241
F(rél,m—l) = F(gkizzi) =233

2
. . 9 ,
Sustituyendo valores tenemos que el intervalo de confianza al 95% para —-, seria:
c
2

s* 1 S? . S 1 S?_, 1432 1 1432
s o || SR s o || e 2z e 241 (0163.0919)
2 F(n_zlﬂm_]) 2 2 T(2024) 2 :
GZ
Por lo tanto 0.163<—-<0.918
G,

2
. , © .
Estimamos con 95% de confianza que la razon —- de las verdaderas varianzas de la
c
2

poblacion quedard dentro del intervalo (0.163,0.918) y puesto que los valores dentro de

este intervalo son menores de 1, podemos confiar en que la varianza en el nimero de
unidades terminadas en la linea 1(012) es menor que la varianza correspondiente para la

linea 2 (Gg) . Por lo tanto la linea 1 de ensamble permite un mayor control del proceso.
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e Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones p, — p,
Sea x; LY,
X;, X,,.... X, ~ Bernoulli(p,)

YisYaseen Y ~ Bernoulli( p, )

.2 1-
p1~N(p19 pl( n pl)j

o 1- 1-
IQl_pfl\l{pl_pz’|ol( P, P pz)j

n m

— P
n m

(P=P)=(P—P) "y (1) pivOTAL
\/pl(l_pl)+ pz(l )

p(1-p) p,(1-p p(1-p,) B, (1-P
(TI,TZ)—[(blﬁz)z%\/pl(n B, pz(m b) (bl_pz)ﬂ%\/pl( p), P.(1 pz)]
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