Estimacion puntual de parametros.

Parametro(0): Caracteristica de la poblacion.

En estadistica la forma funcional de f(X;O) es conocida pero se desconoce O total o
parcialmente. La estimacion del parametro (é) debe ser funcion de los datos de la muestra

X, X X, es decir 0= f (Xl,xz,...,Xn) , pero los datos X, son cantidades aleatorias por lo

ERAVERREERANE

tanto O es aleatorio, entonces debe tener sentido preguntarse por la distribucion de 0 y esta
distribucion debe describir por completo las propiedades del estimador.

Las propiedades mas deseables de los estimadores son:
e Nos gustaria que la distribucion de un estimador esté centrada en el pardmetro que se

desea estimar. Si la media de la distribucion de un estimador 6 es igual al parametro
estimado 0, se dice que el estimador estd insesgado. Si no es asi, se dice que el estimador
estd sesgado.

e Ademas nos gustaria que la distribucion de un estimador tuviera varianza minima; es
decir, que la dispersion de la distribucion fuera lo mas pequena posible, de modo que las
estimaciones tiendan a ser cercanas a 0.

Definicion:

Un estimador 6 de un parametro 0 es insesgado si E(é) =0.Si E (é) # 0, se dice que el
estimador esta sesgado.

El sesgo B de un estimador 0 es iguala: B=E (é) -0

Un estimador insesgado que tiene la varianza mas pequefia de todos los estimadores
insesgados se denomina: estimador insesgado de varianza minima (MVUE).

Hay ocasiones en las que no podemos lograr la falta de sesgo y también la varianza minima en
el mismo estimador. En un caso asi, preferimos el estimador que minimiza el error cuadrado
medio (ECM):

A 2 A
ECM = E[(O—G) }:v (e)+ B>
Por lo tanto, si 0 no esta sesgado, es decir, si B=0, entonces ECM =V (é)

Si 0, y 0, son estimadores de O se dice que 0, es mas eficiente que 0, si y solo si

ECM (él) <ECM (éz), si son insesgados: V (él) <V (éz)

e Consistencia. Se dice queé (estimador de 0) es consistente si lim P[ én - 6‘ < 8:| -1

n—o0

La “distancia” entre el estimador y el pardmetro debe ser pequena; para n muy grande 6~9.
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Ejemplo: Sea X,X,,...,X, una m.a. de n observaciones. Se desconoce la distribucion de la

., . 2 . .
poblacion muestreada. Demuestre que la varianza de la muestra, s, es un estimador insesgado
de la varianza de la poblacion, .

Por la definicion de la varianza de la muestra tenemos que:

» Conocemos que:
V(X)=E(X?)-(E(X)) > c*=E(¥)-w* = E(x*) =0+’
Como cada x;, (i=1,2,...,n)se escogiod al azar de una poblacion con media p y varianza
o, por lo que: E(Xiz) =c’+p’. Ademds E(Yz) =02 +(p, )", pero por el Teorema

Central del Limite, sabemos que:

2 . .
Por lo tanto s~ es un estimador insesgado de .
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Ejemplo: Sea X, X,,...,X, variables aleatorias, X, ~ N ( L, (52) . Queremos estimar L.

3
Sean [1, = zl a, = Ny £+£, (i, = Y,, cual dara la mejor estimacion.

—~ 3’ 2 3 6

+ ;son insesgados?

E(ﬁtl)=E(i%}%iE(yi)=%iu=%{3u)=u3 E(0,)=n

i=1 i=1

E(f1,)= E(%Jr%Jr%j: E(zyl)Jr E(3y2) E(6y3) _%

E(lj%): E(yz):“:> E(ll3):l-1
Los tres estimadores son insesgados

+ (Cual tiene la menor varianza?

v(@)-v[3L)-

i=1

2 60 6 (9+4+1)c’
Via)-v( Lt k)2, 0 Pritle T,
2 3 6 4 9 36 36 18

V(ﬂ3)=V(y2)=G2

3
El de menor varianza es [i, = Z% =i, es el mejor estimador.
i=1

(Coémo estimar 0 ?

@ No existe una Gnica manera de estimar un parametro.
@ No existe un Gnico estimador de un pardmetro = 3 un mejor estimador.

por momentos
por maxima verosimilitud

@ Las principales técnicas de estimacion son: {
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Méxima verosimilitud.

Si seleccionamos al azar una muestra de n observaciones independientes e idénticamente
distribuidas X, X,,...,X, de una v.a. X,y si la funciéon de densidad f (X;G) es funcion de un

s6lo parametro 0 entonces la funcion de densidad conjunta de los valores X, X,,..., X, es:

f (X0 Xy X30) = F(X)- F(%,) F(X,)=L

verosimilitud

= L=]](x:0)

Fisher sugiri6 que se deberia escoger como estimacion de 0 el valor que maximiza L, es
decir, debemos encontrar el valor de 6 que maximice la observacion de la muestra conjunta

X5 Xyperes X, -

Si la verosimilitud L de la muestra es funcién de dos parametros 0, y 0O,entonces las

estimaciones de maxima verosimilitud de 0, y 0, son los valores que maximizan L.

Suponiendo que L es funcion de un solo parametro 6, entonces el valor de 0 que maximiza la
— dL . : P
verosimilitud es el valor para el cual 40 =0, esta derivada en ocasiones puede ser dificil de

obtener, ya que L es el producto de varias cantidades que dependen de 0 ; por lo tanto se usa
el hecho de que la funcién logaritmo es una funcidon monotonamente creciente, entonces: L
serd maxima con el mismo valor de 6 que maximiza su logaritmo. Por lo que el valor de 6

dlogL

que maximiza la verosimilitud sera el valor para el cual =0

Ojo.
L serd funcion s6lo de O, los valores dex se fijan y lo que importa es el recorrido del

parametro 0 ; por lo que no importa que si X, son v.a. discretas, podemos derivar libremente.

Ejemplo: Sea X,X,,...,X, una m.a. de n observaciones de la variable aleatoria X con funcion
de densidad exponencial:

e% .
— S10<X<m>

f(X;B)z

0 en los demés puntos

Determine el estimador de mdxima verosimilitud (MLE) del parametro f3.
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n ef% efx% eix% eiz%
L= T 000)= 1 00) 06— 1 00)= | || 5 | | | =

:>logL:log(e_z%)—nlogﬁz—%—nlogﬁ
dlogL  >.x »
§§ = Bz‘—%zO:ﬂﬁzZXi:B:”T:Y
(€s maximo?
d”logL =—2Z3Xi+%=—2 ZX‘3+ N, M L0 o (méximo)
R Y Y RO
n n

ﬁ:Y es el MLE de

Ejemplo: Sea X,X,,...,X, una m.a. de n observaciones de la variable aleatoria X con funcion

de densidad normal con media p y varianza c°, obtenga los MLEs de p y o°:

| ! (x=n)
f (X,M,62)= chp{— = }

[ (x-w ) (-] [ (% -n)
| S el ) (e )
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dlccl)gl—:Zzz(xiz_“):o:>2(xi—a):0:>zxi—nﬁt=0:>nﬁt=2xi:>ﬁl=%=7
u c

sesgado
=X
“fi=X,6° == sonlosMLEsde py ¢’

Ejemplo: Sea X, X,,...,X, una m.a. de n observaciones de la variable aleatoria X con funcion
de probabilidad Bernoulli:
X

f(x;p)=p*(1-p) x=0,1

Determine el estimador de maxima verosimilitud (MLE) del parametro p.

L :H f (Xi;e) :H p" (1_ p)l—xi _ pZXi (1_ p)21—xi _ pri (1_ p)(n—ZXi)

= logL =) x log p+(n—ZXi)log(1— p)

dlog'-zzxi_(”—zxi)zojzxa=(”—2Xi) l—ﬁ_(”‘zxi)

dp p 1-p p 1-p p DX

2%

1 n . .
= ——-l==—-1= p=“— proporcion
P X; n

X
. la proporcion p = Z ~ es el MLE de p.
n

Problema: ;como garantizar que dentro de los estimadores {é.} de una caracteristica de la

poblacion se tiene “el mejor” en algin sentido?

& Cota inferior de Cramér- Rao.
Sea X, X,,...,%, m.a. con f(+,0).Sea 1(0)=T =t(X,X,,...,X,) un estimador insesgado de

+9 N\p

1(6) . Entonces si se cumplen los siguientes supuestos, llamados condiciones de regularidad
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i) %log f(x6)3vx y VO

ii) %Hﬂj f (x;0)dxdx, ---dx, :”J-%lj f (x;0)dxdx, ---dx
iii)

%J’I...jt(xl,xz,...,xn)lii[ f (x;0)dx,dx, -~ dx, :”...It(xl,xz,...,xn)% ; f(%;0)dx,dx, - dx

i=1

. o R
iv) 0< E{(%logf(x,e)] }< vo

(O]

nEl:(a%log f (x;e)ﬂ

cota inferior para la varianza de un estimador insesgado de una caracteristica.

tenemos que: \ [T :t(xl, X X )} >

EREETRAN

e Proporciona el valor minimo que puede tomar la varianza de un estimador insesgado.

e Si tenemos varios estimadores insesgados, entonces el que tenga la varianza mas
cercana a esta cota sera el mejor de ellos.

e Si tenemos un estimador cuya varianza alcanza la cota: este es el mejor estimador de

todos.
Demostracion:

L:ﬁ f (Xi;B)zlogL:ilog f(x:0)

—log L :Z% og f x,,e =U funcidn score (de puntajes)
i=I

- = —f(x;0) -
. E(%logf(x;e)j:_{o%logf(x 0)- 1 (x e)dx:i%f(x;e)dx:_];%f(x;O)dx:
O [ (x0)dc=-(1)=0

condicion(ii) 5O
—0

E(%log f (x;e)j:o:, E(U)

I
m
M
I
]
aQ
—
—
x
D
SN
N—
I
m
|
—_—
]
aQ
—
—
x
D
SN
N——
I
(e}

:>E(U):0
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n 2
3 E(Uz) = E{; %log f (Xi;e)j ] como las X; son v.a.i.i.d.

Pero V(X)=E(X?)-(E(X)) =V (U)= E(Uz)—(\r:\e.Q)2 =E(U?)

2V (U)=E(U7)= nE{(%log f (Xi;e)jz}..(*)

informacion de Fisher

Ahora por insesgamiento de T(0) =T =t(X,X,,..., X, )

” J. (%,30)-- f (x;0)dx,dx, ---dx, =
:”J'T foi;edxldx -dx, ”J' L (8, x)dx,dx, --- dx,

” J. L (6, x)dx,dx, - L ()” J. —Lexdxdx - dX,

_” I logL (6,x))-L(6,x)dx,dx, --- dx,

U

:”...j%(e)-ulj f (x;0)dx,dx, ---dx, = E(%(6)-U)

= (¢(0) =E*(2(6) V)

Ahora bien Cov(X,Y)=E(X-Y)—E(X)E(Y)
Si X =1(8),Y =U , tenemos:

Cov(%(6).U)=E(%(0)-U)-E(2(0)) BY) = Cov’(%(0).U)=E*(£(6)-U ) =(<'(0)) .(**)

Por otra parte, sabemos que para v.a.: Cov’ ( ) ( ) V( )
= Cor (1(0)0) 2V ((6) v (U) = (x0)) > )
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entonces, sustituyendo (*) y (**), obtenemos la Cota inferior de Cramér- Rao (CICR):

v (2(0))> COVZV(Z(JG))’U Y [T =t(%, %0 %) ] ()] QED

nEKilog f (x;e)ﬂ

G ’ 8’
Resultado util: E|| —log f (x;0 =—E<{—log f (x;0
esultado 1ti l:(@@ og f ( )) } {662 og f ( )}

Ejemplo: ;Existe un estimador p de p (distribucién Bernoulli), que alcance la cota inferior de
Cramér-Rao?

©(p)=p
7(p)=1
f(xp)=p(1-p)~
log f (x; p)=xlog p+(1-x)log(1-p)
X 1-X

—log f(x;p)=————

P : ( ) p 1-p

: X 1-X
—log f(X;p)=—-

2 g ( p) p2 (l_p)z

Salvador Ivan Marquez Flores 9



X.
Ya sabemos que la proporcion p = L es el MLE de p, (alcanza la CICR?
n

Primero veamos si es insesgado:

£ (p)-E[ 22 |- L) -

p= e p= P esinsesgado

n
Ahora
1 n

V(p)=V 2% = 2Zn:V(xi):—ZZp(l—p)=iznp(l—p):M—ms la cota

n n’ 5 n’ <5 n n

A

= p alcanza la CICR = p es el estimador de menor varianza y es el mejor estimador de todos.

Ejemplo: Normal(;,t, c’ ) , con u desconocida y 6 conocida.

t(h)=n=7(n)=1

f(X'M 02):;@(}) _(X_H)z

Y 216’ 26"

log f (X‘M csz)=—llog(27tc52)—(x_u)2
b b 2 2

GZ
(x=p)
02

%log f (x;u,cz) =
2

Gau logf(x u,o )

G

—E{—logf Xu, 2)} Lz iz
—nE{ (x:po 2)} 12

IRV — )] ()]

2
(&)

1
2 Py n
nEH;log f (X;H,Gz)) } —-nE {aezlog f (X;Maﬁz)} =) "

2
:v[a]z%a(mCR)
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2
. . . c .
[conocemos un estimador insesgado de p cuya varianza sea — ? Si, ya que por el Teorema
n
: 2%

2
X~N [u,c—j
n

es decir V (X) = 9 {=X=1_ alcanza la CICR = X es MVUE.
n n

Central del Limite, sabemos que:

n

. Qué pasa para ¢” desconocida?

T(02)=(52 :I'(Gz)zl

2
1 X—
f(x;u,cz)z = exp{—( 2(:;) }

27

Seac’=6

f(%1.0)= ﬁ@m{—%}

2
log f (x;11,0) = —%log(%‘ce)— (X;GM)

2 (x-w) 1 (x-w)

0

—1 f . e = — .
R G Yy e T T
0’ 1 (x=p)
wlogf(x,u,e)zﬁ-i-( 93 )

& 1 (x-p) 11
_E{ﬁlogf(x;u,e)}z—E{WjL( = ) }:_WJr?E{(x_M)z}

E{(X—u)z} = E{X2—2Xu+u2}= E(Xz)—2uE(X)+u2 = E(Xz)—2M2+u2 = E(Xz)—u2
Pero V (X)=E(X?)=(E(X)) = E(x*) =V (x)+(E(X)) =c® +1*

:E{(X—u)2}=E(X2)—p2=(G +u2) W=c"=0
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o 1 1 11 1
2 -E1 L tog f (xip,0) ===
{aez g f (cu )} 200 0 200 O 20°

82
= -nE {ﬁlog f (X;u,ﬁ)} =—

NOE [*(0)] [<(0)] 1 26 26
nEKa%log f (X;p,e)) :I —nE{aaezlog f (X;p,e)} 222 n n

=V [62]227049(CICR)

Zn:(xi _“)2 4

e Sipesconocida 6°==— =V (62) _2o = alcanza la CICR
n n
. —\2
Z(X' ~%) 2c*
e Sip esdesconocidag’ =s’ == — =V (82)= = Solosi n—>ow

n-1
se alcanza la CICR

Ejemplo:
Uniforme (0,0) = f (x;0) :% x<(0,0)
Bajo las condiciones de regularidad ya demostramos que se debe cumplir
0
E| —log f(x;0)[=0
(ae 1 )j
Pero para la funcion Uniforme(0,6) tenemos que:

log f (X;O):—logﬁzglog f (X;O):—%

:E(ilo f(X'G)j:j'—lf(X'O)dx——iidx——ixe——Le——l;ﬁO
) B R T e e o A TR

.. La funcion Uniforme(O,B) no cumple las condiciones de regularidad = ,Zf CICR (No existe

la cota inferior de Cramér-Rao).
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Estimemos el parametro 0, para la Uniforme(0,6) , usando la técnica de momentos y la de

maxima verosimilitud:

Momentos Maxima verosimilitud
Ll
| =||z===logL=-nlogb
E(Xm):—zxim i=1 6 e
I " O logL=-"om
B 00 0

E(x):le.:Q:Y - :

n ) no podemos maximizar loglL, pero si L,
=0y =2X obsérvese que Ln es una funcion decreciente

de 0. Pero debe ocurrir que 02>X,VX en

particular 6 > X(n) (maximo de la muestra).

ENE I IR 1L I X, (MLE)
0 x 0" x
(n) (n)
cual de los dos estimadores es “el mejor”
+ (son insesgados?
0 0
A X; E(x P P -
E(OM ): E(27):2E[Z 'J:ZZ ( ') =2 :2—2=G—>9M es insesgado.
n n n n

Ahora para determinar la esperanza del estimador maximo verosimil, primero necesito
conocer la funcion de densidad de Xiny -

Entonces,

J Gt Gt e

n)e™ no 4
o nil il — 0,,, es sesgado
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Aunque el estimador éMV es sesgado observamos que facilmente podemos obtener el

. . A n+1 .
estimador insesgado: 6,,, = —— X —>es insesgado

n

Por lo que ya tenemos dos estimadores insesgados éM y Oy =—X

+ (Cual tiene la menor varianza?

V(8,)=V (2%)= 4v[Z j 23V (% 292 4ng” _ 6%

12 12n* 3n
A\, [N+l _n+12 _n+12 ) 2
V(GMV)‘V(TXWJ—(TJ V(Xm))‘(Tj {E(Xm) )~(E(x0)) }
Pero ya determinamos E (X(n)) = nn_-?l

Y ademas:
nx(ﬁJ dx
0
_[1j en+2 neZ
o 0" n+2 n+2
(A (n+1Y ) 27 (n+1Y| no’ no \ |
"V(GMV)‘(TJ [E(Xm))_(E(X(n))”‘( ) n+2 (n+1j -
(n+1)°"(no* ) (n+1) ( o[ (n+1)’ 2
= -0 =|—2—-11(0"=
n’ n+2 n> \n+l1 n(n+2)

B M_ , (n +2n+1)— 9—2
_[n(n+2) IJO { } n(n+2)

Entonces tenemos que:

A 0’ A . . .
\ (GM ) =an y V (GMV ) = por lo que el de menor varianza es el estimador maximo
n

\_/ AN /
3
B i

+

l\)

>
=
S|
|38

)

verosimil 0,

n+1 . . ., . .
= 0,, =—X_, es mejor estimador para la funcién Umforme(0,0), aunque no existe la
MV n (n)

cota inferior de Cramér-Rao.
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Estadisticas suficientes.

Habiamos definido una estadistica T = '[(Xl 3 Xy yeees X, ) , como una medida descriptiva numérica

calculada a partir de datos de la muestra. Una estadistica condensa o reduce las n v.a. en una
v.a., por lo que debemos preguntarnos si ;lo mismo que “decian” n v.a. sobre 0, lo dice ahora

T =t(X,X,,..., X, ) ? ¢habremos perdido informacién en esta “reduccion”?

Estadistica suficiente. Sean X;,X,,...,X, una m.a. de una densidad f (+;0). Una estadistica

*>n n

T :t(xl, Xy yeees X ) es suficiente para 0 siy sodlo si, la distribucion condicional de X, X,,..., X

dado T =t; no depende de 6 para ningln valor tj de T.

e Basta conocer los valores de la estadistica suficiente T para conocer 0.

e “Lodemas que no sea T no aporta informacion sobre 0 .

e T (una estadistica suficiente) “condensa o reduce” el rango de valores de una manera
que no haya perdida de informacion sobre 0.

Ejemplo:

Sean Xis Xy s X3 tres  ensayos  Bernoulli f (X; p) =p* (1 — p)lfX x=0,1 y

T =t(X,%,,%)=(X-X,)+X, una estadistica.

0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

Sea el rango de valores de la tripleta (X, X,,X,): ©= {( (LL1),(0,L1),(L0,1),(1,1,0)

0 (%.%,%)  =(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)
T =t(X, %, %) = (% % )+ % ={0,1,2} =11 (1,1,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1)

(1,1,1)

[\

La distribucion condicional de X, X,,X, dado T =t sera:

_ P(X,=X%,X,=%,X,=X)
P(T =t)

Para T = 0: tomando la tripleta (0,0,0)

Salvador Ivan Méarquez Flores 15



P(X,=0,X,=0,X, =0T =0)= :P - : : _

(1-p) _ (-p) 1

(1-p)' +p(1-p) +p(1-p) (1-p)+2p(1-p) 14 2P
(1-p)

depende de p, por lo tanto T =t(X,X,,X;)=(X-X,)+X, no es una estadistica suficiente para

p, lo que indica que se ha perdido informacion.

Ejemplo: Para X, X,,...,X, una m.a. de n observaciones de la variable aleatoria X con funcion

de probabilidad Bernoulli:
f(xp)=p*(1-p)"

X

x=0,1

. ;. . oy I3 A X 4
Sabemos que el estimador de méaxima verosimilitud del pardmetro p, es p =4, ;serd
n

T=t= Z X, una estadistica suficiente para p?

Tenemos que: X, ~ Bernoulli(p) =t = ZXi ~ Binomial(n, p), por lo tanto, la distribucion

condicional de X, X,,X; dado T =t = in , sera

X - _yy Ie*(-p)"
P(xl=x1,x2=x2,...,xn=xn|T=in=t)=P(XI_X“X2 X2""’>>(“_X“) i .

sobre p.

Estadisticas conjuntamente suficientes. Sea X,,X,,...,X, una m.a. de densidad f(+;60). Las
estadisticas S,,S,,...,S, son conjuntamente suficientes, si la distribuciéon condicional de
X5 X,,.... X, dado S, =s,,S, =5,,...,5, =S, no dependen de 0.

(Habrd una forma mdas econdomica de decidir si una estadistica es suficiente para un
pardmetro 6 ? — Criterio de factorizacion.
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Criterio de factorizacion. Sea X,X,,...X, una m.a. de densidad f(+;0). Una estadistica
S =5(X;,X,,..., X, ) es suficiente si y solo si la densidad conjunta de X,X,,...,X, se puede

factorizar como:

f (X2 %00 X, ) = G (S (X5 X500 %, )30) N (X Xy X, ) = G (S:0) N (X1 Xy s X, )

Equivalentemente, para estadisticas conjuntamente suficientes:
e (X X X ) = (S (X5 Xaseees Xy )5S (X3 Xy ces Xy ) s Sy (X Xgseees X1 )50) N (X, X, 00X, )
=9(S,,S,,--»S:0)h (X, %500 %)

h es una funcién no negativa que no depende de 6

g es no negativa y depende de X, X, ..., X, s0lo a través de S, (X, Xys.ce X; )seees S (X5 X5ees X, )
Ejemplo: Sea X,X,,...,X, una m.a. de n observaciones de la variable aleatoria X con funcion
de probabilidad Bernoulli:

f(x;p)=p*(1-p)" x=0,1
= f (X0 %000 X,) pr' -p)™ 1{ pL” (1-p zX'l—[lx' = YA(Xs Xyseves Xy )
h (X5 X000 X)) Hl
= Z =S = ZXi es la estadistica suficiente para p.
g(S;p)= pz'( 1-p)’

Ejemplo: Sea X, X,,...,X, una m.a. Norrnal( 2)

2
1 X—
f(x;lu,csz)z—27Tc$2 exp{——( 202) }

- (152 (2% —2u) % + nuz)} =

ZX }exp{ ! (—2p2xi+nu2)H
g[sl,sz;u,cﬁ)
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X . .. )
' 62 =5¢’ n son funciones 1 a 1 de la estadistica suficiente.

Un método para deducir un estadistico suficiente y minimal es el de Lehmann y Scheff¢, que
emplea la razon de verosimilitudes evaluadas en dos puntos (X, X,,...,%,) ¥ (Y15 ¥asees ¥y )

L (X5 Xyseees X,50)
L(YysYaseer ¥a30)

Muchas veces es posible encontrar una funcion g(xl, Xy5eees Xn) tal que esta razon no depende
de 0 siy solo si g(X,%,.... %)= (¥, Ys,-n ¥y ). si es posible encontrar dicha funcién

entonces g(X,,X,,..., X, ) es un estadistico suficiente minimal para 6.

Ejemplo: Sea X, X,,..., X, una m.a. de una funcion de probabilidad Bernoulli:

f(x;p)=p*(1-p)" x=0,1

T p* 1-p) " % n->x %= Vi
L (X Xy ees X3 0) ];[p (1-p) pz'(l—p) 2 ( Y jz 2

LYo Y030) - Lo (1-py P2 (1-p) 2" U1-p
i=1

Para que esta razon no dependa de 6 = p, la iinica posibilidad es que

DX =Dy, =0=D % =Dy, = Pero g(X, Xyses X, )= (V1> Vaoeens Vo)

= g(X, Xy X, )= in

Z X, es una estadistica suficiente y minimal para p.
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Familia exponencial.

Definicion. Familia exponencial de k parametros.

Una familia de densidades f (-; 61,62,...,6k) que puede expresarse como:

k
f(x;0,,0,,...0,)= a(@l,ez,...,ek)b(x)exp{ZCj (6,.6,,...6,)d, (x)}
j=1

se dice que pertenece a la familia exponencial.

Ejemplo: Bernoulli(6) 0=0,1
f (X,e) _ ex (l_e)kx _ exlogee(l—x)log(l—e) _ exloge 'elog(179)efxlog(l—9) _ ex(logeflog(lfe))elog(lfe)
0
_ e*log[g]elog(l_e)

Entonces, definimos:

a(e) — elog(l—e)

= la Bernoulli es de la familia exponencial

Ejemplo: Poisson (6)

f (x;0)

B exef(-) ~ exlogﬁefe

X! X!

Entonces, definimos:

(0)=e"*

a(0)=

b(x)=i . o .
X! = la Poisson es de la familia exponencial

c,(6)=1logH

d, (x)=x

Salvador Ivan Méarquez Flores
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Ejemplo: Normal ( u,c’ )

ey | (=) |1 X* —2xp + i’
f(x,;,t,cs )—mexp{— = —mexp B
1

1 2
a(M’Gz): 216> exp{—z 2}
b(x) = 1§f'i,w}
C, (Ha 02) = % =la Normal(u, cz)es de la familia exponencial
d,(x) =X
1
C, (”an) == 252
d,(x)=x*

Familia exponencial: Binomial, Exponencial, Beta, Gamma, Normal, X2 .

n
e Resultado importante: Si f (-;9) es de la familia exponencial entonces Zd (Xi) es
i=1
una estadistica suficiente para 0 .

Algunas “cosas” sobre el estimador maximo verosimil:

e Principio de invarianza. Sea 6 = (él,éz,...,ék) el estimador maximo verosimil de 6.

Si ‘C(Q)=(T1(91),‘Cz (62),...,rk (Gk)) es una transformacion del espacio parametral,

entonces el estimador maximo verosimil de r( 0 ) es:

(8)=((8) % (8:)-se(8))
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Ejemplo. Poisson:

A

0 =X — estimador maximo verosimil
transformacion: t(6)=P(x=0)=e™°

r(e) =e % =™ — estimador maximo verosimil de la transformacién

e Bajo condiciones de regularidad. Un estimador maximo verosimil, que depende de
n, se distribuye asintdticamente como:

a 1

Owvm ~N| 6, . 5
nE<| —log f (x;0
(e
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