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Part 1
ELEMENTOS DE MODELACION Y
ALGEBRA LINEAL

1 INTRODUCCION

El concepto de optimizacién surge como un principio subyacente al analisis de muchos problemas
complejos de decision o distribucién (asignacion). Se caracteriza por tener cierta elegancia filoséfica
que dificilmente se le disputa y algunas veces ofrece cierto grado de simplicidad operativa indispens-
able en el drea. De acuerdo con esa filosofia de optimizacién se aproximan los complejos problemas
de decisién que involucran la selecciéon de valores para un nimero de variables interrelacionadas,
enfocandose en un solo objetivo disenado para cuantificar el desempeno y la medida de la calidad
de la decisiéon. Frecuentemente, este objetivo se suele plantear como minimizaciéon o maximizaciéon
sujeta a restricciones que limitan la seleccién de las variables de decisién. Siun aspecto del problema
en estudio se puede aislar y caracterizar mediante un objetivo, como el beneficio o el costo en una
situacién de negocios, la velocidad o la distancia en un problema fisico, la tasa de retorno esperada
en un ambiente de inversiones bajo riesgo, o el beneficio social en el contexto de una planeacién
gubernamental, la optimizacién podria decirse que ofrece un marco de trabajo conveniente para el
analisis.



Por supuesto que es raro que en una situacion se representen completamente todas las complejas
interrelaciones entre las variables, las restricciones y los objetivos apropiados cuando se aborda un
problema complejo de decisién. De ahi que, como sucede con todas las técnicas cuantitativas de
analisis, una formulacién particular de optimizacién debera considerarsele como una aproximacion.
La destreza en la modelacion, para capturar los elementos esenciales del problema, y un buen juicio
en la interpretacion de los resultados se requieren para obtener conclusiones significativas. Entonces,
la optimizacion, debe considerarse como una herramienta para conceptualizar y analizar, mas que
un principio que subyace a la solucién correcta desde el punto filoséfico.

Habilidades o destrezas y un buen juicio, con respecto a la formulacién del problema y la
interpretacién de resultados, se mejoran mediante la practica concreta y a través de un completo
entendimiento de la teorfa relevante. La formulacion en si misma considera una negociacién entre
los objetivos conflictivos de construir un modelo matematico suficientemente complejo y preciso
para capturar los descriptores del problema y la construccién de un modelo que sea manejable. Los
expertos se enfrentan con ambos aspectos de esa dicotomia. Por lo que, si se aspira en convertirse
en uno de esos expertos, se debe aprender a identificar y captar los aspectos importantes de un
problema por medio de los ejemplos y la experiencia. Es necesario distinguir entre los problemas
manejables de los no manejables, conforme se estudian las técnicas y teorias disponibles y mediante
el cuidado de fomentar la capacidad para extender la teoria existente a nuevas situaciones, como se
pretende en los programas de posgrado.

1.1 Historia y aplicaciones

1.2 Historia y aplicaciones

La Optimizacién puede definirse como el campo de conocimiento que busca la determinacién de
las mejores soluciones a ciertos problemas definidos matemaéaticamente, los cuales a menudo son
modelos de la realidad fisica.

Este campo incluye el estudio de los criterios de optimalidad para los problemas, la determi-
nacion de los métodos algoritmicos de solucién, el estudio de la estructura de esos métodos y la
experimentaciéon computacional con los métodos bajo condiciones de ensayo y con problemas de la
vida real. El estudio puede hacerse desde un punto de vista matemaético puramente, pero no es el
enfoque del curso.

Antes de 1940 el campo de estudio en cuestién se habia desarrollado muy poco, se habian
realizado algunos cédlculos por minimos cuadrados y los métodos de decenso se habian aplicado en
algunos problemas de fisica. Se conocia el método de Newton con varias variables y se empezaron
a desarrollar métodos mas sofisticados como el del campo autoconsistente para los problemas de
variacion en la quimica tedrica.

El surgimiento de las computadoras fue trascendental para el desarrollo de los métodos de opti-
mizaciéon y de todo el analisis numérico. En las décadas de los cuarentas y cincuentas se introdujo
y desarroll6 la programacién lineal. De hecho, el término de programacién, como sinénimo de op-
timizacién, se usé originalmente en el sentido de planeacién éptima. Inicialmente, los métodos de
optimizacién tuvieron un rango restringido de aplicaciéon. Después, surgieron los métodos a gran
escala, de gran aplicabilidad pero que no se basaron en alguna estructura particular del problema.
Los métodos posteriores, al principio, fueron muy crudos e ineficientes. En 1959, se di6 un revolu-
cionario auge en el area, con la publicacién del reporte de W.C. Davidon sobre la introduccién de
los métodos de métricas variables. En una reunién por el ano de 1961 se discutieron las dificultades



para minimizar funciones con diez variables, pero M.J.D. Powell programé un método basado en
las ideas de Davidon, con el que resolvié problemas con 100 variables en un corto tiempo.

La solucién de un determinado problema no es lo tnico que pudiera interesarle al lector, un
analisis de sensibilidad de los parametros del modelo, también es importante, particularmente
cuando el modelo matematico no es muy proximo a la realidad o cuando su diseno no es tan preciso
como su solucién. El lector puede estar interesado en la variacién de la solucién obtenida, mediante
el estudio los pardmetros, en rangos bastante amplios, de ser posible sin resolver numerosas veces
el modelo.

El libro si se refiere a varios problemas estdndares que pueden surgir. De hecho, el material
se divide en dos partes, la primera dedicada a la optimizacién no restringida, en la cual el valor
Optimo se encuentra para una funcién objetivo de muchas variables, no restringidas. Este tema
por si mismo es importante, pero ademdas es una herramienta importante para resolver algunos
problemas restringidos.

El caso especial de la suma de funciones cuadradas, que provienen de los problemas de ajuste de
datos, también se le considera. Lo cual incluye la solucién simultdnea de conjuntos de ecuaciones
no lineales, que de hecho es un tema importante, resuelto a menudo por métodos de optimizacion.

La segunda parte se refiere a la optimizacién restringida en la que surgen complicaciones adi-
cionales de varios tipos de restricciones. Un panorama general se trata en la seccién 7.

El interés del autor estd en presentar métodos préacticos, asociados con la teoria, que se han
implementado y del cual se tienen experiencias numéricas satisfactorias. También, es de interés
para el autor, la confiabilidad de los algoritmos y una demostracién o buenas razones sobre una
razonable rapidez de la convergencia de una solucién.

No es facil recomendar un algoritmo particular que mejor resuelve un problema especifico, en
especial cuando la decisién no es tan clara como pareciera. Hay muchos casos especiales que
deben tomarse en cuenta, por ejemplo la relativa facilidad para calcular la funcién y sus derivadas.
Similarmente, consideraciones sobre como plantear mejor el problema, en una primera instancia, son
relevantes para la seleccion del método. Finalmente, de mayor importancia, la decision esta sujeta
a la disponibilidad de subrutinas o paquetes computacionales para implementar los métodos. En
algunos programas, las librerias proveen arboles de decisién para ayudar a los usuarios a seleccionar
el método. Aunque son de utilidad, se les debe de usar s6lo como una guia, y nunca como un
sustituto del sentido comin o las recomendaciones de los especialistas en técnicas de optimizacion.

2 Introduccién al andlisis y construccién de modelos!
A continuacion se resume el proceso general de solucién que es comun a todos los tipos de situaciones
de decisién.

1. Establecer el criterio a usarse. Por ejemplo. En una situaciéon simple el criterio puede ser
seleccionar la accién que maximiza la utilidad.

2. Seleccionar un conjunto de alternativas para consideracién.

3. Determinar el modelo a usarse y los valores de los pardmetros del proceso. Por ejemplo,
podemos decidir que una expresién adecuada para el total de gastos es:

Total de gastos = a + b(unidades vendidas)

1Bonini, C.P., Asuman, W. H., y Bierman, H. Jr. Quantitative Analysis for Management. Chicago: McGraw
Hill. IRWIN Series, 1997(9), capitulo 1.



Los parametros a y b, deben determinarse para utilizar el modelo.
a = costo fijo durante el periodo del proyecto
b = costo variable por unidad

4. Determinar qué alternativa optimiza (es decir, produce el mejor valor), segin el criterio es-
tablecido en el punto 1.

Example 1 Tenemos la posibilidad de vender 1,000 unidades de un producto al gobierno a un
precio de 50 unidades monetarias por unidad. ;Se deberia aceptar el pedido? Se asume que la
compania tiene capacidad excesiva. Debemos usar el criterio de mazrimizacion de la utilidad. Las
alternativas son: (a) aceptar el pedido, o (b) rechazarlo. De acuerdo con el criterio de utilidad,
aceptaremos el pedido st se incrementa la utilidad o lo rechazamos si no se incrementa la utilidad.
Solution. Necesitamos conocer los costos crecientes por producir las 1,000 unidades. El modelo
relevante de costos es:
C =a+1,0000

Suponemos que se tienen costos fijos por 5,000 unidades monetarias (a es igual a 5,000) y que
los costos variables al producir una unidad son 30 unidades monetarias (b es igual a 30). Entonces
el total de costos relevantes si se acepta el pedido son de 35,000 unidades monetarias (5,000 més
30,000).

Una comparacién de los ingresos crecientes, 50,000 unidades monetarias, y los costos crecientes,
35,000 unidades monetarias, nos indica que debemos aceptar el pedido. La utilidad seria mayor por
15,000 si “se acepta”, en comparacion con la alternativa “se rechaza” el pedido.

2.1 Abstraccién y simplificaciéon

Dado que la mente humana no puede considerar cada aspecto de un problema empirico, algunos
atributos del problema deben ignorarse si una decisién va a ser tomada. Abstraccién y simplificacién
son pasos necesarios en la solucién de cualquier problema humano.

2.2 Construccion del modelo

Después de que el tomador de decisiones ha seleccionado los factores criticos, o variables, de la
situacién empirica, se les combina de alguna manera légica de modo que formen un modelo del
problema. Un modelo es una representacién simplificada de una situacion empirica. Idealmente, le
quita a un fenémeno natural su confusa complejidad y duplica la conducta esencial del fenémeno
natural con algunas variables que estan simplemente relacionadas. Entre méas simple sea el modelo
obtenido, lo mejor para el que toma decisiones, el modelo sirve como una razonable y confiable
contraparte del problema empirico.

2.3 Ventajas de un modelo simple

1. Es econdémico por cuanto al tiempo y pensamiento.
2. Puede ser entendido facilmente por el que toma decisiones.

3. En caso necesario, el modelo puede modificarse rapida y efectivamente.



2.4 Soluciones

Después que el modelo se ha construido, se pueden derivar conclusiones acerca de su comportamiento
por medio del andlisis logico. El que toma decisiones basa entonces sus acciones o decisiones en
estas conclusiones.

2.5 EFErrores

Dos fuentes importantes de error al usar modelos para la toma de decisiones son la exclusiéon de
variables importantes y los errores al definir las relaciones entre las variables. Por ejemplo, en el
ejemplo anterior, supongamos que puede esperarse un 40% de pérdida en los rendimientos durante
la produccion debido a especificaciones restringidas inusuales. Si este factor estuviera presente pero
fuese omitido del andlisis, el modelo resultante no representaria la situacién adecuadamente para
los propésitos de decisién (el resultado podria ser una decisién equivocada).

2.6 Técnicas de construccién de modelos

La técnica apropiada para describir y relacionar las variables seleccionadas depende en gran medida
de la naturaleza de las variables. Si las variables son susceptibles de alguna forma de medicién, y
particularmente si pueden dérseles una representacién cuantitativa, entonces hay fuertes razones
para seleccionar una representacion matematica del modelo. Primero, porque hay una disciplina
inherente rigurosa en las matematicas que asegura un procedimiento metddico por parte del inves-
tigador: se debe ser especifico acerca de qué variables se han seleccionado y qué relaciones se asume
que existen entre ellas. Segundo, la matema&tica es una poderosa técnica para relacionar variables
y derivar conclusiones légicas a partir de premisas dadas. Las matematicas, combinadas con las
modernas computadoras, hacen posible el manejo de los problemas que requieren modelos de gran
complejidad y facilita el proceso de toma de decisiones, donde el andlisis cuantitativo es aplicable.

El andlisis cuantitativo se ha extendido a muchas areas de las operaciones de negocios de las
empresas y se ha vuelto un modo efectivo de enfocar ciertos problemas de decision.

2.7 Factores cualitativos

Por ejemplo: la moral y el liderazgo en una organizacién, las restricciones de empleo, las acciones
afirmativas, la contaminacién y otras areas de responsabilidad social.

2.8 Resumen

En la toma de decisiones, uno deberia establecer el criterio para la toma de una decisién, seleccionar
alternativas, determinar un modelo y evaluar las alternativas, usando el modelo y seleccionando la
mejor alternativa.

Un modelo es una abstraccion y simplificacién de un problema real, idealmente, incorpora los
elementos y relaciones esenciales del mundo real. Resolver un modelo significa obtener conclusiones
logicas que se derivan del mismo, estas conclusiones deben ser una guia efectiva para la toma de
decisiones si el modelo esta disenado y resuelto adecuadamente. La toma de decisiones involucra la
integracién de informacién cuantitativa, obtenida del modelo, con el juicio intuitivo acerca de los
factores cualitativos.



2.9 Clasificacién de modelos

Variables principales en un problema de decisién

Problema de decisiéon Certidumbre Incertidumbre
Simple Modelos de caso Anélisis de decisién
(drboles de decision)
Complejo Modelos de caso Simulacién
Programacién lineal y entera
Dinamico Modelos de inventario Simulacién
Modelos PERT (trayectorias criticas) Modelos de inventario

Modelos de lineas de espera

2.9.1 Problemas simples

Todos los problemas son simplificados al construir un modelo para cualquier andlisis. Si de esto
resulta sélo un nimero pequeno de factores o variables y relativamente pocas alternativas, entonces
el modelo se denomina simple.

Un modelo de caso o escenario es un modelo de un problema de decisién que se analiza ensayando
una serie de casos (posibles resultados o escenarios) usando diferentes alternativas o supuestos. El
modelo no estd programado para encontrar directamente “la mejor solucion”. En lugar de eso, el
administrador usa el modelo en un proceso de ensayo y error.

Los modelos de optimizacién usan procedimientos matematicos para encontrar la solucién éptima
e incorporan el uso de probabilidades en la toma de decisiones bajo incertidumbre.

2.9.2 Problemas complejos

Muchos problemas de decisién involucran una gran cantidad de factores o variables importantes, o
pueden tener varias alternativas para considerar. Por ejemplo, el problema de decisién de programar
el suministro de fabricas a consumidores, a fin de minimizar el costo, involucra cientos de variables
y restricciones que pueden tener millones de soluciones.

Los modelos de programacién lineal y entera son las técnicas mas ampliamente utilizadas para
resolver complejos problemas de negocios de este tipo. Usan las técnicas matematicas para encontrar
el méximo (o el minimo) valor de un objetivo (funcién), sujeto a un conjunto de restricciones.

Simulacién es una técnica para modelar problemas complejos que involucran situaciones con
incertidumbre. Se disena un modelo para reproducir el comportamiento de un sistema. Los modelos
de simulacién usualmente se analizan con el enfoque de estudio de caso por caso (en contraposicién
de la optimizacién).

2.9.3 Problemas dinamicos

Problemas de decisién dindmicos consideran un tipo particular de complejidad, cuando hay una
sucesion de decisiones interrelacionadas a lo largo de varios periodos de tiempo. Algunos tipos son
los modelos de inventario para determinar cuando solicitar un inventario y qué tantas existencias
se deben tener; PERT o modelos de rutas criticas para la programacién de proyectos y los modelos
de lineas de espera para problemas que involucran trafico o acumulacion.



2.10 Sistemas de soporte para decision

Un sistema de soporte para decisiéon (DSS por sus siglas en inglés), es un sistema computarizado
integrado disenado para ayudar en la toma de decisiones. Un DSS incorpora generalmente un mod-
elo (alguno de los senalados arriba), y el sistema computarizado desempenia los cdlculos necesarios
para resolver el modelo. Generalmente, es mas que un modelo, incluye ademas una base de datos
que puede emplearse para proporcionar directamente informacién al administrador (o al modelo),
mediante graficas o diversos reportes que son faciles de entender por el usuario. Desde luego que
incorpora también tecnologia computacional para facilitar el anélisis que se requiere en el problema
de decisién o para indagar en la base de datos la informacién requerida.

2.11 Resumen

Las decisiones pueden caracterizarse conforme se toman bajo certidumbre o incertidumbre, depen-
diendo de si o no los factores principales se asumen como conocidos. La toma de decisiones bajo
incertidumbre involucra el uso de probabilidades para expresar la probabilidad de eventos inciertos.

Los problemas de decisién pueden clasificarse como simples (si hay pocas variables importantes),
complejos (si hay muchas), o dindmicos (si las decisiones se interrelacionan con el transcurso del
tiempo).

3 Conceptos basicos de modelaciéon

Como se explicé anteriormente, un modelo es una simplificacién de un problema de decisiéon. La
simplificacién se realiza al incluir s6lo los elementos importantes y omitir consideraciones no esen-
ciales.

3.1 Modelacién matematica
Proceso mediante el cual un sistema fisico se traduce en un modelo matematico. Esta modelacién
considera la naturaleza de la modelacién matematica y el enfoque del proceso de modelacion.

3.2 Enfoque sistémico

Ofrece un marco tedrico que permite ver el problema inmerso en un sistema. Se identifican clara-
mente las caracteristicas del sistema que son fundamentales para el problema. El proceso de con-
struccion del modelo matematico puede verse de manera simple como un proceso iterativo de
multiples etapas. Las etapas principales en la traduccién de un problema del mundo real a la
descripcién matemédtica segiin Murthy and Page (1990, 20) son las siguientes.

1. Formulacién del problema
2. Descripcién matematica

3. Andlisis matemético

W

. Interpretacién del analisis para obtener una solucién
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Definition 2 Un modelo es un conjunto de relaciones entre las variables que en €l participan. Visto
como una caja negra, las entradas son las variables de decision que se transforman en medidas de
desemperio (las salidas), para un conjunto especifico de variables exdgenas, politicas y restricciones.
El modelo y las relaciones entre variables se ilustran en el siguiente diagrama.

Varkbks
BN N

varkbiks ik
cech K

Corneck Medkla: e
I bones ckesempio

Polthca
resfriechonss

Figure 3: Tomado de Murthy and Page (1990, 20)



Example 3 Un modelo para la produccion y venta de madera contrachapada®. La construccion
de un modelo que represente las variables y relaciones, mas relevantes, en la produccion y venta
de madera contrachapada (madera, para abreviar), se simplifica para ilustrar el concepto de mod-
elacion. Bajo el supuesto de que la administracion de una empresa dedicada a la produccion y venta
de madera contrachapada, hace planes para el proximo ano. Los administradores se centran en dos
variables de decision: una sobre la capacidad de la planta y la otra sobre el salario. Respecto a la
capacidad de la planta, se plantean las alternativas de expandir o no, el molino, qué tanto y cudndo.
En el caso de hacer la expansion ahora, se obtendria capacidad adicional en cualquier trimestre del
ano en cuestion.

La segunda decision tiene que ver con megociaciones laborales que estarian por iniciarse con el
sindicato. La empresa y el sindicato tienen que acordar el salario para el proximo ano. Esta es una
decision conjunta, resultado del proceso de negociacion.

La empresa ha preparado prondsticos de los precios de la madera, que se venderd el ano préximo,
ast como proyecciones sobre cudnto se venderd, es decir, una estimacion de la demanda. La em-
presa sigue una politica de producir lo que se ordene, de modo que no se mantenga inventario del
producto. Esto significa que la empresa no debe producir mds de lo que puede vender, en cualquier
periodo.

También, han elaborado prondsticos sobre el precio del tablon, que es la materia prima con la que
se elabora la madera.

Para la produccion de la madera, la empresa tiene gastos para los salarios, suministros y desde luego
la materia prima (tablones). Otros gastos se relacionan con las ventas. La empresa tiene gastos
por la renta del equipo para producir. También, hay costos fijos cada periodo (costos hundidos).
La siguiente tabla lista los principales factores a considerar en el modelo de produccion y venta de
madera. La abreviatura MSF, miles de pies cuadrados de superficie, es la unidad de medida para
la madera. MBF indica miles de pies de tablon.

2Traducido y adaptado de Bonini (1997,11-14)



Variables de decision

Medida de desempeno

Variables exdgenas

Restricciones y politicas

Variables intermedias

Nombre
Salario

Capacidad adicional
Ganancia
Precio de la madera
Demanda

Costo del tablén
Productividad

No tnventario de madera

Produccion planeada a coincidir

con ventas
Andlisis trimestral

Rendimiento

Gastos de operacion
Gastos de envio
Gastos mano de obra
Tablones requeridos
Produccion de madera
Capacidad

Otros gastos

Gastos fijos
Gastos por equipo

Diagrama de influencia
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Descripcion (unidades)

Tasa promedio por miles de empleados (dolares
por hora)

Agregada en cada trimestre (MSF)

Neta trimestral, por operacidn (miles de ddlares)

Precio de venta trimestral (ddlares por MSF)
Demanda trimestral de la madera (MSF)
Costo de compra del tablén (ddlares por MBF)
Produccion (MSF) por hora de trabajo

Por venta de la madera (miles de ddlares por
trimestre)

Asociados directamente con la produccion
(suministro, materia prima, salarios, miles de
ddlares por trimestre)

(miles de ddlares por trimestre)

(miles de ddlares por trimestre)

Para la produccion (MBF por trimestre)
Cantidad de madera producida (MSF por
trimestre)

De poduccidn actual del molino (MSF por
trimestre)

Por comercializacion de Imadera (miles de délares
por trimestre)

(miles de ddlares por trimestre)

Renta del equipo (miles de ddlares por trimestre)
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3.3 Nota técnica. Flujos de efectivo y valor presente?

De importancia particular para el curso son los problemas que involucran flujos de efectivo en varios
anos, como por ejemplo inversiones de capital que generan flujos en el tiempo. El periodo de tiempo
en que se recibe el dinero es un aspecto importante de su valor. No seria lo mismo recibir 1,000
U.M. ahora que dentro de cinco afios. Si no se les necesita inmediatamente se podrian invertir y
tener algo mas que 1,000 U.M. dentro de cinco anos.

Un enfoque general de los problemas relativos a flujos de efectivo en el tiempo es convertirlos a sus
equivalentes en valor presente usando un descuento o tasa de interés y calcular el interés compuesto.
El valor presente de 1,000 U.M. a cinco anos, recibidos hoy usando una tasa de descuento del 6 por

ciento es
1,000

(1+0.06)°

Lo anterior significa que si se invierten 747.26 U.M. en una cuenta bancaria a una tasa de interés
del 6 % (compuesta anualmente), se tendrdn 1,000 U.M. al final de los cinco afios.

En general, el valor presente de una cantidad A, con una tasa de descuento 7, recibido en n anos

A
(1+r)"

Algunas ocasiones se tienen varios flujos a lo largo de cierto nimero de afios, con la misma tasa.

Por ejemplo, el valor presente de A recibidos al final del ano 1, mas B recibido al final del ano 2 es

A B
Tt P)
(1+7) (1+m7)

€s

4 ELEMENTOS DE TEORIiA DE MATRICES

4.1 Conceptos basicos de algebra lineal

Definition 4 Un conjunto no vacio V es un espacio vectorial sobre un campo K si en V estdn
definidas dos operaciones: una suma de elementos de V , denominados vectores, y una multiplicacion
de elementos de V' por elementos de K, llamados escalares, como sigue.

Axiom 5 Cerradura de la suma o adicion vectorial, la cual asocia a cada par de elementos u, v
de V', un unico elemento de V', denotado u + v, que satisface los siguientes axiomas de la adicion.

A.1. Conmutatividad. Para dos elementos cualesquiera u, v de V' se cumple
u+v=v-+u
A.2. Asociatividad. Para tres elementos cualesquiera u, v, w deV se cumple
(u+v)+w=u+(v+ w)

A.3. Existencia del neutro aditivo. Existe un elemento tinico en V', denominado neutro y
denotado por 0 tal que
u+0=u

3 Adaptado del Apéndice, Capitulo 1, Bonini.
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para todo u en V.
A.4. Existencia del inverso aditivo. Para todo u en V existe un tinico elemento, denominado
inverso aditivo y denotado por —u, tal que

u+(—u)=0

Axiom 6 Cerradura de la multiplicacion por escalares, la cual asocia a todo w en V y cada k
en K, un unico elemento de V', denotado por ku, que se satisface los siguientes axiomas de la
multiplicacion por escalares.

M.1. Distributividad. Para todos los escalares k y cualesquiera elementos u, v de V
k(u+v) =ku+ kv
M.2. Distributividad. Para todos los escalares £k y m y todo v en V,
(k4+m)u =ku+ mu
M.3. Asociatividad. Para todos los escalares k y m y todo v en V
k(mu) = (km)u
M.4. Paratodo uenV, lu =u

Corollary 7 Consecuencias inmediatas de los ariomas de espacios vectoriales o lineales son la
unicidad del elemento cero y el inverso aditivo.

Definition 8 El producto escalar de dos vectores © = (21,...,xn) Yy ¥ = (Y1,-..,Yn) Se define como

n
-y = Zl‘iyi
i=1
Proposition 9 Desigualdad de Cauchy-Schwarz
|z y| < Nzl 1]
Example 10 Los siguientes conjuntos son ejemplos de espacios vectoriales
1. R con la adicién y multiplicacién de niimeros reales usuales.

2. C con la adicién y multiplicacién de complejos usuales.

3. R™ con la adicién de vectores y multiplicacién por reales usual del espacio euclideano de
dimensién n.

4. El conjunto V de todos los vectores de R™ que son ortogonales a un vector fijo a, no nulo. En
particular, cuando n = 2, V' es una recta que pasa por el origen con a como vector ortogonal.
Sin =3,V es un plano que pasa por el origen y tiene como vector normal a.

Definition 11 Un subconjunto no vacio S de un espacio lineal V' que es a su vez un espacio lineal
con la adicion y multiplicacion definidas en V' se denomina subespacio.

13



Criterion 12 Un criterio simple para verificar si un subconjunto S de V' es un subespacio de V
consiste en comprobar solamente que se cumplen los aziomas de cerradura.

Definition 13 Sean uq, ..., u, vectores de V' y k1, ..., k, escalares, la expresion
kiui + ... + kpuy,
se denomina combinacion lineal finita de los vectores uy, ..., Uy .

Corollary 14 De las definiciones de espacio vectorial y combinacion lineal se desprende facilmente
que para un determinado conjunto de vectores uy,...,u, de V, el conjunto S de todas las combi-
naciones lineales de esos vectores, es un espacio vectorial, denominado el espacio generado por el
conjunto de vectores Uy, ..., Uy .

Definition 15 Sea S un subconjunto no vacio del espacio lineal V. Un elemento © de V de la

forma
n
T = E C; i
i=1

donde xy, ..., T, son todos elementos de S y c1,...,cn, son escalares, es una combinacion lineal finita
de elementos de S.

Proposition 16 El conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S satisface los
axiomas de cerradura y de ahi que es un subespacio de V.

Notation 17 Al subespacio generado por S, o la extensidn lineal de S, lo denotamos por L(S).
Notation 18 Si S es vacio, definimos a L(S)por {0} , el conjunto que sdlo contiene al cero.

Definition 19 La dimension de un subespacio S es el numero mdximo de vectores linealmente
independientes en S.

4.2 Espacios Euclideanos

Definition 20 E™ es el espacio lineal n-dimensional sobre el campo de los nimeros reales R o
bien, el espacio euclideano de dimension n, cuyos elementos son vectores x = (1,2, ...Ty), CON N
componentes.

Notation 21 Si cada componente del vector es no-negativo, se anota
z >0

Corollary 22 Cualquier subespacio M de E™ es un subconjunto cerrado en las operaciones de
suma vectorial y multiplicacion escalar.

Definition 23 FEl segmento de recta que une a los vectores x, y es el conjunto
[zyl=az+(1-a)y

con



Como consecuencia de que un mismo subespacio puede ser generado por diferentes conjuntos,
véase por ejemplo E2, el cual es generado por

{6, 5} i, 5, i+ 5}

O~

{O,Z‘,*’L‘,Z’ 7]724"7}
surgen preguntas como las siguientes:
1. ;Cuéles espacios pueden generarse con un conjunto finito de elementos?

2. Si un espacio se genera con un conjunto finito de elementos, ;cudl es el menor nimero de
elementos requerido para generarlo?

Problem 24 De respuesta a las dos cuestiones anteriores.

Definition 25 El complemento ortogonal del subespacio M de E™, denotado por M, es el con-
junto de todos los vectores ortogonales a todos los vectores de M.

Proposition 26 M’ es un subespacio, porque

1. SizyyeMtyce M, entonces
(z+y)-c=0

luego la suma es cerrada.

2. La multiplicacién por escalares es cerrada, porque, si A es un escalar, entonces Az €M ya
que
Ar-c=0

para todo ¢ € M.

Proposition 27 M y M+ generan a E™ porque, para todo x € E™
x = proyy (z) + proyyrs (z)
4.3 Ortogonalidad e independencia lineal
Definition 28 Dos vectores © = (1, ...;xn) Yy Yy = (Y1, .-, Yn) S0n ortogonales si y solo si
z-y=20
Definition 29 Si ademds, -z =1y -y =1 se dice que los vectores son ortonormales.
Definition 30 La norma o magnitud de un vector x se denota y define como
izl = (z - 2)"2
Definition 31 Generalizando, los vectores uy, ..., u, son ortogonales, si u;-u; = 0 para cualesquiera

1 # j y ortonormales si, ademds, u; - u; =1 parai=1,...,n..
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Example 32 Cualquier conjunto, no vacio, de vectores ortogonales, no nulos, siempre puede con-
vertirse en un conjunto de vectores ortonormales, cuando se multiplica cada vector por el reciproco
de su norma. Es decir, si uy, ..., u, son ortogonales, entonces los vectores

Uy Unp,

1/23.--3 (un . un>1/2

(ur - ur)

son vectores ortonormales.

Definition 33 FEl conjunto de vectores uy, ..., u, es linealmente dependiente si existen escalares
A1,A2,. .., A, no todas cero, tales que

n

i=1

Definition 34 Si no existe dicho conjunto, esto es, si la unica solucion de la ecuacion anterior es
la solucion trivial 0, se dice que los vectores son linealmente independientes.

Definition 35 Un conjunto de vectores linealmente independientes uy, ..., u, que generan al espacio
E™ es una base de ese espacio.

Corollary 36 Toda base de E™ tiene exactamente n vectores linealmente independientes.

4.4 Transformaciones lineales’

A continuacién consideramos funciones cuyo dominio y rango son subespacios de espacios lineales,
que cumplen las propiedades siguientes. Estas funciones las denominamos transformaciones, mapeos
u operadores lineales.

Definition 37 SiV y W son dos espacios lineales sobre un mismo campo K, una funcion se llama
transformacion lineal de V' en W si tiene las siguientes dos propiedades.

1. T(z+y) =T(z) + T(y) para todo z,y € V
2. T(kz) = kT'(z) paratodoz € Vy ke K

Las propiedades anteriores significan que T preserva la adiciéon y la multiplicaciéon por escalares.
Combinando las dos propiedades se obtiene la expresién

T(a,z +a,y) = arT(z) + aaT(y)

donde aj,as € K y z,y € V.
Generalizamos, por induccién, la propiedad combinada en

T (Zai:@) = ZaiT(mi)
i=1 i=1

donde a; € Ky z; € V.
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Definition 38 La norma de una transformacion lineal T :' V. — W se define como

Tl = max [|T (z
7] = max |7 (2)]

Proposition 39 La norma anteriormente definida tiene la propiedad siguiente
1T ()| < 17| - ||

para todo x € V.

Example 40 La transformacion identidad T(z) = x. usualmente denotada por I.

Example 41 La transformacion cero.T(x) =0 denotada por O.

Example 42 La multiplicacion por un escalar.T(z) = kz

Example 43 Un sistema de ecuaciones lineales. Consideremos los espacios euclideanos V = E™y
W = E™, y m x n nimeros reales, a;j, donde i = 1,2,..m y j = 1,2,...,n. Definimos la
transformacion lineal como el mapeo que manda cada vector © = (1, ...,xy,) de V sobre un vector
de W, mediante la regla de correspondencia siguiente

n
Yi = E QijTj
j=1

para cada i =1,2,...,m.

Example 44 Producto interior con un elemento fijo. Sea V.= E™, y z un elemento fijo en V,
definimos
T:V->W

como
T(x)=z-2
para todo x € V.

Example 45 Proyeccion en un subespacio. Sea V' un espacio lineal y S un subespacio de dimension
finita de V', definimos a
T:V->W

como
T(z)=s

donde

n

§ = Z (xe;) €

i=1
St

{ei}
es una base ortonormal de S, con i = 1,2,...n. La s asi definida es la proyeccion de x en el
subespacio S.



Example 46 FEl operador derivacion. Sea V' el espacio lineal de todas las funciones reales derivables
definidas en el intervalo (a,b). Sea W el espacio de todas las funciones derivadas de elementos de
V. La transformacion

D:V->W

asocia cada funcion f de V' con su derivada f1, elemento de W, es decir

Example 47 El operador integracion. Sea V el espacio lineal de todas las funciones reales contin-
uas definidas en el intervalo [a,b]. El operador

/:V—)W
/(f):g

tiene por regla de correspondencia

donde g es la funcion en V' definida por

st

4.5 Topicos sobre matrices

Notation 48 A continuacion se representan un vector columna, un vector fila y una matriz

ay
a2
a = .
Qp
b=(bu bz -+ b )
[ b1 bz - big
b21 b22 T b2n
B =
L bml bm2 T bmn

Definition 49 FEl rango de una matriz A es el numero mdzimo de columnas linealmente indepen-
dientes de A, y es igual al numero de vectores fila linealmente independientes.

Definition 50 Una matriz A, «xn se dice que es de rango completo si su rango r es igual al minimo
entre m yn
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Definition 51 Dos matrices A y B cuadradas, son similares si existe una matriz no singular S tal
que

B=5"148

Notation 52 Utilizando vectores fila y submatrices, a continuacion, se hace una descomposicion
de la matriz A

aip aiz a3 a4
A= | a1 az a3 an
a3y sy G33 34

A= |: All A12 :|

en un arreglo de 2 x 2

Az Ago
donde
Aip=]an a2 ]
Ao =] a13 aa |

as1 G2
Ao = [

asi1 as2 }

a23 A24
Ay =
a3z as4

Otra descomposicion, que frecuentemente se utiliza, es

A= [B|C]
donde
a1 aiz2 ais
B= | ax az a3
az1 asz ass
Y
a14
C: a24
a34

Definition 53 Una matriz de dimension n X n es ortogonal si se cumple la ecuacion matricial
stquiente

ATA=AAT =1

donde I es la matriz identidad

1 0 0

0 1 0
I = .

0 0 1

La ecuacién anterior puede interpretarse diciendo que A es ortogonal si sus columnas y renglones,
vistos como vectores, son ortonormales.
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4.6 Ecuaciones lineales y matrices inversas

Una de las situaciones mas comunes en las que se presentan matrices es en los sistemas de ecuaciones
lineales

Z?:l Qi jTj = bi, 1= 1, ey (131)

Se asume que a;; y b; son coeficientes conocidos, y se desea encontrar los valores de z1,...,z,
para los cuales la ecuacién (1.3.1) se satisface. La ecuacién (1.3.1) generalmente se escribe en su
forma matriz-vector como:

Az =b (1.3.2)

El sistema (1.3.2) tiene solucién tinica x si el det A # 0. Un método para obtener esta solucién
es el proceso de Eliminaciéon Gaussiana.

Suponga que a1 # 0. Se multiplica la primer ecuacién la primer ecuacién de (1.3.1) por ailagl
y se resta de la segunda ecuacién. Después se multiplica la primer ecuaciéon por afllagl y se resta
de la tercera ecuacién. Se continua este proceso hasta que el multiplo correspondiente del primer
renglon ha sido restado de cada uno de los otros renglones. El sistema se reduce a la forma:

a11r1 + a1 + ... + a1, = b1

adoro + ... +ad, v, = bl (133)

1 1 _pl
Qpo®2 + oo + Qg T, = by,

donde los 1°s en los coeficientes indican que en general, han sido cambiados de sus valores
originales. El efecto de estas modificaciones, es eliminar el 1 de las dltimas n-1 ecuaciones.

El sistema modificado (1.3.3) tiene las mismas soluciones que el sistema original (1.3.1), ya
que si x1,..., 2, son una solucién de (1.3.1) también satisfacen (1.3.3). Inversamente, haciendo
las modificaciones andlogas de (1.3.3) (i.e. multiplicar aj;'az; por el primer renglén y sumarlo al
segundo renglén, etc.) para regresar a el sistema original (1.3.1), luego si 1, ..., 2, son una solucién
de (1.3.3), también son una solucién de (1.3.1).

Después, se supone que ai, # 0 y se repite el proceso para las tltimas n-1 ecuaciones para
eliminar los x5 desconocidos de las ultimas n-2 ecuaciones. Continuando con este proceso, se llega
a el sistema triangular de ecuaciones:

a111 + a12Z9 + ...+ ALy = b1
aowo + ... +ad, v, = bl

: (1.3.4)
n—2 n—2 n—2
a%—l,zb—ﬁn—l + a;—l,v)ﬂ@n = b'(fl—l )
ag M, =00V

el superindice indica el nimero de veces que el coeficiente ha sido cambiado. Este sistema de
ecuaciones tiene exactamente las mismas soluciones que el sistema original.

Luego, supongamos que a%_l) # 0. Se obtiene z,, utilizando dnicamente la ultima ecuacién.
Conociendo x,, se obtiene x,,_1 sustituyendo en la peniltima ecuacion, trabajando de esta forma, el
sistema triangular permite encontrar las soluciones x,,_s, ..., x1. Por lo tanto, bajo las suposiciones
anteriores se demuestra que el sistema (1.3.4), y por ende el sistema (1.3.1), tiene solucién unica.

1.3.1 Solucién de Sistemas Lineales. Sea A una matriz real 6 compleja nxn con det A # 0 y sea

b un n-vector dado. Entonces el sistema Ax = b tiene solucién dnica.

20



4.7 Matriz Inversa

En ocasiones es ttil escribir la solucién de Az = b es términos de otra matriz, conocida como la
inversa de A y denotada por A~!. Supongamos que det A # 0, y sea e; el vector con un 1 en la
i-ésima posicién y 0’s en las restantes. Por (1.3.1) tenemos que cada uno de los sistemas

Al‘i = €4, i = 1, ey (135)

tiene una solucién tnica z;. Sea X = (x1,...,x,) el vector cuyas componentes son dichas
soluciones, entonces (1.3.5) es equivalente a

AX =1 (1.3.6)

donde, I es la matriz identidad.
Podemos encontrar una matriz Y tal que

XY =1

Multiplicando por A y usando (1.3.6), se concluye que Y = A, tal que X A = I. Ahora se define
A~! = X. Entonces las relaciones XA = I y AX = I son equivalentes a

ATTA=T=AA"1 (1.3.7)
que son las relaciones bésicas que la inversa A~! debe satisfacer. Se concluye también que:
det Adet A1 =1 6 det A=! = (det A)~" (1.3.8)
Se puede multiplicar la ecuacién Az = b por A~! resultando
r=A"1b (1.3.9)

En conclusién, si det A # 0, entonces una matriz A~ que satisface (1.3.7) existe. Inversamente,
si esta matriz existe, entonces (1.3.8) demuestra que det A # 0. Se dice que A es no singular o
invertible si det A # 0 o si A~! existe, de otra forma A es singular.

1.3.2 Si A y B son matrices nzn, entonces AB es no singular si y s6lo si ambas A y B son no
singulares. Ademés, (AB)™' = B~1A~1,

4.8 Formulacion matricial de la Eliminacién Gaussiana.

Supongamos que todos los divisores en el proceso son distintos de cero, asi que el intercambio de
renglones no es necesario. Los célculos que conducen al sistema reducido (1.3.3) puede representarse
como la multiplicacién de matrices L1Ax = L1b donde

1
—121 1

L= 0 L la=i=2,.n (1.3.10)
py 0 - 01

21



Similarmente, el k-ésimo paso se realiza por la multiplicacion de la matriz

. -
o .
L -0 L = S i — k1, (1.3.11)
= 5 ik = T 77,— + 0.
k o =gtk k (k )
(0 0 —lw 0 0 1

Por lo tanto el sistema triangular (1.3.4) se obtiene por
LAz =Lb, L=1L, 1---LyLy (1.3.12)

La matriz L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal.
Se denota por U a la matriz triangular superior del sistema (1.3.4) y tenemos que

LA=U (1.3.13)

Como L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal principal el detL = 1, v la
inversa de L existe. Multiplicando (1.3.13) por ! y haciendo L~! = L tenemos que:

A=LU (1.3.14)

Notar que L es también una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal principal. De aqui,
podemos ver que A = LU es la factorizacién de A en el producto de dos matrices triangulares
superior e inferiior, lo anterior se conoce como factorizacién LU 6 descomposiciéon LU de A.

Una matriz de permutacién es una matriz nxn con exactamente un 1 en cada renglén y en cada
columna y 0’s como valores restantes. Por ejemplo

00 1 100
010/, 00 1
100 010

La matriz identidad es el ejemplo trivial de una matriz de permutacién, ya que cualquier matriz
de permutacién puede obtenerse de la matiz identidad reacomodando renglones o columnas. Si P
es una matriz de permutacion, el efecto de las multiplicaciones PA y AP es reacomodar renglones
o columnas de A, respectivamente, en exactamente la misma forma en como P fue obtenida de la
matriz identidad.

1.3.3 Si A es una matriz nan no singular, entonces existe una matriz de permutaciéon P tal que
PA=LU (1.3.17)

donde L es una matriz triangular inferior con 1’s en la diagonal principal, y U es una matriz
triangular superior.
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4.9 Otro criterio para la No Singularidad.

Un caso especial del Teorema 1.3.1 es cuando b = 0; en este caso, si A es no singular, z = 0 es la
unica solucién de Ax = 0. Si representamos a Ax como la combinacién lineal

n
Ax =31 wia;

de las columnas aq, ..., a,, de A, decir que Ax = 0 tiene solamente la solucién x = 0 es equivalente
a decir que las columnas de A son vectores linealmente independientes. Por lo tanto, A es no singular
si y solo si sus columnas son linealmente independientes.

1.3.4 Criteria para la No Singularidad. Sea A una matriz nzn en los Reales o los Complejos.
Entonces es equivalente

a) det A # 0;

b) Existe A~! matriz nzn tal que AA™! = A"1A=1;

¢) Az = b tiene solucién tnica para b;

d) Az = 0 tiene solamente la solucién = = 0;

e) Las columnas (o renglones) de A son linealmente independientes.

4.10 Forma Echelon y Rango

Supongamos que la matriz A es singular o, una matriz man. Podemos aplicar el proceso de
eliminacion Gaussiana como antes, utilizando intercambio de renglones si es necesario; pero puede
ocurrir que cuando se encuentre un elemento pivote igual a cero, cada uno de los elementos por
debajo de este pivote en esta columna sea también cero. En este caso simplemente nos movemos a
la siguiente columna, en el mismo renglén y continuamos el proceso. En general, la forma reducida
puede tener una apariencia como

_* * X T
00 0 x

0 =
0 = (1.3.21)

O ¥ * % ¥

o - - - 0
donde los asteriscos indican elementos distintos de cero. Esta es la forma echelon or row echelon
de la matriz. En general, el primer elemento distinto de cero en cada renglén aparece por lo menos
una posicion a la derecha del primer elemento distinto de cero en el renglén previo.
Por la eliminacién Gaussiana para matrices no singulares, se puede expresar este proceso como

PA=LU

donde P es una matrix de permutacion mxm, L es una matriz triangular inferior no singular
maxm y U es una matriz mzn de la forma (1.3.21). Si A es nxn y no singular, entonces, por todo
lo anterior, U es una matriz nxn con elementos distintos de cero en la diagonal, y por lo tanto la
forma row echelon de una matriz no singular es una matriz triangular superior no singular.
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1.3.5 El rango renglén y el rango columna de cualquier matriz A man son iguales.

Se define el rango de una matriz A man, denotado por rank(A), como el ntimero de renglones
linealmente independientes de A o, equivalentemente, el nimero de columnas linealmente indepen-
dientes.

Part 11
ELEMENTOS DE CONVEXIDAD?

4.11 Conceptos Topolégicos
Definition 54 Una sucesion de vectores {xy}, oy en E™ converge al limite x si
|Ik — {]3‘ —0

cuando
k — oo

Es decir, si dado € > 0 existe IV > 0 tal que
|z, — x| < e

cuando

k>N

Cuando se sobrentiende que el conjunto de indices varfa en N, se escribe simplemente que {zy}
converge a x, o bien
{z} =z

Definition 55 Un punto © € E™ es un punto limite de la sucesion {x} si existe una subsucesion
convergente a x. Esto es, x es un punto limite de {z} si existe un subconjunto K de N tal que la
subsucesion {p},c i converge a .

Definition 56 Un entorno o vecindad de x € E™, con radio €, es un conjunto de la forma
V={yeE":|ly—=z|<e}
para algin € > 0. También se suele llamar esfera con centro en z y radio €.

Definition 57 Un subconjunto S de E™, es abierto si para cada punto de S existe un entorno del
mismo punto contenido en S. De manera equivalente, se dice que S es abierto si dado x € S existe
e >0, tal que

ly —z|<e=yes

Example 58 La esfera sélida con centro en el origen y radio 1 (sin incluir la superficie o cdscara)
{z € E" : ||z| < 1}

es un subconjunto abierto de E™.

4Lang, Serge (1966) Linear algebra. MASS: Addison-Wesley Publishing Company, Appendix 1, pp. 279 — 286.

24



Definition 59 Fl interior de cualquier conjunto S de E™ es el conjunto de puntos x € S, que son
el centro de alguna vecindad contenida en S.

Corollary 60 De las dos definiciones anteriores se tiene que el interior de un conjunto siempre
es un conjunto abierto. De hecho, es el mayor conjunto abierto contenido en el conjunto.

Example 61 El interior del conjunto {z € E™ : ||z|| < 1} es el mismo conjunto {z € E™ : ||z| <
1}, el cual es un conjunto abierto.

Definition 62 Un conjunto P es cerrado si todo punto que estd arbitrariamente cerca del conjunto
P, es un miembro de P. De manera equivalente, si contiene a todos sus puntos limite, es decir, P
es cerrado si © € P para todo x para el cual se cumpla {z} — = con z; € P.

Example 63 La esfera con centro en el origen y radio 1 (que incluye la superficie o cdscara)
{z € B": o] < 1)
es cerrado.

Definition 64 FEl cierre o cerradura de cualquier conjunto P en E™, es el menor conjunto cerrado
que contiene a P.

Definition 65 Un punto x pertenece a la frontera de un conjunto S si y solo si toda vecindad del
punto x contiene puntos de S y de su complemento.

Proposition 66 La frontera de un conjunto es aquella parte del cierre que mo estd en el interior
del conjunto.

Example 67 Fl conjunto
fze B |lo] =1}

es la frontera de los conjuntos {x € E™ : ||z|| <1} y{z € E™ : ||z|]| < 1}.
Definition 68 Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado®

Theorem 69 Sea S un conjunto compacto y {xx} una sucesion en S, entonces {xx} tiene un punto
limite en S, es decir, existe alguna subsucesion de {x;} que converge a un punto de S.

5El término acotado significa que el conjunto estd contenido dentro de alguna esfera de radio finito.
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Definition 70 Un subconjunto S de E™, se llama convexo si S contiene al segmento que une
cualquier par de puntos de S. Es decir, para todo par de puntos x; , z2 de S, el segmento

l'1+t($2—$1):t932+(1—t)1'1

con
0<t<1

estd contenido en S.

Notation 71 Los puntos en E™, pueden darse como n-eadas o n-uplas (x1,x2, ..., Tm), 0 mediante

letras mayusculas.

Remark 72 Note que el miembro izquierdo de la igualdad es la ecuacion del segmento dirigido de
1 a To; mientras que el miembro derecho se conoce como una combinacion lineal de los vectores de
posicion Ty Y T, en la que los coeficientes son nimeros reales t entre 0 y 1 inclusive, cuya suma es
igual a 1.

Definition 73 Dado un conjunto de puntos S = {x1,22,...,2,} en E™, se dice que el punto

m
r = E a;T;
i=1

es
1. Combinacién lineal de los elementos de S si a; € R para todai=1,2,...,m.
2. Combinacién lineal no negativa de S si a; > 0, para todai=1,2,...,m.
3. Combinacién lineal convexa de los elementos de S si a; € [0,1], para todai=1,2,...,my
m
i=1
Theorem 74 Sean x1, o, ..., T, puntos en E™, cualquier conjunto convexo que los contenga con-

tendrd también todas las combinaciones lineales

m

> it
i=1
con0<a; <1y
m
> a1
i=1

La demostracion se hace por induccion sobre m y se factoriza (1 — a,,) de los m — 1 primeros
términos, para aplicar la hipotesis de induccion.
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Theorem 75 Sean 1,22, ..., Zy puntos en E™. El conjunto de todas las combinaciones lineales

CONVETAS
m

E aiZ;
i=1

con0<a; <1y
m
o=
i=1

es un conjunto convexo.

Corollary 76 En virtud de los dos teoremas anteriores se concluye que el conjunto de todas las
combinaciones lineales descritas en ambos teoremas, es el menor conjunto convexo que contiene a
todos los puntos xy,xa, ..., Ty

Definition 77 Sea S un subconjunto de E™, el conjunto C (S) formado por todas las combinaciones
lineales convexas de elementos de S se denomina cierre convexo de S.

Proposition 78 Propiedades para conjuntos convexos

1. Si S y S7 son conjuntos convexos en E™, entonces S N S’ también es un conjunto convexo.
2. Si S y S’ son conjuntos convexos en E™, entonces S + S/ también es un conjunto convexo.

3. Sea T : E™ — E™ una transformacion lineal. Si S es convexo en E", entonces la imagen

directa
T(S)

es convexa en E™.

4. Sea T : E™ — E™ una transformacién lineal y S’ C E™, un convexo. Si S = T~1(5), la
imagen inversa de S/, entonces S es convexo.

Example 79 Los siguientes conjuntos son convexos’

1. El semiplano inferior, limitado por la recta x7 = zs:

S1 = {(171,:1:2) eB?|z; < :172}

en E?, es convexo porque todo segmento, que une cualquier par de puntos de S, esta contenido
en Sy. Es decir, si (21, x2)

z (21,22) ¥ y (y1,y2) son elementos de S, entonces el segmento Zy que los une estd contenido
en S;. Para demostrar esto dltimo, tomemos cualquier punto z (21, 22) del segmento que une
a los puntos anteriores, el cual se expresa como

z=ty+(1—-t)x
(21,22) =t (y1,92) + (1 = 1) (z1,22)
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Figure 5

con

0<t<1

De la igualdad se desprenden las expresiones

zZ1 :(l—t)ml +ty1
Zgz(l—t)562—|—ty2

Como z (z1,22) ¥ ¥ (y1, y2) son elementos de S; se cumplen las desigualdades

Si multiplicamos por los reales no negativos (1 — t) y ¢, a la primera y segunda desigualdades,
respectivamente, obtenemos

(1 —t):IZl Z (]. —t)$2
tyr = tys

Sumando ambas desigualdades
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(1—t>$1 +ty1 Z (1—t)$2+ty2

21 2 22

Por lo tanto, concluimos que el punto z (z1,22) pertenece al conjunto Sy, es decir, que el
segmento estd contenido en 5.

2. La regién limitada inferiormente por la pardbola vertical xo = 2%:

Sy = {(xl,l‘g) S E2|Z‘2 > x%}

en E?

[ 2 21
Sy =ilx1.%p JER | x5 27 |

Figure 6

Un argumento similar al utilizado en el ejemplo anterior, explica la convexidad del conjunto
Ss. Consideremos un par de puntos z y y de S5, entonces se cumplen las desigualdades

To fo

Yo >y

(1—t)zy > (1 —t)a?
tys > ty;
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que resultan de multiplicar por reales no negativos: (1 —t) y t. Consideramos de nuevo un
punto arbitrario z del segmento que une a los puntos z y y,

z=ty+(1—-t)z

con

Por lo que, sus coordenadas son

Estas coordenadas satisfacen la relacién
29 > z%
que define al conjunto S, porque se obtiene de las siguientes dos desigualdades

2o = (1 —t) o +tys > (1 —t) 2?2 +ty?
(L= t)af +tyf > [(1—t) s+ ty]* = 21

La segunda desigualdad es consecuencia de que la diferencia siguiente es no negativa
(1= t)af +tyf —[(1—t) s + tyn]” =
t(l—t)ai+t(1—t)yl =2t (1 —t)zy91 =
t(1—t) [27 — 22101 + 47 =
t(1—t)[z1 —3)* >0
. La recta con pendiente a y ordenada al origen b:
S3 = {(ml,xg) € E2’a:2 = aw—l—b}

en E2.
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7

b /5'3 =x.x; 1€ R? | x, =czx1+b‘:

Figure 7

4. El circulo con centro en el origen y radio 7:
Sy = {(171,582) S E2| 1‘% +SC§ = ’I"2}

en EZ2.
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1 21,2, .2 -
Sy =ilx.xy e B +x5 <1y

Figure 8

. El hiperplano H consistente de todos los puntos z de E? tales que
A-z=c

con A € E™ y ¢ € R, es un conjunto convexo por ser imagen directa de la transformacién
lineal
T(z)=A-z

. Los semiespacios abiertos

S={zeR|z>s}

S={ze€E" A x>c}
SO CONVexos.

. También lo son los semiespacios cerrados

S={z€E"A-z>c}

. En E?, un ejemplo de hiperplano es el definido por la ecuacién

3z —2y =—1
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y de semiespacio cerrado, el que esta determinado por ese hiperplano.

Figure 9

El hiperplano (la recta) pasa por el punto (1,2) y el vector n = (3,—2) es ortogonal al
hiperplano. El semiespacio iluminado en gris estd definido por

z-n<-—1
. En general, el hiperplano

T-n=c
determina dos semiespacios cerrados

T-n>c
Yy

z-n<c
o dos semiespacios abiertos

r-n>c
y

z-n<c

Observemos que la interseccién de un nimero finito de semiespacios es convexa conforme a la
propiedad 1 de los conjuntos convexos.
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10. Ademss, en E?, la interseccién de un nimero finito de semiplanos puede ser o no acotada, en
el sentido de que un conjunto S es acotado si existe un ntmero real ¢ > 0 tal que

Jzf| < ¢
para todo z € S.

Theorem 80 Separacion por hiperplanos. Sea S un conjunto cerrado convero de E™, p € E™.
Entonces p pertenece a S, o existe un hiperplano H que contiene a p, tal que S estd contenido en
uno de los semiespacios determinados por H.

Proof. Si el punto p no pertenece a S, la idea de la demostracién es construir el hiperplano
que contiene al punto p con la propiedad de separacién enunciada.

Sea f(z) = ||z — p||, una funcién definida en S, la cual es claramente continua y acotada
inferiormente. De ahi que, f alcanza su minimo® en al menos un punto ¢ de S, es decir,

lg —pll < |lz—pl

para todo x € S.
Construimos el hiperplano que pasa por p y es perpendicular al vector n = ¢ — p, el cual
no es nulo porque p ¢ S. Este hiperplano cumple con el requerimiento de separacién de que S
estd contenido en alguno de los semiespacios definidos por él. Digamos que S esta contenido en el
semiespacio abierto
T-n>c

con
c=p-n

porque si consideramos a cualquier ¢/ de S distinto de ¢, entonces para todo ¢ tal que
0<t<1
se cumplen las siguientes implicaciones

le—pll<llg+t(d —q)—pll=I(g—p)+t(d -l

=
(g—p)° <(g—p)°+2t(¢g—p) (¢ —q)+t*(d —q)
=
0<2(q—p)- (¢ —q)+t(¢d —q)
=
0<(¢g—p)-(¢ -9

cuando t — 0. Esto ultimo, implica que

0<n-(¢ —q)

5De acuerdo con el teorema de Weierstrass, para un conjunto acotado inferiormente.
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Sumando y restando P en el lado derecho de la desigualdad y asociando convenientemente se otiene

0<n-(¢=p)+n-(p—q)

Al

0<n-(¢—p)—n-n
0<n-(¢ —p)

A

porque
n-n>0

Finalmente, como ¢/ es un elemento arbitrario de S y se cumple la relaciéon
¢ -n>pon
con esto, se concluye que ¢/ pertenence al semiespacio definido por
r-n>p-n
es decir, S estd contenido en dicho semiespacio. m
Theorem 81 La cerradura® de un conjunto convexo S, denotada por S, es conveza.

Proof. La demostracién del enunciado anterior se sigue de que es posible encontrar dos suce-
siones {pn} v {¢.}de puntos de S, que tengan por limite a cualesquier par de puntos p y ¢ de S,
respectivamente; de que el limite de

tpn+(1 7t) qn

es
tp+(1—1t)q

para toda t, y del hecho de que S sea un conjunto convexo. m

Remark 82 Un punto p es un punto frontera de S si toda vecindad abierta
Vi(pe)

de p es tal que

VNS #é
VN(E"—S)#6

Definition 83 Un semiplano H se dice que es un soporte de S, un conjunto convexo, en p, un
punto frontera de S, si p pertenece a H y S estd contenido en uno de los dos semiespacios cerrados
determinados por H.

Theorem 84 Sea S un conjunto convero en E™ y p un punto frontera de S. Entonces existe un
hiperplano H soporte de S en p.
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Proof. Sin pérdida de generalidad® podemos suponer que S es cerrado. La construccién del
hiperplano con la propiedad deseada se hace con ayuda de las propiedades de acumulacién de los
elementos de S. Para cada k > 2 podemos encontrar p, que no estd en S, a una distancia de p
menor que 1/k, porque p es un punto frontera de S. Por el teorema de separacién obtenemos un
gren S cuya distancia a pj es minima. Sea ny = (gr — pr) y 1y, €l vector unitario en la direccién
de ny. La sucesién de vectores ny, tiene un punto de acumulacién n/ en la esfera unitaria porque es
compacta. Por el mismo teorema de separacion se tiene que para toda z € S y toda k,

TN > Pk N

lo que implica que
Ty, > g

para toda k y por consiguiente la relacién se cumple para el punto de acumulacién n/ de la sucesién
y para p, el limite de la sucesion p. Esto es,

Esto tltimo prueba que el hiperplano z - n’ = p - n/ soporta a S en p. ®

Remark 85 Sea S un conjunto convexo y H el hiperplano definido por la ecuacidn
r-n=a

Supongamos que para todo © € S se tiene
T-n>a

Si p es un punto de S que estd sobre el hiperplano, entonces p es un punto frontera. En caso
contrario, para € > 0 suficientemente pequenio, p — en deberia ser un punto de S, con la propiedad
contraria a la suposicion. Concluimos de ahi que H es un hiperplano de soporte de S en p.

Definition 86 Un punto p es extremo de S, un conjunto convexo, si p pertenece a S y si no existen
puntos distintos q1 y qo tales que p puede expresarse en la forma

p=tg+(1—1t)q

con
0<t<1

En otras palabras, que p no esté dentro de un segmento de recta contenido en S, a menos que sea
uno de los puntos extremos del segmento.

Definition 87 Un conjunto S estd acotado por debajo o inferiormente si existe un vector b =
(b1,...,byn) tal que para todo © = (1,...,x,) en S tenemos que x; > b; para todo i =1,...,n.

Theorem 88 Sea S un conjunto convexo cerrado y acotado inferiormente. Entonces cualquier
hiperplano de soporte de S contiene al menos un punto extremo.

Proof. La idea de la demostracién consiste en probar que la intersecciéon T de S con cualquier
hiperplano de soporte de S contiene un punto extremo de 1" que también es un punto extremo de
S porque T esta contenido en S. Nétese que T hereda también las propiedades de ser convexo,
cerrado y acotado inferiormente. m
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Proposition 89 FEl menor de los conjuntos convexos que contiene a un conjunto E arbitrario con
al menos un elemento es la interseccion de todos los convexos que lo contienen. Describimos dicho
conjunto de la manera siguiente. Sea E° el conjunto de todas las combinaciones lineales convexas
de puntos en E, es decir, los puntos de E° se expresan en la forma

m

E Lip;

i=1
con p1,...,pm en E con coeficientes reales tales que

0<t<1

m

d ti=1
i=1

Claramente, E° es convero y cualquier convexo que contenga a E debe contener a E€, y de ahi que
E° es el conjunto convexo minimo que contiene a F.

Definition 90 Nombramos a E°, la cerradura convexa de E.

Proposition 91 Sean S un conjunto convexo y E el conjunto de sus puntos extremos. Entonces
E° estd contenida en S.

Theorem 92 de Krein-Milman. Sea S un conjunto cerrado, acotado y convero. Entonces S es la
cerradura convera de sus puntos extremos, es decir,

S=FE°

Proof. Sélo resta demostrar que
S C E°

Lo cual se demuestra por reduccién al absurdo. Sea p € S y supongamos que p ¢ E° . Por el
teorema de separacion existe un hiperplano H que pasa por p definido por una ecuacién del tipo

r-n==~c

tal que
x-n>c

para todo z € E°.
Sea L : B — R, una transformacién lineal con regla de correspondencia

L(z)=z-n

entonces
L(p)=c

porque p pertenece al hiperplano H, y ademas

L(p) & L(E")
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porque si ocurriera lo contrario, entonces P perteneceria a E°, contrariamente a la suposicién.

L (S) es un conjunto cerrado, acotado y convexo, por ser imagen, bajo una transformacién lineal,
de S, el cual es cerrado, acotado y convexo. De ahf que L (S) es un intervalo cerrado de R, digamos
[a, b], que ademds contiene a c.

Sea H, un hiperplano definido por la ecuacién

r-n=a

de la nota anterior se sabe que H, es un hiperplano de soporte de S, de ahi que contenga un punto
extremo de S, es decir un punto de E°. Obtenemos entonces una contradiccién del hecho de que

r-n>c>a
para todo z en E°. Por tanto se cumple el teorema de Krein-Milman. m
Exercise 93 Demostrar que el conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales
Az =1b
con b un vector columna de E™ y A una matriz real de dimension n X n, es un conjunto convero
en E™.
4.12 Funciones cénvexas y céncavas

Definition 94 Una funcién f definida en un conjunto convexo S del espacio euclideano de di-
mension n, se llama convexa si para cualquier par de puntos

z=(1,...,Zn)
y=(Y1,---,Yn)

de S se cumple
flz+ (A =t)y) <tf(z)+1—-1t)f(y)

donde
0<t<1

Example 95 La funcion cuadrdtica
flz)=a®—dz+5

es una funcion convexa porque la ordenada de cualquier punto de la pardbola comprendido entre los
puntos

(2, f (z))
A ))

es menor o igual que la ordenada del punto del segmento, con esos extremos y con la misma abscisa.
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Figure 10

Definition 96 Una funcion f definida en un conjunto convero S del espacio euclideano de di-
mension n, se llama concava si para cualquier par de puntos

z = (T1,...,7p)
y:(y17"'7yn)

S se cumple
fltz+(1—t)y) <tf(z)+(1—1)f(y)

donde
0<t<1

Example 97 La funcion cuadrdtica
f(x)=—2®+42 -5

es una funcion concava porque la ordenada de cualquier punto de la pardbola comprendido entre los
puntos

(@, f (2))
(. f (W)

es mayor o igual que la ordenada del punto del segmento, con esos extremos y con la misma abscisa.
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Figure 11

Part 111
PROGRAMACION LINEALY

Los administradores usan modelos para resolver y entender problemas de decisién en los negocios.
En general, pretenden optimizar algin objetivo, como las utilidades y los costos. En esas situa-
ciones problemadticas, existen factores sujetos a control del administrador denominados variables de
decision. También, existen factores que limitan o restringen las acciones que puede realizar, como
las restricciones en la capacidad de la planta y el equipo, o limites en la demanda, el procesamiento
o el envio de unidades.

Un modelo matematico es una representaciéon simplificada del problema de decision en el cual
las variables de decisién, el objetivo y las restricciones se representan por simbolos y ecuaciones.
Un modelo de programacion lineal (PL) es un tipo particular de modelo matemdtico en el cual las
relaciones entre las variables son lineales y sélo se considera una medida de desempeno u objetivo.
La ventaja de este modelo es que existe una técnica matematica denominada programacién lineal
que determina la mejor u 6ptima decision, aunque se tengan miles de variables y relaciones.

Considérense las variables de decisién

L1,XL2,L3y.-+,Tn

El modelo de programacion lineal se disefia para maximizar (o minimizar) una funcién objetivo

"Bonini, C.P., Asuman, W. H., y Bierman, H. Jr. (1997) Quantitative Analysis for Management. Chicago:
McGraw Hill. IRWIN Series. Novena Edicién, Capitulo 2.
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de la forma .
f=Y e
i=1

donde f es algiin objetivo econémico como las utilidades, produccién, costos, semanas laborables o
toneladas suministradas. Los criterios de optimizacion generalmente son escoger los valores de las
variables de decisién que produzcan mayores utilidades o menores costos.

Los coeficientes de la funcién objetivo son constantes y las variables de decisién tienen exponente
uno, por lo que la funcién f es una combinacion lineal de las variables de decision.

En general, el administrador no puede seleccionar los valores de las variables de decision arbi-
trariamente, la seleccion estd limitada por un conjunto de relaciones o restricciones en términos de
las variables de decisién .

Z a;;jzj < b
i=1

para i = 1,2,...,m. Los coeficientes a;; son constantes y la constante b; restringe el valor de la
funcién objetivo f puesto que restringe los valores de las variables de decisién

L1,XL2,L3y-+,Tn

mediante desigualdades o igualdades.

La solucién obtenida por medio de la programacién lineal es el conjunto de valores de las variables
de decisién que general el valor 6ptimo de la funcién objetivo (mdximo o minimo) dentro de las
restricciones.

La programacion lineal no permite incertidumbre en ninguna de las relaciones ni variables aleato-
rias, de ahi que el problema de maximizar la funcién objetivo sujeta a las restricciones es concep-
tualmente simple. La programacion lineal hace posible manejar problemas con gran cantidad de
restricciones, de manera ordenada. Esta técnica es excepcionalmente fuerte y general, es aplicable
a gran variedad de problemas en los negocios y puede manejarse de manera rutinaria con la ayuda
de computadoras personales.

4.13 Analisis marginal

Un ejemplo simple de un modelo de programacién lineal, que puede resolverse por sentido comun
o por un andlisis marginal es el siguiente. Supongamos que la utilidad marginal de un producto A
es 5 UM por unidad y de un producto B es 2 UM por unidad; que se puede vender todo lo que se
produzca de ambos productos y ademas, que ambos productos se producen con el mismo equipo.

Se quiere determinar qué producto se va a producir una vez que encontremos la capacidad de las
instalaciones. Por ejemplo, el equipo puede producir 100 unidades del producto A o 600 unidades
del B, por dia.

En este ejemplo simple, obviamente el producto B es mdas deseable que el A, puesto 1,200 UM
de utilidades diarias es mejor que 500 UM.

Supongamos ahora que la empresa es capaz de producir 20 distintos productos en 15 departamen-
tos diferentes y que cada producto requiere distinto tiempo de produccién en cada departamento.
Si la dificultad del problema no es impresionante, supongamos que cada departamento realiza 10
procesos y que cada producto requiere distinto tiempo de produccién en cada proceso ;Cémo de-
terminar la combinacién de produccién 6ptima? Un problema de este tipo, se resuelve mejor por
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medio de programacién lineal. El término lineal es apropiado puesto que todas las utilidades y las
relaciones de produccién se suponen proporcionales o lineales; es decir, que el grado maximo de
cualquier variable es 1 y que ninguna de las variables se multiplica por alguna otra.

El método simplex es el procedimiento mas comun para resolver problemas de programacion
lineal y se le incluye en la mayoria de las hojas de cédlculo para computadora.

4.14 Formulacion de problemas de programacion lineal

Antes de resolver problemas de programacién lineal es importante aprender como definir variables
y formular ecuaciones, esto es, cémo plantear un problema de negocios en la forma de maximizar (o
minimizar) una funcién lineal, sujeta a restricciones lineales. Usamos el término formulacién para
traducir un problema del mundo real en relaciones matematicas. La formulacién es la parte que
ofrece mayores retos al analizar problemas de negocios.

Example 98 Un problema de combinacién de productos (plan de produccion). Una empresa de
manufactura produce dos productos, A y B. Cada uno de estos productos se procesa en dos mdquinas
diferentes. Una mdquina tiene una capacidad disponible de 24 horas, la sequnda mdquina tiene una
capacidad de 16 horas. El producto A requiere de dos horas de tiempo en cada mdquina, mientras
que el producto B requiere de 3 horas en la primera mdquina y una hora en la segunda. La utilidad
marginal del producto A es 6 UM por unidad (el incremento en la utilidad por unidad producida) y
del producto B es de 7 UM por unidad. La empresa puede vender tantas unidades de ambos producto
como produzca.

El objetivo de la empresa es maximizar las utilidades. FEl problema es determinar el nimero de
unidades de cada producto, A y B, deben producirse dentro de los limites de capacidad disponible
de cada mdquina.

Formulacion: Definicién de variables: sean x1 = la cantidad de unidades del producto A a pro-
ducirse, zo = la cantidad de unidades del producto B a producirse y P el incremento total de
utilidades de la empresa. La funcién objetivo es

P =06x1 + Txo

La empresa desea maximizar el valor de P, cuyo valor se incrementa conforme se incrementa el
valor de las variables de decisién 1, 2 (6 UM por el nimero de unidades vendidas del producto
A més 7 UM por el nimero de unidades vendidas del producto B).

La primera restriccién relaciona la disponibilidad de tiempo de la primera méaquina, que se
expresa como

2z + 322 < 24

es decir, cada unidad del producto A usa dos horas de la primera maquina y 3 horas para el producto
B; de ahi que el total de horas utilizadas en la primera maquina se expresa como el lado izquierdo
de la desigualdad, mientras que el nivel disponible de horas (la capacidad) es el lado derecho de
dicha desigualdad.

Para la segunda maquina, la restricciéon es similar

2581 + Z2 S 16
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Finalmente, la formulacién de un problema de programacién lineal como éste, incluye la re-
striccién de que las variables de decisiéon x7 y xo toman valores no-negativos. Esto significa, en
términos del problema, que la empresa produce cantidades positivas o cero de ambos productos.

En resumen, la formulaciéon completa del modelo de PL para el problema de combinacion de
productos es

Maximizar:
P =6z + Txo
Sujeta a:
2r1 + 320 < 24
2x1 + 12 < 16
z1,222>20
Actividades Nivel maximo
Restricciones contribucion unitaria Totales del recurso
R1 2 3 24 <= 24
R2 2 1 16 <= 16
Utilidades 6 7 64
Solucién 6 4
6 )
1
\'.
L
Figure 12

Solution 99

Example 100 Un problema de transporte. Un productor de jabon y detergentes tiene tres plantas
localizadas en las ciudades de Cicinnati, Denver y Atlanta. Los principales almacenes estdn local-
izados en Nueva York, Boston, Chicago, Los Angeles y Dallas. La preocupacion de la empresa es
saber qué fabrica debe suministrar a qué almacén. Los requerimientos de ventas para el siguiente
anio de cada almacén estan en la tabla 1 y los de los costos de envios en la tabla 2. siguientes. La
capacidad de cada fdbrica en cada ubicacion es limitada. Cincinnati tiene una capacidad anual de
100,000 piezas, Denver de 60,000 y Atlanta de 50,000.

La empresa desea determinar un plan de envio (o suministro) que minimice los costos totales
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C, de envio.

Tabla 1 Requerimientos
Ubicacién del almacén ~ Ventas anuales (miles de piezas)
Nueva York 50
Boston 10
Chicago 60
Los Angeles 30
Dallas 20
Total 170
Tabla 2 Costos de envio  ( por miles de piezas)
De Nueva York | Boston | Chicago | Los Angeles Dallas
Cincinnati 240 300 160 500 360
Denver 420 440 300 200 220
Atlanta 300 340 300 480 400
Formulacién: Definicién de variables: denotemos a las variables de decisién con dos subindices,

el primero para indicar el origen (la fabrica) y el segundo para indicar el destino (el almacén). Por
ejemplo, x1; = el nimero de piezas enviadas de la primera fibrica (Cincinnati) al primer almacén
(Nueva York), etc. De manera general tendremos que z;; es el ntmero de piezas enviadas del origen
i (i-ésima planta) al destino j (j-ésimo almacén), donde i = 1,2,3 y j = 1,2,3,4,5.

Entonces el objetivo es minimizar la funcién costo total de enviar los productos por cada una
de las rutas posibles (de una fabrica a un almacén):

Cc = 240:1711 + 3001’12 + 160I13 + 500I14 + 360I15 +

42097 + 440295 4+ 300293 4+ 200294 + 220295 +
300x31 + 340x35 + 300x33 + 480234 + 400235

Existen dos conjuntos (tipos) de restricciones, de demanda y capacidad. Las restricciones que
indican que la demanda se satisface son:

Nueva York Z?Zl z;1 = 50
3

Boston Yo T2 =10
Chicago S @iz =60
Los Angeles Z?:l T4 = 30
Dallas S @5 =20

Las restricciones que indican el nivel médximo de la capacidad de cada fabrica son:

Cincinnati 2221 x1; <100

Zj:l x3; < 50

Denver
Atlanta

Finalmente, cada variable de decisién x;; debe ser no negativa. La solucién de este problema
dard el plan 6ptimo de distribucién (transporte) para la empresa.
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En resumen, la formulacién completa del modelo de PL para el problema de transporte es

C = 240x11 + 300212 + 160213 + 500x14 + 36015+
42097 + 440295 4+ 300293 + 200294 + 220295+
300:1731 + 3401‘32 + 3OOLE33 + 4805834 + 400.%35

Minimizar:
Sujeta a:
Z?:l Ti1 = 50
Restricciones S0 | 240 = 10
de 2?21 x;3 = 60
demana Z?Zl Zi4 = 30
Z?:l Ti5 = 20
Restricciones Z\?:l x1; <100
de S e <60
capacidad > j—1 %3 <50

Restricciones de

no-negatividad  x;

;20

Example 101 Un problema de mezclas. Varios grados de gasolina se obtienen de combinar ciertas
mezclas de gasolinas que salen directamente de las operaciones de refinacion. En una operacion de
refinacidon, hay muchas mezclas de gasolinas, muchas gasolinas como producto final (por ejemplo,
varios grados de gasolina para avidn y motores) y muchas caracteristicas que se consideran im-
portantes en la composicion quimica de varios grados de gasolina (incluyendo, por ejemplo grado
de octanaje, presidn del vapor, contenido de azufre y contenido de goma). En este ejemplo sim-
plificado, se asume que una refineria tiene disponible solo dos tipos de mezcla de gasolinas, cuyas
caracteristicas se muestran en la tabla 3.

Tabla 3

Caracteristicas de

las mezclas

de gasolinas

Combinaciones disponibles | Grado de octanaje | Presion del vapor | Disponibilidad
Mezcla tipo 1 104 5 30,000
Mezcla tipo 2 94 9 70,000

Estas mezclas de gasolinas pueden combinarse para producir dos productos finales, las gasolinas
para aviacién y para motores. Las caracteristicas requeridas para estos productos finales se muestran

en la tabla 4.

Tabla 4 Caracteristicas de los productos finales de gasolinas
Grado de octanaje | Presién del vapor Niveles de venta Precio de venta
Productos finales minimo maxima mAaximos (U.M. por barril)
Gasolina para avién 102 6 20,000 45.10
Gasolina para motor 96 8 Cualquier cantidad 32.40

Cuando las gasolinas se combinan, la mezcla resultante tiene un octanaje y una presién de vapor
en proporcion al volumen de cada gasolina. Por ejemplo, si 1,000 barriles de mezcla de gasolina 1
se combinan con 1,000 barriles de mezcla de gasolina 2, la gasolina resultante tendra un grado de

45




octanaje de 99 porque:
1,000 -104 +1,000-94

2,000 9

y una presion de vapor de 7 porque:

1,000-5+1,000-9 _
2,000 N

La empresa desea maximizar los ingresos por la venta de las gasolinas finales.

Formulacién: Denotamos a las variables de decisién como

x1 = cantidad de barriles de la mezcla 1 usada en la gasolina para aviacion.
x9 = cantidad de barriles de la mezcla 2 usada en la gasolina para aviacion.
z3 = cantidad de barriles de la mezcla 1 usada en la gasolina para motores.
x4 = cantidad de barriles de la mezcla 2 usada en la gasolina para motores.

Entonces, la funcién objetivo es R = ingresos totales y el problema trata de maximizar a R,
donde

R = 45.10 (.’ﬂl + SUQ) + 32.40 (xg + x4)
45.10z1 + 45.10x2 + 32.40x3 4 32.40x4

Una de las restricciones que afectan cémo la refineria combinard las gasolinas, trata sobre las
ventas o la demanda, el hecho de que no més de 20,000 barriles de gasolina para aviacién pueden
venderse (ver tabla 4). Lo anterior, se representa mediante la expresion

r1 + x2 < 20,000

Un segundo conjunto de restricciones se relaciona con la disponibilidad de las mezclas de gasoli-
nas (ver tabla 3), lo cual se expresa con

xr1 + I3 S 30, 000
To + T4 S 70, 000

Un tercer conjunto de restricciones se refiere a los grados de octanaje del producto final. Recorde-
mos que la cantidad total de gasolina para aviacion es

X1+ o

y su octanaje se determina con la formula

104z, + 94x-

Grado de octanaje gasolina avién=
T1 + x2
Este grado debe ser cuando menos 102, asi que la restriccién se expresa como

1041‘1 + 941?2

> 102
T+ T2
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Reordenamos la expresién como una restriccién lineal como sigue:

104x1 + 94z, > 102 (.’L‘l + .’1?2)
201 —8x2 > 0

Similarmente, el grado de octanaje para el motor de gasolina produce la restriccién:

104x3 +94x4, > 96 (1‘3 + $4)
81‘3 — 2%4 2 0

Un cuarto conjunto de restricciones se refiere a los requerimientos de presion de vapor del
producto final. Para la gasolina de aviacién, se tiene

5x1+9z2 < 6(x1 + x2)
—x1+3z2 < 0

Mientras que los requerimientos de presién de vapor para la gasolina de motor es

55834’9.%4 S 8(:173+174)
—3xg+zry < 0

En resumen, la formulacién completa del modelo de PL para el problema de mezclas es

Maximizar:
R =45.10z1 + 45.10z5 + 32.40x3 + 32.40x4
Sujeta a:
Restricciones 1 + 22 < 20,000
de demanda

Restricciones de  x7 + x3 < 30,000
disponibilidad T + x4 < 70,000

Restricciones de  2x1 — 8x9 >0
grado de octanaje 8x3z —2x4 >0

Restricciones de —x1+ 322 <0
presion de vapor  —3x3+ x4 <0

Restricciones de  x1,x9,23,24 > 0
no-negatividad

Mezclas de gasolinas fue una de las aplicaciones iniciales de la programacion lineal a los proble-
mas de negocios. Este ejemplo es una presentacién del problema real muy simplificada, pero muestra
los elementos esenciales. Este tipo de problema surge en muchos contextos como la preparacién de
alimentos para animales, en los que se requiere satisfacer requerimientos minimos de nutrientes.

Los tres problemas anteriores se plantean en un periodo de tiempo fijo y por ello se les llama
problemas estéticos. La programacion lineal también se ha aplicado a problemas dindamicos, aquellos
que se extienden sobre varios periodos de tiempo como el siguiente ejemplo.
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Example 102 Un problema de programacion de actividades. Una empresa firma un contrato de
suministro de un producto durante los siguientes seis meses. Los costos de produccion varian men-
sualmente debido a cambios anticipados en los costos de los materiales. La capacidad de produccion
de la empresa es de 100 unidades mensuales en tiempo normal y hasta 15 unidades adicionales
mensuales con tiempo extra.

La siguiente tabla contiene los costos mensuales de los requerimientos de suministro y pro-
duccién. El costo de mantener almacenada una unidad no vendida es de 2 UM por mes. El
problema de la empresa es determinar el niimero de unidades a producir mensualmente en tiempo
normal y en tiempo extra, para cumplir con los requerimientos al minimo costo. La empresa no
tiene unidades disponibles al inicio del primer mes y no desea tener unidades sobrantes al final del
sexto mes.

Formulacién: Las variables de decisién e intermedias son las siguientes:

X; = numero de unidades producidas en tiempo normal en el i-ésimo mes
Y; = nimero de unidades producidas en tiempo extra en el i-ésimo mes

I; = nimero de unidades en existencia (no vendidas), al final del i-ésimo mes

cont=1,2,3,4,5,6
El objetivo es minimizar el costo total por producir en tiempo normal, en tiempo extra y por
almacenar.

Minimizar:
C=30(X;+ X5)+32(X3+ X4) +31X5 + 32X+
35 (Y1 +Y2) + 37 (Y3 + Yy) 4 36Y5 + 37Ys+
2(Lh + Iy + I3+ Iy + Is + 1)

Sujeto a las restricciones de produccién en tiempo normal, en tiempo extra, de balance o enlace
para asegurar que se cumplan los requerimientos de suministro, de inventario final nulo y de no-
negatividad.

Las restricciones de produccién en tiempo normal se expresan como

X, <100

donde 7 =1,2,3,4,5,6.

Las restricciones de produccién en tiempo extra como
Y; <15
cont=1,23,4,5,6.
Las restricciones de balance o enlace se necesitan para enlazar los periodos de tiempo y asegurar

que los compromisos se cumplan. Estas restricciones tienen la forma

unidades en existencia=gasto de unidades
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<inventario) N ( produccién > N < produccién ) _ (Compromiso) N (inventario)
inicial tiempo normal tiempo extra suministro final
Para el mes 1, la relacién que se obtiene es
0+X1+Y1=95+1
puesto que no hay inventario inicial. Reordenando, se obtiene la ecuacién
0+X1+Y1 -1 =95

Similarmente, para el mes 2
L+Xo+Ys—1,=85

El mes 3

I2+X3+Y37I3:110
El mes 4

I3+ X, +Y,— 1, =115
El mes 5

I+ Xs5+Ys— 15 =90
El mes 6

Is+ X+ Ys — Ig = 105
Finalmente, como el inventario final debe se cero, la tltima restriccion es
Ig=0

En resumen, la formulaciéon completa del modelo de PL para el problema de programacion de
actividades es

Minimizar:
C=30(X1+ X2)+32(X3+ X4) +31X5 + 32X+
35 (Y1 + Y2) + 37 (Y3 + Yy) + 36Y5 + 37Ys+
2L+ L+ I+ 1+ Is + Io)
Sujeta a:
0+X1+Y1—Il :95
L+X1+Y1—-1,=285
restricciones de L+X,+Y—1I3=110
balance de inventario I3+ X1+, -1, =115

Li+X1+Yr—15 =90
Is+X1+Y — I =105
restricciones de produccion en tiempo normal X; < 100, para toda i = 1,2, 3,4, 5, 6.

restricciones de produccién en tiempo extra Y; < 15, para todat=1,2,3,4,5,6.
restricciones sobre el inventario final Ig =0
restricciones de no-negatividad X;,Y;, I, >0, para toda i = 1,2,3,4,5,6.
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4.15 Forma estandar de un problema de programacién lineal

Minimizar:
C1T1 + -+ CpZn

Sujeta a:
a1171 + a12T2 + -+ + A1 Ty = b1
2171 + G222 + - -+ + A2, Ty, = b2

Am1T1 + Am2X2 + -+ App Ty = bm
y T1 , T2y Ty >0
Forma matricial
Minimizar:
Tz
Sujeta a:
Az =b
vy x>0

Los problemas de programacion lineal son susceptibles de escribirse en la forma estandar medi-
ante el uso de variables de holgura, de excedencia y variables libres, como se muestra en la tabla
siguiente:

Problema PL original Variables Problema PL estdndar
Maximizar: ¢l x
Sujeta a:
Maximizar: ¢l De h(zlgura_ J
. [Alejy; ]z =10
Sujeta a: hn > 6 J >0
Az <b y=1| Y =5 Y=" L
con €; vector unitario cuya j-ésima
y z>0
L Ym | componente es 1,
y las restantes, cero
Minimizar: ¢z De ex_cedengia Minimizar: ¢z
Sujeta a: h Sujeta a:
Az > y=1| : [A]—ejyjlz =10
> > >
y x>0 | Y | y z2>0,y>0
Minimizar: ¢l x
Libres Sujeta a:
Minimizar: ¢z xq Az <b
Sujeta a: Supongamos que a;1 # 0. y x>0
Ax >b Expresamos a x1 en funcién de las restantes con Am—1)x(n—1)
y ;>0 variables usando la i-ésima ecuacién. Ty
para ji=2,...,n Sustituimos en las restantes ecuaciones "
y =

la expresién obtenida para 1.
Tn
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5 Teorema fundamental de la Programacion Lineal

Dado un problema de programacién lineal en la forma estandar

Minimizar:
Tz
Sujeta a:
Axr=b
y x>0
Donde A es una matriz de dimensién m X n y rango m.
1. Si hay una solucién factible, hay una solucién factible basica.
2. Si hay una solucién factible 6ptima, hay una solucién factible basica éptima.
Proof. De la propiedad 1. Sean
AL A% AT
las n columnas de A.
Supdngase que
T
xr=
T

es una solucién factible, entonces esa solucién satisface
Al + A%00+ ...+ A%z, = b

Supoéngase que exactamente p de las variables x; son positivas, con 0 < p < n. Por conveniencia,
supongamos que son las primeras p variables. Entonces, se cumple

Alzy + A%y + ...+ APz, = b
y
Tpy1 = Tpya=...=2, =0

Respecto a la independencia lineal de las p columnas hay dos posibilidades, son linealmente inde-
pendientes o linealmente dependientes.

Caso 1. Supéngase que A!, A%2,... A" son linealmente independientes. Entonces, es claro que
p < n, dado que m es el rango de A. Si p = m, la solucién factible es bésica y se completa la
demostraciéon. Si p < m, se pueden hallar m — p columnas de las restantes n — p, de modo que el
conjunto resultante con m columnas sea linealmente independiente, puesto que el rango de A es m.
Por tanto, asignando el valor de cero a esas m — p variables se obtiene una solucién factible basica

(degenerada).
Caso 2. Supéngase que A', A% ... A", son linealmente dependientes. Entonces existe una combi-
nacién lineal no trivial de esas columnas que es cero. Sean yi,¥2, ..., ¥p, constantes no todas nulas,

y al menos una positiva, tales que
A1y1+A2y2+...+Apyp =0
De esta igualdad y del hecho de que x es solucién factible, se obtiene la ecuacién

(1 —ey1) A' + (w2 —eya) A% + ...+ (zp, —ey,) AP = b
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con € un numero real. Dependiendo del valor de €, se puede violar la desigualdad

z;—ey; =0
Ademés, haciendo
Y1
v
L 0 -

El n-vector x — ey es solucién del sistema Ax = b.
Si e = 0, entonces se obtiene la solucién factible original. Si & aumenta desde cero, esto es toma
valores positivos cada vez mayores, las componentes de x — €y aumentaran, disminuirdn o per-
maneceran constantes en la medida en que la y; correspondiente sea negativa, positiva o cero,
respectivamente.
Como al menos una componente y; es positiva, por lo menos una componente de  — ey decrecerd
conforme ¢ aumente su valor. Si se incrementa el valor de ¢ hasta el punto donde una o maés
componentes de x — ey sean cero, definimos

Yy; > 0}

Para este valor,  — g9y es una solucién factible y tiene a lo més p — 1 variables positivas.
Al repetir este proceso, en caso necesario, se podrian eliminar las variables positivas hasta tener
una solucién factible con las columnas correspondientes que son linealmente independientes y en
este punto aplicar el caso 1. m

Proof. De la propiedad 2. Sea

. Xy
g =min< —=
Yj

T1

Tn

una solucién factible éptima.

Como en la demostraciéon anterior, supéngase que hay exactamente p variables positivas. De
nuevo se tienen dos casos respecto a la independencia lineal, como antes.
En el caso 2, la parte de que existe una solucion factible basica es igual. Con respecto a que sea
6ptima, para cada valor de ¢ se concluye al observar que el valor de la funcién objetivo en esa
solucién es

cTe—ecly

Para una ¢ de magnitud suficientemente pequena
T — ey
es solucidn factible para valores tanto positivos como negativos, por lo que

y=0
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ya que, en caso contrario, se violaria el hecho de que x es soluciéon 6ptima, escogiendo los signos
apropiados para &

Una vez establecido que la nueva solucién factible, con menos componentes positivos, también es
optima, el resto de la demostracién se establece como en la parte 1. m

6 ALGORITMO SIMPLEX

El enfoque general del método simplex es obtener una sucesién de soluciones factibles bésicas que
mejoran el valor de la funcién objetivo hasta que alcanza una solucién 6ptima.

6.1 Resolviendo el problema para una solucién factible basica

Consideremos el sistema de ecuaciones Az = b. Supongamos que x es un vector con n componentes,
b un vector con m componentes y A una matriz de dimensién m x n. Por facilidad supondremos que
m < n. De las columnas de A se seleccionan un conjunto de m columnas linealmente independientes
con las que se forma una matriz B. Estas existen si el rango de A es m. Entonces, la matriz B es
no singular y la ecuacién Bx = b tiene solucién tunica, digamos g, multiplicando por laizquierda
se tiene

B 'Bxg = B
xrg = B '

Construimos ahora una solucién a partir de la solucién anterior, agregando n — m componentes
a la solucién anterior, todas ellas iguales a cero

z=| "B
0
Este vector, claramente satisface Ax = b. Ademads, sea cp el vector cuyas componentes son los

coeficientes de la funcién objetivo (incluyendo ceros para las variables de holgura), de los elementos
correspondientes de . El valor de la funcién objetivo para esta solucién bésica es

CBITpB = CBB_lb

Definition 103 Para el sistema Ax = b con m ecuaciones lineales simultdneas en n indetermi-
nadas, sea B cualquier submatriz de A, de dimension m X m, no singular. Entonces, si todas
las n — m componentes de x no asociadas a las columnas de B se igualan a cero, la solucion del
conjunto resultante de ecuaciones se llama solucion bdsica de sistema, respecto a la base B. Las
componentes de x asociadas a las columnas de B se denominan variables bdsicas.

Remark 104 B es una base del espacio E™, porque es una matriz formada con m columnas
linealmente independientes. De ahi que, el vector b € E™, se expresa como una combinacion lineal
de las columnas de B.

Remark 105 Para evitar redundancia o restricciones contradictorias, se asume la hipdtesis de
rango completo que dice que las m columnas de A, matriz de dimension m X n, son linealmente
independientes.
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Conforme a la hipétesis de rango completo, el sistema Az = b tiene siempre, al menos, una
solucién bésica. Si alguna o algunas variables basicas de la solucién bésica son nulas, la solucién se
denomina solucién basica degenerada.

En el caso de una solucién bésica no degenerada, tanto las variables béasicas como la base B, se
identifican por medio de sus componentes positivas. En cambio, en el caso de una solucién béasica
degenerada, hay ambigiiedad, porque se pueden intercambiar las variables bésicas y no bésicas de
valor cero.

Consideremos el problema de programacién lineal siguiente:

Maximizar: 2z =cix1 +coxs+ ...+ Ty
Sujeta a:
1121 + a12%2 + ...+ a1p®n < by
a21%1 + a22%2 + ... + A2 Ty < by

Am1T1 + AGm2Z2 + ... + AmpTn S bm

donde todos los lados derechos de las restricciones de desigualdad son positivos.

Introducimos variables de holgura no negativas para obtener el problema con restricciones de
igualdad.

El problema consiste en

Maximizar: 2z — o1 — CoZo — ... — CpZy =0

Sujeta a:
a1121 + a12%2 + ... + A1 Ty + Tppr = by
21T + 22T + ... + a2p Ty + 0+ Tppo = b

am1T1 + amaxa + ...+ Ty +0+ -+ 04+ 2pp = by
con Tnglse oy Tntm = 0

Construimos una tabla estdndar (standard simplex tableau) con los coeficientes de las variables

no-basicas x1,...,x, y las basicas Tni+1,. .., Tntm-
T T2 et T Tn+1 Tn42 et Tn+m LD
z —c1 | —cy | - | —¢cn | O 0 - | 0 0
Tpt1 | 011 | a2 | -0 | an |1 0 - |0 by
Tpy2 | G21 | @22 | -+ | G2 | O 1 <+ 10 by
Tn+m am1 Am2 e 0 0 e 1 bm

Cualquier modificacién que se haga durante el algoritmo, dejara una matriz de dimensién m X n.
El procedimiento consiste en hacer operaciones elementales con las filas, siguiendo los siguientes
cinco pasos bésicos.

1. Escoger el coeficiente de mayor valor absoluto, en el renglén de z, supongamos que es cg. Si
todas las entradas de este renglén son positivas, entonces el maximo se ha obtenido. En caso
contrario, identificamos la columna k.

54



2. Evaluar los cocientes

b;

Ak
para todo coeficiente positivo a;; con ¢ = 1,...,m. Seleccionamos el menor de ellos, supong-
amos que es

by

Gk

por lo que identificamos el renglén [.

3. Reemplazamos la variable bésica x,4; por la no-bésica xj en la columna izquierda, de las
variables bésicas, con lo que se hace un cambio de base.

4. En el renglén | dividimos por a;;. Esto quiere decir que el pivote es el coeficiente que se
encuentra en la interseccion del rengléon [ y la columna k, identificados en los pasos 1 y 2.

5. Usar la eliminacién gaussiana, restando a cada fila el multiplo de la fila pivote que anula los
coeficientes en la columna k, excepto al elemento [k, el cual es uno.

Los cinco pasos se repiten hasta que se logra el maximo, esto es, cuando no hay coeficientes
negativos en el renglén de z.

Example 106 Una empresa produce dos tipos de tableros para circuitos R1 y R2, construidos como
se indica:

R1 contiene 3 resistencias, un condensador, 2 transistores y 2 inductancias.

R2 contiene 4 resistencias, 2 condensadores y 3 transistores.

Los recursos disponibles para la produccion diaria son de 2400 resistencias, 900 condensadores,
1600 transistores y 1200 inductancias.

La empresa requiere saber cudntos tableros del tipo R1 y cudntos del tipo R2 debe producir para
mazximizar la utilidad total, si la utilidad por un tablero del tipo R1 es 5 UM y por un tablero R2,
es de 9 UM.

Solution 107 Representamos mediante x1 la cantidad desconocida de tableros del tipo R1 a pro-
ducir, con x2 la cantidad desconocida de tableros del tipo R2 a producir. El modelo de programacion
lineal que resuelve el problema de la empresa es

Maximizar: 2z = bx1 + 922
Sujeta a:
3x1 + 4xo < 2400
xr1 + 21’2 S 900
221 < 1200
T1,x2 Z 0
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Introducimos las variables de holgura al construir la tabla inicial

T1 | X2 | x3 | x4 | x5 | kg | LD
z -5 -910 0 0 0 0
r3 | 3 4 1 0 0 0 2400
zy |1 2 0 1 0 0 900
T5 | 2 3 0 0 1 0 1600
T | 2 0 0 0 0 1 1200

Paso 1. Seleccionamos la columna de x5, porque contiene el coeficiente de mayor valor absoluto,
de los términos de la funcién objetivo z.

Ty | T2 x3 | x4 | x5 | g | LD
z 51 -910 0 0 0 0
r3 | 3 4 1 0 0 0 2400
zy |1 2 0 1 0 0 900
T5 | 2 3 0 0 1 0 1600
zg | 2 0 0 0 0 1 1200

Paso 2. Evaluamos los cocientes, dividiendo los lados derechos entre cada coeficiente no nulo.
Seleccionamos el rengléon que contenga al menor cociente. El coeficiente 2, es el pivote.

Ty | m | x3 | x4 | x5 | 26 | LD
=z [-5]-9]0 Jo [o Jo [o
s [3 |4 |1 Jo [0 [0 |2400 | 229 =600
o [1 [2 Jo |1 Jo Jo [900 [ 20 =450
x5 [2 [3 [0 |0 |1 [0 |1600 [ %% =533.33
s [2 |0 0 Jo [0 [1 ]1200

Paso 3. Intercambiamos la variable no-bésica x,, por la bésica x4.

T 5} T3 T4 Ts Te LD
z | =5 =910 |0 [0 |O |O
r3 | 3 4 1 [0 |0 |0 | 2400
x| 1 2 0 [1 [0 [0 |900
T5 | 2 3 0 |0 |1 |0 | 1600
xe | 2 0 0 |0 |0 |1 1200

Paso 4. Dividimos por 2 al renglén seleccionado.

1 | T2 | T3 | x4 | 5 | 6 | LD
z | =5 =910 |0 [0 |O |O
r3 | 3 4 1 [0 |0 |0 | 2400
wn |5 |1 [0 [5 [0 [0 [450
T5 | 2 3 0 |0 |1 |0 | 1600
e | 2 0 0 |0 |0 |1 1200

ot
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Paso 5. Mediante operaciones elementales, se anulan los coeficientes de la columna de xs, es
decir, sumando o restando el miltiplo conveniente de la fila seleccionada a las restantes filas.

T To | T3 | T4 x5 | x¢ | LD
T 9
z -510 [0 5 0 0 4050
z3 | 1 0 |1 -2 10 0 600
T T
To ? 1|0 5 . 0 0 450
T5 | 5 0 1|0 -5 |1 0 250
T | 2 0 |0 0 0 1 1200

Repetimos los cinco pasos de nuevo porque aun se tiene un coeficiente negativo en el renglén de

Pasos 1y 2
it Ty | T3 | T4 x5 | xg | LD
z [ —2]0oJo 2 0 [0 |4050
z3 |1 [0 |1 [ =20 [0 [600 | %2 =600
T % 1 |0 % 0 |0 | 450 ‘1153 =900
w5 |00 [=3]1 [0 [250 | 33 =500
zg |2 [0 Jo Jo o [1 [1200 ] ¥ =600
Pasos 3,4y 5
T | @ | x3 | x4 | ®5 | e | LD
z |0 |0 |0 |3 1 0 | 4300
zs |0 |0 |1 1 -210 100
|0 |1 |0 |2 -1 0 | 200
zp |1 |0 |0 -3 12 0 | 500
z¢ |0 |0 |0 |6 —4 |1 200
Por lo tanto, la solucién éptima es
;. = 500
o = 200
3 = 100
Ty = 0
z = 0
s = 200
y el valor éptimo es
z = 4300

Las variables de holgura, variables bésicas que quedan en la columna de la izquierda, toman los
valores 500, 200, 100 y 200 . Mientras que las restantes variables de holgura, x4 y x5, se anulan,
para satisfacer la segunda y tercera restricciones. Finalmente, concluimos que el plan de produccién
que maximiza la utilidad total, a 4300 UM, es producir 500 tableros del tipo R1 y 200 tableros del
tipo R2.
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7 PROBLEMA DUAL Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD

7.1 Origen del problema dual

La teoria de dualidad se basa principalmente en la comprensién de que en cada iteracién del método
simplex, los correspondientes coeficientes de las variables de holgura, revelan las operaciones elemen-
tales realizadas (a la matriz identidad), es decir, expresan la forma cémo se obtuvo cada ecuacién.

La tabla de parametros de ambos problemas, en la forma generalizada simétrica, es

Primal

T ZTo I3 Tn LD
Al | ain a2 a3 an | < | by
A2 | a1 a2 a3 azn | < | bo

Dual S

Am | Gmi Gm2  Gm3 A | < | by

> > > >
LD [ ¢ Co 3 Cn

Coef de w

a minimizar

Coef de z

a maximizar

En particular, los problemas primal y dual, presentados en forma matricial, para el ejemplo de

la empresa Wyndor Glass, son

T T2 LD
M1 0 | <[4
Ay | O 2 < |12
N3 2 | <18

> =

w
ot

7.1.1 Relaciones generales entre los poblemas primal y dual

1. Los pardametros de una restriccién funcional en uno de los problemas son los coeficientes de
la variable en el otro problema.

2. Los coeficientes en la FO de un problema son los lados derechos de las restricciones funcionales

para el otro problema.

La correspondencia directa entre las entidades de los dos problemas se expresa como sigue
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Uno de los problemas El ofro problema

Resfricciém i-ésima <  variable i-ésima

FO “<——  Lados derechos

Figure 13

Estas relaciones son la clave para las aplicaciones de la teoria de dualidad, inclusive para el
analisis de sensibilidad.

7.2 Formulacién de problemas duales

Sean x y A soluciones factibles de los respectivos problemas primal y dual.
Forma simétrica

Primal Dual
Minimizar: ¢’z Maximizar: A\Th
Sujeto a: Sujeto a:
Ax >0 MA<c
x>0 A>0
Forma asimétrica
Primal Dual
Minimizar: ¢’z Maximizar: A\Tbh
Sujeto a: Sujeto a:
Ax =b MA<e
x>0 A no restringido

7.2.1 Construccién del problema dual
Forma asimétrica Dado el problema primal:

Minimizar: Tz
Sujeto a:
Ax =D

x>0
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Paso 1. Sustituir la igualdad Ax = b, por desigualdades

Az b
—Azx —b

IN A

Nuevo problema primal:
Minimizar: ¢fa
Sujeto a:
Az <b
—Ax < —b
x>0

La matriz de coeficientes del nuevo sistema de restricciones es

]

El correspondiente vector dual es

con las restricciones de no negatividad
u>0,v>0
Paso 2. Formular el problema dual correspondiente

Maximizar: (uT — vT) b=uTb—vTb
Sujeto a:
(uT — vT) A<e
u >0
v>0

Paso 3. Substituir
A=u—wv

en el problema dual anterior, para obtener finalmente

Maximizar: ATb

Sujeto a:
MNTA<e

A no restringido

En resumen, si algunas de las desigualdades lineales del problema primal (1) se cambian por
igualdades, entonces las componentes correspondientes de A, en el problema dual se convierten en
variables libres (no restringidas). Si algunas de las componentes de x en el problema primal son
libres, entonces las desigualdades correspondientes se cambian por igualdades en el problema dual.

Problema dual de la dieta Problema primal. Seleccionar una combinacién de alimentos (la
dieta) que cumpla ciertos requerimientos nutricionales al minimo costo.

Problema dual.Determinar los precios unitarios de los componentes nutricionales de una pildora
(sintéticos) que maximicen la utilidad, mientras se mantengan competitivos con los alimentos reales,
es decir, no ser mayores que los precios de los alimentos en el mercado.
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Forma simétrica

Primal Dual
Minimizar: ¢’2 | Maximizar: A\Tb
Sujeto a: Sujeto a:

Ax >b MA<e

x>0 A>0

A; precio unitario del ¢-ésimo nutriente

¢; costo del alimento j-ésimo en el mercado

a;; es el i-ésimo nutriente, en el j-ésimo alimento
b; unidades del j-ésimo nutriente serdn compradas.

Example 108 Problema dual del transporte

Problema primal: Al que se enfrenta un productor es seleccionar el modelo de envio de productos
entre varios origenes y destinos fijos, de modo que se minimice el costo de transportaciéon mientras
se satisfaga la demanda y bajo el supuesto que el total de productos enviados es igual al total de
productos recibidos.

Problema dual: Para interpretar el problema dual en el contexto anterior, suponga que un
empresario considera que puede hacer los envios mas eficientemente, asi que le propone al productor
comprar su producto en la planta (origen) y vendérsela a los almacenistas (destinos). El precio de
cada producto, en estas transacciones, variard de un punto a otro, y serd determinado por el
empresario por anticipado. Asi que, el empresario debera escoger los precios, de modo que su oferta
sea atractiva para el productor.

Es decir, el empresario seleccionara entonces los precios para los m origenes y los n destinos.
Para ser competitivo, con las formas usuales de transportacién, sus precios deberan satisfacer que la
cantidad neta que el productor deberd pagar por cada unidad de producto vendida en un origen 7 y
comprada en un destino j, debera ser menor o igual que el costo de transportacion correspondiente.

Problema Primal (forma estdndar) Problema Dual
Minimizar: Zij Cij%ij Maximizar: Z:il a;u; + Z;‘L:1 ijj
Sujeto a: Sujeto a:

Z;L:ixij =a; paratodoi=1....,m u; +vj <¢jparatodoi =1....,m; j=1,...,n
S x4 = bj para todo j = 1 n —u; precio unitario de envio desde el i-ésimo origen
i=1 Lij j P J IR i P \¢ g
x;j 2 Oparatodot=1....,m; j=1,...,n v; precio unitario de envio al j-ésimo destino

Se asume que la cantidad total enviada es ;5 costo unitario de transporte entre
igual a la cantidad total recibida el 4-ésimo origen y el j-ésimo destino

i ai =3 b

Condicién de optimalidad

Sean A1, Ag, ..., Ay, las variables de decisién del problema dual y
aij m
zj = [/\1 R /\m] = Z a'ij)\i
mj i=1

el j-ésimo lado izquierdo de la restriccion funcional del problema dual, donde

ZjZCj
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Entonces la condicion de optimalidad queda formulada como
Zj — €4 Z 0

para toda j =1,2,...,n
A >0

paratodat=1,2,...,m
De modo que el método simplex es la buisqueda de los valores \; tales que

sujeta a

paratoda j =1,2,...,n

paratodai=1,2,...,m

Donde W es el valor de z en la iteracion correspondiente.

Entonces, las soluciones factibles del problema dual son las que satisfacen la condicion de opti-
malidad del problema primal. De ahi que, la solucién 6ptima del problema primal corresponde a
una solucién factible del problema dual.

En consecuencia, el valor éptimo de z en el problema primal es el valor minimo factible de W
en el dual.

Por lo que, el problema dual es una reformulacién de la meta del método simplex, esto es,
obtener una solucién del problema primal que satisfaga la prueba de optimalidad.

Antes de que se obtenga el valor 6ptimo, los correspondientes valores de A; en el renglén de la
FO (los coeficientes de las variables de holgura de la tabla de simplex), son no factibles para el
problema dual.

Cuando se logra el objetivo, los A; proveen una solucién éptima del problema dual (el vector
solucién se denota por \*), porque es una solucién factible que se logra en el valor minimo factible
de W.

Ademés, \* proporciona los precios sombra para el problema primal y

W= =z*
Esta ultima igualdad, implica que
cr < \b

para cualquier par de soluciones factibles  y A, de sus respectivos problemas primal y dual.

La discusién anterior se ilustra con el ejemplo de la empresa Wyndor Glass, para el cual, las
modificaciones al renglén de la funcién objetivo, en las iteraciones del simplex, se presentan en la
siguiente tabla.
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Problema primal Froblema cual
Iteracion  xy %3 | X3 %4 X5 & | A A Az | Tp0p Taoy | W
0 3 -3 |00 o 0 o o 1] -3 -5 1]
1 S 0 )0 52 0 30|00 o0 -3 1] 30
2 o ojo0 32 1 3|0 32 1 i] 1] 34
Figure 14

e La solucién inicial no es factible porque las variables de excedencia son negativas.

e La primera iteracién elimina una de ellas, pero no la otra.

La segunda iteracién elimina a ambas.

e La condicién de optimalidad se satisface para el problema primal porque todas las variables
duales y de excedencia son no negativas.

La solucion [O, %, 1} es 6ptima para el problema dual y el valor éptimo es Z* = W* = 36.

En resumen, las relaciones entre los problemas primal y dual se caracterizan mediante las sigu-
ientes propiedades:

Proposition 109 Dualidad Débil. Si x es una solucion factible del problema primal y X\ es una
solucion factible del problema dual, entonces

cr < A\b

Proposition 110 Dualidad fuerte. Si x* y A" son soluciones dptimas para sus respectivos proble-
mas, primal y dual, entonces

cx® = \*b

Proposition 111 Si xg y \g son soluciones factibles de sus respectivos problemas, primal y dual,
Y St

CTI'O = )\0[)

entonces o y Ao son soluciones optimas, de los respectivos problemas primal y dual.

Theorem 112 De dualidad de la Programacion Lineal.
(i) Si alguno de los problemas primal o dual tiene una solucidn dptima finita, también el otro la
tiene y los valores de la funcidn objetivo correspondientes son iguales.

(i1) Si alguno de los problemas tiene funcion objetivo no acotada, entonces el otro no tiene solucion
factible.

Theorem 113 Si el problema de PL estindar tiene una solucién optima bdsica para la base B,
entonces el vector A que satisface
T T -1
)\ = CBB

es una solucion optima del problema dual correspondiente. Los valores dptimos de ambos problemas
son iguales.
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Propiedad de simetria Para cualquier problema primal y su problema dual, todas las rela-
ciones entre ellos deben ser simétricas porque el dual del dual es el problema primal.

Teorema de dualidad Las siguientes son las tinicas relaciones posibles entre los problemas primal
y dual.

1. Siun problema tiene soluciones factibles y una funcién objetivo acotada (con lo cual, tiene una
solucién éptima), entonces lo mismo sucede con el otro problema. Por lo que, las propiedades
de dualidad débil y fuerte son aplicables.

2. Si uno de los problemas tiene soluciones factibles y la funcién objetivo no es acotada (es decir,
el PL no tiene soluciones 6ptimas), entonces el otro problema no tiene soluciones factibles.

3. Si un problema no tiene soluciones factibles, entonces el otro problema o no tiene soluciones
factibles o tiene una funcién objetivo no acotada.

Relaciéon con el método simplex En cada iteracién, el método simplex provee un par de

soluciones de ambos problemas donde la solucién al primal es factible pero la solucién dual no es
factible (con excepcién de la ultima iteracién).

Propiedad de las soluciones complementarias FEn cada iteracion, el método simplex
identifica simultdneamente una solucién extrema factible del problema primal (CPF) y una solucién
complementaria del problema dual (situada en el renglén de la FO, en las columnas asignadas a las

variables de holgura), donde
cx = Ab

Si x no es éptima para el problema primal, entonces A no es factible para el problema dual.

Propiedad de las soluciones complementarias 6ptimas En la iteraciéon final, el método
simplex identifica simultdneamente una solucién 6ptima x* del problema primal y una solucién
6ptima complementaria A* del problema dual (situada en el renglén de la FO, en las columnas de
asignadas a las variables de holgura), donde

cx® = \*b

Las componentes del vector A*, proveen los valores de los precios sombra del problema primal.

En resumen, si la matriz A del sistema de restricciones contiene a la matriz identidad I de
dimensién m x m, correspondiente a las variables de holgura (excedencia), la inversa de la base B,
esto es B!, aparecers en la tltima matriz del método simplex, en la posicién de la matriz identidad
1.

Las componentes del 1ltimo renglén bajo B~1

c{ — ch -1
donde c¢; es el m-vector de coeficientes de la funcién objetivo, correspondientes a las variables de

holgura. Restando c¢; de los elementos de la tultima fila, se obtiene el inverso aditivo de la solucién

al problema dual, esto es
T _ T p-
M =cEp!
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Método simplex (primal) revisado Considere el problema

Maximizarr: z = ¢z
Sujeto a:

Az <b

x>0

Donde las dimensiones de la matriz A y los vectores x, cy b,son m xn, nx 1, nx 1y mx 1,
respectivamente.

Las restricciones funcionales del problema de PL, en forma estandar y aumentada, debida a la
introduccién de variables de holgura

xn+1
Ts =
Tn+m
son ) ;
Ty
ajr - a1 0 -+ 0
. by
asy cee agn 0 1 0 : Ty _ .
Tn+1 :
b
Am1  ** Gmn 0 0 .- 1
L Tntm |

Donde, las dimensiones de la matriz de coeficientes y las variables de decisién, son m x (n + m)
y n + m, respectivamente.

El enfoque general del método simplex es obtener una sucesién de soluciones basicas factibles
que mejoren el valor de la funcién objetivo, hasta que se obtiene una solucién éptima. Una de
las caracteristicas clave del método simplex revisado incluye la forma en la cual resuelve para cada
nueva solucién bésica, después de identificar las variables bésicas y no-basicas. Dadas esas variables,
la solucién basica resultante es la solucién de las m ecuaciones

[ A 1}[2}:19

donde, las n-variables no bésicas de las n 4+ m componentes de

-

se hacen cero, con lo cual se eliminan esas n-variables y se obtiene un sistema de m ecuaciones en
m desconocidas (las variables bésicas), denotado por

BJ?B:b

donde el vector de variables basicas
TB1
rp =

TBm
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se obtiene al eliminar las variables no-basicas en

La matriz bésica
By -+ B

B = : . :
Bml T Bmm

se obtiene de eliminar las columnas correspondientes a los coeficientes de las variables no-bésicas,
en la matriz

[A ]

Ademis, los elementos de xp y las columnas de B, pueden resultar en orden diferente cuando
se ha aplicado el método simplex. El método simplex sélo introduce variables bésicas de modo que
B es no singular, es decir, existe B~!. De ahi que, se resuelve

BLL‘B =b
multiplicando ambos lados de la igualdad por B~'.
De donde,
B™'Bxzp = B
rp = B_lb

Es la solucién para las variables basicas.

Sea cp el vector cuyos elementos son los coeficientes de la funcién objetivo (incluyendo ceros para
las variables de holgura), correspondientes a los elementos de zp. el valor de la funcién objetivo
para esta solucién basica es

2=cpxp =cgB b

Por lo que cg B!, proporciona la variacién de z respecto a la variacién de b.
Es decir,
Az = (CBB_l)

%

es el precio sombra, asociado al lado derecho de la i-ésima restriccién.

Forma matricial del conjunto de restricciones Se calcula la inversa de una nueva base, a
partir de otra base, siempre que las dos bases difieran sélo en un vector columna. El procedimiento
se ajusta muy bien para los calculos del método simplex, ya que las bases suscesivas difieren ex-
actamente en una columna (vector), como resultado del intercambio de los vectores entrante y
saliente.

Dada una base B, la siguiente base de la iteracion proxima diferird de B s6lo en una columna. El
procedimiento de forma producto calcula entonces la inversa de la siguiente base, premultiplicando
la actual por una matriz F construida especialmete como sigue. Para las matrices identidad I, B
y su inversa B~!, el vector P, (saliente) de B se reemplaza por un nuevo vector P; (entrante).

Lo anterior lo representamos asi
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o) =B7'P;
La nueva inversa es
-1 _ -1
Bsig =FEB
donde
E:[ el e €r_1 g e7_+1 B em ]

y el j-ésimo vector columna de la matriz identidad I es

e; =0,...,0,1,0,...,0]

cuya j-ésima componente es 1.
Ahora se define el vector

P I S S
I A A
cuyo r-ésimo componentes es
1
ol
siempre y cuando
ol #0

En caso contrario, B~! no existe.
En resumen, para el problema original dado en forma matricial

1 - 0 1 Jo
0 A I T e
Ts

en cualquier iteracién se tiene

[ 2 [ 1 egB7! 0
| TB - | 0 B! b
1 ¢gB~! 1 —c O _ [1 e¢gB'A-c¢
0 B! 0 A I|] |0 B™'A
1 ¢gB'A—¢ ¢gB7! ; [ egB™!
0 B 1A B! . - B!

Example 114 Considérese siguiente matriz y su inversa.

2 10
B =020
4 0 1
b0
Bt = 0 2 0
-2 1 1
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FEl vector columna

o
Ps=10

L 1 -

se cambia a -
2
Qs= |1

L 5 -

Por lo que, la matriz B siguiente se calcula como sigue
B1Q=[% § 2]=[af o} af]

De donde

axy
I
—
\
ooleo
\
=

2]
puesto que r = 3.
Finalmente, como la matriz E es el resultado de remplazar la tercera columna de la matriz identidad
por &, la matriz inversa de siguiente matriz B es

1 0 -3 1 _1 9 5 _5 _3
Bil=EB'=|0 1 -1 o0 o=t © 1
sig - 4 2 - 2 % 14
00 3 -2 1 1 -1 5 3

7.2.2 Teoremas de holgura complementaria
Forma asimétrica

Theorem 115 Sean x y A soluciones factibles de los respectivos problemas primal y dual. Una
condicion necesaria y suficiente para que T y A Sean soluciones optimas es que para toda j se
cumplan las siguientes implicaciones.

Primal Implicaciones Dual
Min Tz Max \Tb
Sujeto a Sujeto a
Az =D xz; >0 = AT AT = ¢ ATA< T
x>0 z; =0 <= )\TAj<cj

Donde A7 es la j-ésima columna de A.

Forma Simétrica

Theorem 116 Sean x y A soluciones factibles de los respectivos problemas primal y dual. Una
condicion mecesaria y suficiente para que x y A sean soluciones optimas es que para toda i y toda
7, se cumplan las siguientes implicaciones.

Primal Implicaciones Dual
Min Tz Max \Tbh
Sugjeto a Sugjeto a
Ax > b xz; >0 = AT AT = c;j ATA< T
x>0 z; =0 <~ /\TAj<cj A>0
Ajx = b = A >0
A;x > b; = A =0

6
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Donde A; es el i-ésimo renglon y A7 es la j-ésima columna, de A.

Example 117 FEn la tabla siguiente se anotan los pasos consecutivos para hacer las inferencias y

resolver ambos problemas.

Primal Solucion Implicaciones Dual
Min w =2z — 29 factible Maz u= 3\ +2)
Sugjeto a Sugjeto a
2x1 —x9 —x3 >3 x1=g>0 = 2M1 + X =2 20 + X2 <2
T4 — o+ x3 > 2 o =10 <~ A — A< -1 A — A< -1
$3=%>0 = A1+ X =0 A1+ X <0
1 2
1 >0, 222>0 A >0, 22>0
3 >0 I
201+ A =2
A1+ =0
3
To = 0 3)\1 = u = %
2r1 —x3 =3 <~ )\1:g>0
1+ a3 =2 <+~ )\2:§>O
5 4
3x1 =5 w=1u
Tr, = 2
T3 = i la solucion factible
w = g es optima
6 7

7.3 Tépicos especiales de programacién matematica®

La categoria de programacién matematica incluye una amplia variedad de técnicas utilizadas para
resolver problemas de optimizacién. El tomador de decisiones estd tratando de maximizar o mini-
mizar algin objetivo, sujeto a un conjunto de restricciones. La técnica méas ampliamente utilizada
en esta categoria es por su puesto la programacion lineal.

7.3.1 Programacién entera

Muchos de los problemas de negocios pueden formularse y resolverse apropiadamente mediante la
programacion a excepcion de que se requieren soluciones enteras. Por ejemplo, una variable x en
un modelo de programacién lineal se puede referir a si o no construir una nueva planta. Si x = 1,
la planta se construye, x = 0 significa que no se construye la planta. Cualquier valor entre 0 y 1 no
tiene sentido en este problema. El proceso de solucién estandar no garantiza que se encontrard una
solucién entera éptima (con excepcién de los problemas de programacion lineal formulados para las
redes, los problemas de transporte y ruta critica son ejemplos de tales problemas).

8Bonini, C.P., Asuman, W. H., y Bierman, H. Jr. QUANTITATIVE ANALYSIS FOR MANAGEMENT Chicago:
McGraw Hill. IRWIN Series, 1997(9), capitulo 4.
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Para manejar este tipo de problemas se ha desarrollado un conjunto de técnicas llamado pro-
gramacién entera. Algunos problemas pueden requerir que todas las variables en el problema sean
enteros — soluciéon entera. Un caso especial de solucién entera ocurre cuando todas las variables
pueden tomar solo los valores 0 y 1, denominado problema de programacién binaria.

Max
P = 4z + 5y
Sujeta a
2
gml +xy < 1
r, < 1
z1,3 > 0

T1,To enteros

Las soluciones enteras factibles estan representadas en la siguiente gréfica por lo pequenos puntos
en las intersecciones de la cuadricula correspondiente a los valores enteros de las variables.

X2
l X <1
2 Integer
points
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~
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~
=,
.
~ .
~ ~
. ~
~ )
b Y ~
~ -
Y A 24X +X<
\\d E /
» ~
0 . PO 3 X;
. b
N N P=567

MNMP=0 Profit lines

Figure 15

Formulaciéon de problemas de programacién entera FEn general, un problema de progra-
macién lineal entera se formula de la misma forma que los problemas de programacién lineal
estandares con la adicién de que una o mas de las variables se asumen con valores enteros. Esto es,
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se establece una funcién objetivo lineal que se busca maximizar o minimizar sujeta a restricciones
lineales. Sin embargo, se usan variables binarias o cero/uno que son tunicas en la programacién
entera. El valor de 1 puede usarse para establecer la presencia de algo (una fdbrica, por ejemplo),
mientras que el 0 indica su ausencia.

El problema del cargo fijo Este ejemplo ilustra el uso de las variables binarias. Supongamos
que un producto dado, en caso de que se decida producir, contribuye al beneficio con 50 UM por
unidad. Pero, se incurriria en gastos por la correspondiente corrida del equipo de produccién en
una sola ocasion por la cantidad de 1,000 UM. Si no se produce, estos gastos serian 0.

Sea x el numero de unidades producidas. Entonces el problema puede formularse como sigue

50z — 1000 si z > 0

Contribucion = { 0siz—0

La funcién Contribucion no es una funcién lineal de x en esta formulacién. Para reescribir la
formulacién en una forma lineal, introducimos una nueva variable y, binaria. Entonces el problema
consiste en maximizar 50zy — 1000y sujeta a las restricciones que se hagan més otras dos adicionales:

y < 1
r < My

donde y es una variable entera y M es un nimero muy grande.

Cuando y = 0, la segunda restricciéon hace que x sea igual a 0 y la Contribucidn también seria
0. Cuando y = 1, practicamente, no hay un limite para el valor de x; el cargo fijo de 1,000 UM se
descuenta del beneficio. De ahi que, el uso de una variable entera binaria y permite formular este
tipo de problema con restricciones lineales.

Otras aplicaciones del tipo cargo fijo son comunes en los negocios. Hay costos de inversién para
construir una nueva planta antes de que ocurra la produccién. Usualmente, existen costos fijos en
los que se incurren cuando se planea un segundo turno o se abre un nuevo almacén.

Nétese que en el ejemplo expuesto, la funciéon objetivo y las restricciones son lineales, esto es,
solo participan términos multiplos constantes de las variables, no asi otras potencias o productos
entre variables. Un error frecuente en la formulacién de problemas como el anterior sucede cuando
se expresa a la funcién objetivo como

502y — 1000y

que también hace una contribucién de
50z — 1000

cuando y = 1 y 0 cuando y = 0. Pero el término xy no es linear porque es el producto de las
variables x y y. Por lo tanto, esta formulaciéon no serfa un problema de programacién lineal entera
valida.

Otro enfoque para formular el costo fijo en una hoja de célculo usa la funcién condicional
“SI”. Supédngase que el valor de la variable = se introducird en la celda D2, entonces la funcién
contribucién podria escribirse como

SI(D2 > 0,50 x D2 — 1,000, 0)

Esta formulacién es logicamente valida, pero no es una funcién lineal y no seria apropiada para un
modelo lineal.
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El problema del tamano del lote Un problema similar es uno en el cual algiin nivel minimo
se requiere antes de que se realice una actividad. Por ejemplo, una empresa tiene que comprar una
cantidad minima de por lo menos 50 unidades de un cierto producto. Sea x el nimero de unidades
de ese producto. Entonces x = 0 6 X > 50. Esta situaciéon se puede formular con una variable
binaria y mediante las restricciones:

IN

My
50y

Y

donde M es un nuimero muy grande. Nétese que si y = 0, entonces, de la primera restricciéon x
debe ser 0. Si y = 1, entonces la segunda restricciéon hace que x sea al menos 50.

Restricciones del tipo uno u otra, pero no ambas Algunas veces, en situaciones de decision,
una u otra restriccion debe cumplirse, pero no ambas. Por ejemplo:

51’1 + 21‘2 S 10

O~

3561 — 4l‘2 S 24

pero no ambas.
Se puede manejar las alternativas anteriores con la programacién entera usando la variable
binaria y y modificando ambas restricciones como sigue

3r1 —4xs < 24—|—M(1—y)

Cuando y = 0, la primera restriccién es la obligada, pero el lado derecho de la segunda es un
valor muy grande, de ahi que no sea restrictiva. Y reciprocamente, cuando y = 1, la segunda
restriccién obliga mientras que la primera no, puesto que My es un valor muy grande.

8 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

El propésito del estudio de la programacion lineal es ayudar a guiar la decision final del gerente al
proporcionarle entendimiento sobre las consecuencias probables de seguir varias opciones adminis-
trativas bajo una diversidad de suposiciones sobre las condiciones futuras.

Este analisis usualmente conocido como andlisis de sensibilidad (o qué pasarfa si...); porque hace
la consideracién de qué le sucederia a la solucién 6ptima si diferentes suposiciones se asumieran
sobre las condiciones futuras.

Los ejemplos y problemas de los problemas de programacién lineal considerados hasta ahora han
proporcionado los datos necesarios para determinar precisamente todas las cantidades requeridas
en la tabla de parametros. En cambio, las aplicaciones reales van mas alla de esa situacion, es decir,
el estudio se realiza bajo la condicién de disponer sélo de burdas estimaciones de los parametros
del modelo.

Por ejemplo, en el estudio de caso de la empresa Wyndor?, dos de los pardmetros clave del
modelo son los coeficientes de la funcién objetivo que representan las utilidades unitarias de los

9Hillier, F., Hillier, M. and Lieberman, G. (2000) Introduction to Introduction to Operations Research. Boston:
McGraw-Hill. Higher Education.
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dos productos (puertas y ventanas). Estos pardmetros fueron estimados en 300 y 500 unidades
monetarias. Sin embargo, lo que estas unidades podrian representar depende de muchos factores —
los costos de las materias primas, la produccién, los envios, la publicidad, y asi sucesivamente.

Beneficios al realizar el analisis de sensibilidad.Tipicamente, muchos de los pardmetros de un
modelo de programacion lineal son simplemente estimaciones que no pueden determinarse precisa-
mente en un momento dado. El andlisis de sensibilidad muestra cuan precisas deben ser las esti-
maciones para evitar un solucién éptima errénea, y de ahi identificar precisamente los parametros
sensibles donde una valoracién cuidadosa seria necesaria para refinar las estimaciones.

Si las condiciones cambian una vez que el estudio se ha completado (lo que es muy frecuente),
el anélisis de sensibilidad deja indicadores que muestran (sin resolver de nuevo el modelo) si un
cambio en un parametro del modelo cambia la solucién 6ptima.

La discusion se centra en el estudio de cémo los cambios en los parametros de un modelo de PL
afectan a la solucion 6ptima. El andlisis de que tal si... se le conoce como andlisis de sensibilidad
porque involucra una revision de qué tan sensible es la solucién éptima a los cambios en cada uno
de los parametros.

Continuando con el caso Wyndor-Glass, sobre la discusién entre los gerentes para obtener la
combinacién de producciéon de puertas y ventanas, 6ptima, se plantean las siguientes cuestiones:

7i... Se tiene una manera de comprobar qué tan lejos se pueden hacer las estimaciones de los
parametros sin cambiar la combinacién 6ptima de produccién?

Si, ... podemos encontrar rapidamente lo que denominamos rango de optimalidad de cada
utilidad unitaria.

.Y si queremos saber qué sucede si ambas estimaciones estan fuera de lugar?

También, podemos proporcionar una manera de comprobar si la combinacién 6ptima podria
cambiar para cualquier nueva combinacion de las utilidades unitarias que pensaras que fuera cierta.”

Resumen de las preguntas del gerente:

1. ;Qué pasaria si la estimacién de la utilidad unitaria de uno de los productos de Wyndor
fuera imprecisa?

2. i Qué sucederia si las estimaciones de las utilidades unitarias de ambos productos de
Wyndor fueran imprecisas?

3. ; Qué sucederia si se hiciera un cambio en el niimero de horas del tiempo de produccién
(los miembros derechos de las restricciones funcionales o nivel disponible del recurso) por semana
disponible para los nuevos productos de Wyndor en una de las plantas?

4. 1 Qué sucederia si se hicieran cambios simultdneos en el nimero de horas de tiempo de
produccién por semana para los nuevos productos de Wyndor en todas las plantas?

9 Rango de optimalidad del analisis de sensibilidad

Pregunta 1. - ;Qué pasaria si la estimaciéon de la utilidad unitaria de uno de los productos de
Wyndor fuera imprecisa?

Sea Pp = la utilidad unitaria para la nueva clase de puerta. Debido a que el valor original de
Pp = 300 puede cambiar considerablemente en ambas direcciones sin cambiar la soluciéon éptima,
se dice que Pp no es un parametro sensible. Asi que no es necesario identificar con precisién su
estimacién para tener confianza de que el modelo proporciona una solucién éptima correcta.

El rango de valores de Pp sobre los cuales la solucién factible (D, W) = (2, 6) permanece como
solucién 6ptima se denomina rango permisible de Pp. De acuerdo con el reporte de sensibilidad de
la pdgina 34, el rango de optimalidad para Pp es [300 — 300, 300 + 450] = [0, 750].
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Cuando un pequenio cambio en el valor de ciertos coeficientes de la funcién objetivo produce
cambios en la solucién éptima, dicho coeficiente se dice que es un parametro sensible.

Los indicadores (extremos del rango de optimalidad) proveen el segundo beneficio del andlisis
de sensibilidad, es decir, indicadores de cuando un cambio en un parametro produce cambios en la
solucion éptima del modelo.

9.1 Cambios simultaneos en los coeficientes de la funcién objetivo

Los datos que proporciona el andlisis de sensibilidad sobre los niveles permitidos de incrementos
o reducciones de los coeficientes de la funcién objetivo pueden utilizarse para analizar el efecto de
hacer cambios simultdneos en esos coeficientes.

9.1.1 Regla del 100%

La regla del 100% para cambios simultdaneos en los coeficientes de la funcién objetivo dice que si se
hacen cambios simultdneos sobre dichos coeficientes, calcilese el porcentaje del cambio persimisible
(incremento o reduccién) para los coeficientes que se mantengan en su rango de optimalidad. Si la
suma de los porcentajes no excede al 100%, la solucién éptima original definitivamente continuarg
siéndolo. En caso contrario no se puede asegurar que siga siendo éptima.

Example 118 Considerando de nuevo el problema de la empresa Wyndor, el siguiente reporte de
sensibilidad permatird saber si los cambios a las utilidades unitarias de 300 a 500 para las puertas
y de 500 a 400 para las ventanas no modifican la solucién optima.

Celdas variables Valor | Gradiente | Coeficiente | Aumento | Reduccion
Celda Nombre tgual | reducido objetivo permisible | permisible
$B$10 Solucion puertas | 2 0 300 450 300
$C$10 Solucidn ventanas | 6 0 500 1E+30 300
Restricciones Valor | Precio | Restriccion | Aumento | Reduccion
Celda Nombre igual | sombra | lado derecho | permisible | permisible
$D$6 Planta 1 Totales | 2 0 4 1E+30 2

$D$7 Planta 2 Totales | 12 150 12 6 6

De acuerdo con el reporte, el aumento de la utilidad unitaria de 300 a 500, esto es, de 200,
estd dentro del aumento permisible. También, la reduccién de 500 a 400, de 100, es permisible.
Entonces, los porcentajes de aumento y reduccién correspondientes se calculan como sigue.

Pp : 300 — 500

Porcentaje de incremento permisible

500 — 300 _
100 ( 22 ) =44.44
00 < 450 >

Py : 500 — 400

Porcentaje de reducciéon permisible

500 — 400 _
100 ( Z————) =33.33
( 300 )
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El porcentaje total de ambos cambios es de 77.77. Por ser un porcentaje menor al 100%, se
asegura que la solucién 6ptima original sigue siendo 6ptima.

En resumen, la regla del 100% se usa para determinar qué tanto se pueden cambiar los coefi-
cientes de la funcién objetivo antes de que la solucién 6ptima cambie.

e Cuando se tiene gran cantidad de variables de decision, es poco préactico analizar todas las
combinaciones posibles de cambios, por lo que la regla del 100% simplifica el analisis, pues
solo se requiere dividir cada cambio en cada coeficiente por su correspondiente aumento o
reduccién permisible y determinar si no se excede al 100%.

e Atn cuando se den cambios posteriores al estudio, la regla del 100% indica rdpidamente si la
soluciéon éptima original lo sigue siendo.

9.2 Analisis del precio sombra para los lados derechos de las restricciones

Ahora nos centraremos en el estudio de los efectos de los cambios en los lados derechos de las
restricciones funcionales de los problemas de programacién lineal. Estos parametros representan en
general algunas decisiones sobre politicas administrativas de los gerentes, mas qué cantidades que
estan fuera de control del gerente.

El analisis del precio sombra, que es parte del andlisis de sensibilidad, proporciona una valiosa
guia al gerente acerca de qué efecto tendria alterar las decisiones sobre esas politicas administrativas.
Este andlisis se hace para cada restriccién funcional, una a la vez para determinar qué efecto tendra
en el valor éptimo de la funcién objetivo, si se hicieran cambios pequenos en el lado derecho de una
de las restricciones.

Dada una solucién éptima y el valor correspondiente de la funcién objetivo de un problema de
programacion lineal, el precio sombra asociado a una restricciéon funcional es la razén a la cual el
valor de la funcién objetivo puede incrementarse o reducirse cuando se incrementa o reduce el lado
derecho de una restricciéon por una pequenia cantidad (en general en una unidad).

Un precio sombra de una restriccién nos permite revisar inmediatamente cudl seria el efecto
de alterar una decisién de politica administrativa que cambia el lado derecho de una restriccion.
Siempre que el cambio no sea muy grande, el cambio resultante en el valor 6ptimo de la funcién
objetivo serd justamente tantas veces como se cambie el lado derecho, esto es el cambio (positivo o
negativo) multiplicado por el precio sombra.

De ahi que, el precio sombra para una restriccién funcional informa al gerente qué tanto el
beneficio total de producir dos productos como en el caso Wyndor, podria incrementarse por cada
hora adicional disponible del tiempo de produccién en cada planta.

9.2.1 Rango de factibilidad del andlisis de sensibilidad

En el ejemplo de la empresa Wyndor, el rango de factibilidad de la primera restriccion es
[4—2,44 00) = [2,00).

9.2.2 Cambios simultaneos en los lados derechos de las restricciones

El rango de factibilidad para el lado derecho de una restricciéon funcional identifica el rango de
valores sobre el cual el precio sombra para esta restriccién puede aplicarse para evaluar los efectos
de los cambios en este lado derecho. Esto es muy util cuando el gerente quiere saber cual es el
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impacto de un cambio en una politica, esto es, un cambio en el lado derecho de una restriccion.
Pero, en general las decisiones administrativas consideran cambios simultdneos en los lados derechos
de las restricciones. Analicemos el siguiente escenario:

RHS5 : 12 — 13 implica que el cambio en la utilidad total = precio sombra = 150 UM

RHS5 : 18 — 17 implica que el cambio en la utilidad total = — precio sombra = —100 UM

Por lo tanto, el incremento neto en la utilidad total es de 50 UM.

Pero, no sabemos si ambos precios sombra siguen siendo validos, cuando ambos lados derechos
(RHS) se cambian como se hizo. Por lo que es necesario valerse de una regla del 100% similar a la
anterior.

Regla del 100% para los lados derechos de las restricciones Con cambios simultdneos en
los lados derechos, debemos enfocarnos en el porcentaje de incremento o reduccién permisibles,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Si RHSs : 12 — 13 entonces el porcentaje de incremento permisible es

13 —12 —
100 ( 5 ) = 16.66%
Si RHS3 : 18 — 17 entonces el porcentaje de reduccién permisible es

18—-1 _
100( 86 7> = 16.66%

Por lo tanto, el porcentaje total de 33.33% no excede al 100%, asi que los precios sombra
son definitivamente validos para predecir los efectos de los cambios como se usaron, para dar el
incremento neto en la utilidad total.

10 METODO DE MINIMOS CUADRADOS (Gauss):

Problem 119 Ajustar una recta a través de puntos conocidos, de modo que la suma de los cuadra-
dos de las distancias de esos puntos a la recta sea minima (las distancias se miden en la direccion
vertical para hacer la comparacidn entre el valor ajustado y el valor observado).

Suposiciéon general: Todos los valores de x; en la muestra

{@1,91) 5 (Tns yn) }

son diferentes.
Para la muestra de tamano n, se calculan las distancias verticales de cada punto de la muestra
a la recta de ajuste
y=axr—+b

esto es
ly —a — bzl

La suma de los cuadrados de las n distancias

d:Z[yi—a—bxi]z
i=1
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que se desea minimizar es una funcién de los parametros a y b. Como se sabe la condicién necesaria
para que d sea minima se formula con las ecuaciones

od
%—0
od
%—O

Al resolver el sistema de ecuaciones parciales se llega a la formulacién de la recta de regresiéon

y—y=>b(z-1)

de los valores y;, de la muestra, sobre los valores x; de la misma, donde

1 n

L3

i

1 n

- Z Yi

i

La pendiente b es el coeficiente de regresion de y sobre x.
Procedimiento de solucién del sistema:

g
Il

y

% fQi[yfafbxl]—O = na+bel Zyz

i=1

n

% —Qin[y,-—a—bzi]=0 = azxi—Fbe?:ixiyi
i=1 i=1 i=1

i=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones para a y b, por la regla de Cramer

a = y—bx

n 2?21 TilYi — Z?:l T 2?21 Yi

b =
n(n—1)s2

Donde, el determinante del sistema es

n n 2
anf(Zx) =n(n—1)s2
i=1 i=1

debido a que la varianza de la muestra es

2
1 Z" 21 Z" 1 Z”
-1 = Son—l mZz_”(z'=130i>

i=1 i=1

De acuerdo a la suposicion general el determinante no es nulo y por tanto el sistema tiene
solucién tunica.
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El coeficiente de regresién se formula de manera simple mediante la expresién

b="m
S(E
el numerador es la covarianza de la muestra
1 n
Soy = —— 3 (@i =) (i —7) =

n—1

1 n 1 n n
S DIRTEE) 9 oit
=1 i=1 i=1 =1

Problem 120 Utilice el método de minimos cuadrados para encontrar los coeficientes de la recta

de regresion de y (dureza Brinell) sobre x (deformacion) de cierto tipo de acero para los datos
siguientes:

z (mm) 6 9 11 13 22 26 28 33 35
y (kg/mm2) 68 67 65 53 44 40 37 34 32
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Part IV

MUESTREO E INFERENCIA
ESTADISTICA

10.1 ;Qué es la estadistica?

Para Tanur, et.al (1989) es un campo de estudio, un grupo de datos que resume el estado de la
economia nacional, el desempeno de una inversién, las condiciones particulares de un negocio, una
guia a lo desconocido. La estadistica es la ciencia de los datos, la cual involucra diversas acciones
como recolectar, clasificar, resumir, organizar, analizar e interpretar informaciéon numérica, tomar
decisiones...

Example 121 El ingeniero muestrea las caracteristicas de calidad de un producto, digamos fusibles,
junto con otras variables controlables del proceso de produccion, para facilitar la identificacion de las
variables que estdn relacionadas con dicha calidad. Toma muestras del producto, recien fabricado,
antes de su envio, para decidir si se entregan o se retienen ciertos lotes de ese producto... (p.1)

10.1.1 Definiciones de la estadistica

En la literatura se encuentran diversas definiciones de la estadistica, algunas de ellas dicen que la
estadistica

1. Es una rama de las matematicas que trata de la recopilacién, el andlisis, la interpretacion
y la presentacién de una gran cantidad de datos numéricos (The New Collegiate Dictionary
Webster).

2. Trata con métodos para obtener conclusiones a partir de los resultados de los experimentos o
procesos (Fraser, 1958).

3. Es la tecnologia del método cientifico que trata del disefio de experimentos e investigaciones
y la inferencia estadistica (Mood, Graybill, y Boes, 1974).

4. Es una rama del método cientifico que trata de los datos reunidos al contar o medir las
propiedades de alguna poblacién (Kendal y Stuart, 1977).

5. Abarca el conocimiento relacionado con la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre
(Freund y Walpole, 1987).

En las definiciones anteriores se identifican algunos elementos en comtun. Cada definicién implica
una recopilacién de datos teniendo como objetivo la inferencia. Cada una requiere la seleccién de
un subconjunto de una gran coleccién de datos existente o conceptual, con el propdsito de formular
inferencias con respecto a las caracteristicas del conjunto completo. Por lo que, la Estadistica es
una teoria de la informacion que tiene como objetivo efectuar inferencias sobre la poblacién a partir
de un muestreo.

Definition 122 FEl gran conjunto de datos que es el centro de nuestro interés se denomina poblacion
y el subconjunto de ahi seleccionado es una muestra.
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A continuacion, se listan otros elementos que ayudan a conceptualizar el quehacer estadistico.

... la Estadistica trata del diseno de experimentos o encuestas mediante muestras para obtener
una cantidad determinada de informacion a un costo minimo y del uso optimo de esta informacion
para hacer inferencias con respecto a una poblacion.

...El objetivo de la Estadistica es deducir inferencias con respecto a una poblacion a partir de la
informacion contenida en una muestra y proporcionar una medida correspondiente para la exactitud
de la inferencia.

Un experimento estadistico involucra la observacion de una muestra seleccionada de un
conjunto mayor de datos, real o tedrico, denominada poblacion. Las mediciones en la muestra,
consideradas como las observaciones de una o mds variables aleatorias, se utilizan después para
hacer una inferencia con respecto a las caracteristicas de la poblacion en estudio.

... la probabilidad de una muestra observada desempena un papel muy importante al hacer una
inferencia y en la evaluacion de su confiabilidad.

. es claro que la manera de obtener la muestra afectard la probabilidad de un resultado partic-
ular de una muestra.

la manera de hacer el muestreo, conocida como disenio de un experimento, afecta tanto la
cantidad de informacion en una muestra como la probabilidad de observar un resultado especifico
de la muestra. De ahi que se deba describir con detalle cada procedimiento de muestreo si se desea
hacer inferencias vdlidas para la poblacion a partir de la muestra.

10.1.2 Uso de software y recolecciéon de datos

En el mercado existen variados programas estadisticos, algunos tienen disponibilidad de recursos
en la Web, como los siguientes:

e Excel, http://office.microsoft.com/es-es/excel/HP100908423082.aspx ?pid=CH100648513082
e Fathom, http://www.keypress.com/x4138.xml?version=Fathom 2.1_Windows

e Maplel2, http://www.maplesoft.com/Products/Maple/

e Minitab, http://www.minitab.com/products/minitab/14/

e SPSS, http://www.spss.com/

e Statgraphics, http://www.statgraphics.com/

e TI-89 Titanium,http://education.ti.com/educationportal/sites/US/productDetail /usti89ti.html
También son de interés los sitios que proporcionan bases de datos:

e Data and Story Library, http://lib.stat.cmu.edu/DASL/
e StatLib, http://lib.stat.cmu.edu/
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10.1.3 Distribuciones de probabilidad

Definition 123 Una distribucion de probabilidad o masa de probabilidad P definida para una vari-
able aleatoria Y discreta, que asume los valores y; € S, con i = 1,...,n, tiene las siguientes
propiedades:

1. La probabilidad puntual p es no negativa y no mayor a 1, es decir
0<p(y)<1
para cada y; € S.

2. Para cada valor y ¢ S, se asume
p(y) =0

3. La probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor particular se denota por

P(Y =y;) =p(yi)

cony; € 5.

n

PY) =Y p(w)

=1

5. La suma de las probabilidades, de todos los valores puntuales posibles del espacio muestral
S, es uno.

P(S)=) ply =1

yeSs

Example 124 A continuacion se ilustra la distribucion de probabilidad de una variable discreta.

Distribucion de probabilidad
0,3
»
0,28 mmmmmmmm e
0.2 dmmmmmmmemmee e
T
=9
I sl ARtt SEEELE! EEEECE EERPE | CRCECEEEEEEEEEREEEPRPEPEE
0,08 fmmmmmmmmmm e
U T T T T ? 1
0 4 6 8 10
vi
Figure 16
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Los valores que asume la variable discreta Y son
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Sus correspondientes probabilidades puntuales son

P (y;)
0.0039
0.0313
0.1094
0.2188
0.2734
0.2188
0.1094
0.0313
0.0039

| | o 1| x| w| | =] o|E

Exercise 125 Represente grdficamente la distribucion de probabilidad binomial dada en la tabla.

p (@)
0.0625
0.25
0.375
0.25.
0.0625

el w| | =lol8

Definition 126 Una variable aleatoria X y su distribucion correspondiente son del tipo continuo
o simplemente continuas, si la funcion de distribucion de X,

F(z)=P(X <uz)

puede representarse por la integral

F(x):/;f(u)du

donde f es una funcion no negativa, continua, excepto en posiblemente un niumero finito de valores
de u, a la que se denomina densidad de probabilidad o simplemente densidad de la distribucion.

Remark 127 La funcion de densidad es cero para los valores no asumidos por la variable aleatoria
X.

Remark 128 La probabilidad puntual es
P(X =)= f(x)

Remark 129 FEn la definicion se requiere la existencia de la integral y la convergencia de la serie
correspondiente.
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Remark 130 Por el teorema fundamental del calculo, se sabe que

F(x) = f (2)

para toda x donde la funcién de densidad f(x) es continua, de ahi que la funcidn de densidad es la
derivada de la funcion de distribucion.

Proposition 131 De las propiedades de la funcion de densidad y de la integral, se cumple que
/ fuw)du=1

b
P(agxgb):F(b)—F(a):/ F(w)du

Esta ultima expresién tiene una interpretacion geométrica. Si [a, b] es un intervalo real acotado,
con a # b, la probabilidad de que la variable aleatoria X tome valores en ese intervalo se evalia
mediante el drea de la regién limitada por la curva de la densidad f(z), y las rectas verticales x = a
y x =0b.

Pa<z<b)

b
(e
-

Figure 17

Remark 132 Cluando la variable X es continua, se cumplen las siguientes igualdades

Pla<z<b)=Pla<z<b)=Pla<zx<b)=Pa<z<b)
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Pero, cuando la variable aleatoria X es discreta, las igualdades no se cumplen, es decir, la in-
clusion o no de los datos en los extremos de los intervalos, afecta el cdlculo de las probabilidades
correspondientes.

Definition 133 FEl valor medio o media de una distribucion con funcion de densidad f se denota
por  y se define como

,uz/oox~f(x)dx

— 00

La media se conoce también como la esperanza matemdtica de la variable X, lo cual se denota por
E(X), siempre y cuando la integral existe y la serie converge. En caso contrario, se dice que la
distribucion no tiene media.

Definition 134 Una distribucion f es simétrica con respecto a c si
fletz)=f(c—x)

Theorem 135 Media de una distribucion simétrica. Si una distribucion es simétrica con respecto
a c, y tiene media u, entonces

p=c

Definition 136 La varianza de una distribucidn o mide la dispersion de los valores que puede
tomar la variable aleatoria correspondiente, su valor se obtiene de:

2
o> =" f () (i —n)
i
en el caso de una distribucion discreta, o

02=/_°;f<x><x—u>2dx

cuando la distribucion es continua, la serie converge absolutamente y la integral existe.
Remark 137 Observemos que, si la funcion de densidad se define como

1 sizeS

f(f):{ 0 siz¢s

para un espacio muestral S, se tiene
o =0

lo cual no tiene interés prdctico y por tanto siempre se considera que la varianza es positiva.
o2 >0

Definition 138 La raiz cuadrada positiva o, de la varianza, se denomina desviacion estdndar.
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Example 139 Considérese la distribucion uniforme con funcion de densidad

para
a<zr<b

En este caso la media, la varianza y la desviacion estandar son:

b 2
T 1 T

dr = e
/beax b—a 2|,

2 /b(m—u)de: 1 (@—p)’
o« b—a b—a 3

b a+b

=
|

Theorem 140 Transformacion lineal. Si una variable X tiene media p y varianza o>

la variable aleatoria ,

, entonces

X* =cixz+co
con ¢ # 0, tiene media
X+ = c1p+ c2
Y Varianza
P clo?

2

)

Theorem 141 Variable estandarizada. Si una variable aleatoria X tiene media p y varianza o
entonces la variable
X—p
z =

g

tiene media 0 y varianza 1. Esta variable se denomina variable estandarizada correspondiente a X .

Definition 142 Si X es cualquier variable aleatoria y g(X) es cualquier funcién continua definida
para toda X real, entonces la esperanza matemdtica de g(X) es

E(g(X)) = ZQ(%) [ ()

cuando la variable X es discreta y f es su funcion de masa de probabilidad.

Definition 143 La esperanza matemdtica de g(X) es

E@(X)):/“g(x)f(x)dx

— 00

para X es continua y f , su funcion de densidad.
Definition 144 Para una variable aleatoria X (discreta o continua) y

g(X)=x"*
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las expresiones

B(x) = Y ks (@)

E(x*) :/Oo o f (z) da

— 00

se denominan k-ésimo momento de X, respectivamente.

Definition 145 S i
9(X)=(X—p)

e (X = ") =2 (@i )" f (@)
Y
B(X =)= [ @-w'f@ds

se denominan k-ésimo momento central de X (en el caso discreto y en el caso continuo, respecti-
vamente).

Remark 146 Ndtese que

EX° = 1)=1
E(X) = p
E(X—uf) = o

10.1.4 Distribucién de probabilidad para una variable aleatoria normal'’

Definition 147 La funcion de densidad de una variable aleatoria normal x, con media p y varianza

o2, es

f (KU) = Lefo‘s[%]z

y su funcion de distribucion es

N(M’ 0) (l‘) - o 1271' /_r 6_0'5[%]2du

Definition 148 La distribucion estdndar normal es una distribucion normal con p =0 y o = 1,
cuya variable se denota con la letra z y se denomina, variable aleatoria normal estdndar.

Proposition 149 Si x es una variable aleatoria normal con media p y desviacion estindar o,
entonces la variable aleatoria z, estandarizacion de x o z-score, definida por la formula
T
o

z =

10McClave, James and Benson, P. George. 2001. Statistics for Business and Economics. New York: Macmillan
Publishing Company, capitulo 5.
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tiene una distribucion normal estdndar.

El valor de z describe el numero de desviaciones estdndares entre x y 1, es decir, representa la
distancia entre una medicion dada x y la media @, es por esa razén una medida de la posicion
relativa de una medicion.

Pasos para encontrar una probabilidad correspondiente a una variable aleatoria normal.

1. Dibujar la distribucién normal e indicar la media de la variable aleatoria x. Iluminar después
el area correspondiente a la probabilidad que se quiere encontrar.

2. Convertir las fronteras del drea iluminada de los valores de x a los valores de la variable
aleatoria normal estdandar z usando la férmula
T —p
o

z =

3. Mostrar los valores de z bajo los correspondientes valores de x en el dibujo.

4. Usar la tabla de areas bajo la curva normal para encontrar las areas correspondientes a los
valores de z. Si es necesario, usar la simetria de la distribucién normal para encontrar las
areas correspondientes a los valores negativos de z y el hecho de que el drea total, a cada lado
de la media es igual a 0.5, para convertir las dreas de la tabla a las probabilidades del evento
que se ha marcado.

Example 150 Si z es la variable aleatoria mormal estandar, squé probabilidad tiene de que su
valor esté entre —1.33 y 1.337

Solution 151 Usando una tabla convencional de dreas bajo la curva normal estandar y usando la
simetria de la curva, se tiene que

P(-1.33<2<1.33)=2P(0< 2 < 1.33) = 2(0.4082) = 0.8164

Example 152 FEncontrar la probabilidad de que una variable aleatoria normal estandar exceda el
valor de 1.64; esto es, encontrar
P(z > 1.64)

Solution 153 La probabilidad solicitada se calcula como sigue
P(z>1.64) =0.5— P(z < 1.64) = 0.5 — 0.4495 = 0.0505

Example 154 Determinar la probabilidad de que una variable aleatoria normal estdndar caiga a
la izquierda de 0.67, es decir, que z < 0.67.

Solution 155 La probabilidad que se solicita es
P(—00<2<0.67)=P(—c0<2z<0)+P(0<2<0.67) =0.5+0.2486 = 0.7486

Example 156 FEncontrar la probabilidad de que el valor absoluto de una variable aleatoria normal
estandar exceda a 1.96.
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Solution 157 Si
|z| > 1.96

entonces, de la definicion de valor absoluto, se satisfacen las siguientes desigualdades

z > 1.96
z < —=1.96

Asi que la cuestion es determinar
P(|z| >1.96) = P (2 < —1.96) + P (z > 1.96)
O bien,

P(lz] >1.96) = P(z<—1.96)+[0.5—P(0<z<1.96)]
2(0.5— P (0 < z < 1.96)]

usando las propiedades de la funcién de densidad normal estandar. Finalmente, se obtiene
P (]z] > 1.96) = 2(0.025) = 0.05

10.1.5 Probabilidad condicional

Definition 158 Considérese dos sucesos o eventos, E1 y Fo. La probabilidad de que ocurra Es
dado que ha ocurrido Eq, se denota por

P (Es|Ey)
Esta probabilidad se denomina condicional de que ocurra Ey cuando Ey se ha presentado.
Definition 159 Si la ocurrencia de E1 no afecta la probabilidad de ocurrencia de Es, entonces
P (E2|Eq) = P (E»)

y se dice que los eventos E1 y Eo son sucesos independientes. En caso contrario, los eventos son
dependientes. Esto es, cuando
P (E2|Ey) # P (E»)

Definition 160 FEl evento compuesto Fy y Es, denotado por E1Es, tiene probabilidad
P (E\Ey) = P(E,) P(E3|Ey)
En particular, si los eventos son independientes
P (EE,) = P (Ey) P (Es)
Proposition 161 La probabilidad condicional de que ocurra Es dado que Ey ha ocurrido es

P (EyE5)

P(E2|E1) = P(El)
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10.1.6 Teorema de Bayes

Definition 162 Si un espacio muestral S es dividido en los n eventos siguientes Eq, ..., E,, los
cuales son mutuamente excluyentes y colectivamete exahustivos, el conjunto {E, ..., E,}, se de-
nomina una particion del espacio S.

Theorem 163 De Bayes. Sea A un evento en S y {E1,...,E,} una particion del espacio S,

entonces
P (E;) P (A|E:)

P(E\) P(A[E,) +--- + P (E,) P (A|E,)

P (E;|A) =

Example 164 Una empresa cuenta con cuatro dreas de produccién. En la primera trabaja el 40%
de los empleados especializados, en la sequnda drea se desempenia el 28%, en la tercera 20% y en
la cuarta el 12% restante. Cada drea de produccidn cuenta con tres mddulos en los que labora el
numero de personas que se indica en la siguiente tabla.

Total de

Personal Personas en  mddulos de  produccion  personas

Area | E; | especializado Modulo 1 Modulo 2 Modulo 8 | por drea
1 E, 40% 3 5 2 10
2 E, 28% 2 3 2 7
3 E; 20% 1 2 2 5
4 E, 12% 1 1 1 3
25

Si se elige aleatoriamente un drea de produccion y un empleado especializado y ese empleado labora
en el modulo 3, ;cudl es la probabilidad de que ese empleado pertenezca al drea 17

Solution 165 El evento A, en este caso, es que el empleado labore en el mddulo 3. Luego, la
probabilidad de que ese empleado pertenezca al drea 1, dado que labora en el médulo 3, se expresa
y calcula como sigue.

P (Ey) P (Modulo_3|Ey)
P (E,) P (Modulo3|Ey) + - -+ P (Es) P (Modulo_3|Ey)
(0.40) (0.2)
(0.40) (0.2) + (0.28) (0.2857142857) + (0.2) (0.4) + (0.12) (0.3)
= 0.2857142857

P (Ei|Modulo3) =

10.2 Técnicas de muestreo

Definition 166 Sean N y n el numero de elementos en la poblacion y en la muestra, respectiva-
mente. Si se hace el muestreo de tal manera que cada una de las muestras tiene la misma probabil-
idad de ser escogida, el muestreo se denomina aleatorio y el resultado es una muestra aleatoria.

Para una poblacién con N elementos y una muestra de tamano n, el muestreo aleatorio es

aleatorio si cualquiera de las
N!

n! (N —n)!

posibles muestras, tiene igual oportunidad de ser seleccionada.
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10.2.1 Definiciones basicas!!

1. Un elemento es un objeto en el cual se toman mediciones

2. Una poblacién es una coleccién de elementos acerca de los cuales deseamos hacer alguna
inferencia.

3. Las unidades de muestreo son colecciones no traslapadas de elementos de la poblaciéon que
cubren la poblacién completa.

4. Un marco es una lista de unidades de muestreo.

5. Una muestra es una coleccion de unidades seleccionadas de un marco o de varios marcos.

Definition 167 Si un tamatio de muestra n es seleccionado de una poblacion de tamanio N de tal
manera que cada muestra posible de tamano n tiene la misma probabilidad de ser seleccionada, el
procedimiento de muestreo se denomina muestreo irrestricto aleatorio. A la muestra asi obtenida
se le llama muestra irrestricta aleatoria.

Definition 168 Una muestra aleatoria estratificada es la que se obtiene mediante la separacion de
los elementos de la poblacion en grupos que no presenten traslapes, llamados estratos, y la seleccion
posterior de una muestra irrestricta aleatoria simple de cada estrato.

Los motivos principales para utilizar una muestreo aleatorio estratificado en lugar del muestreo
irrestricto aleatorio son los siguientes:

1. La estratificacién puede producir un limite méds pequeno para el error de estimacién que el
que se generaria por una muestra irrestricta aleatoria del mismo tamano. Este resultado es
particularmente cierto si las mediciones dentro de los estratos son homogéneas.

2. El costo por observacion en la encuesta puede reducirse mediante la estratificacién de los
elementos de la poblacién en grupos convenientes.

3. Se pueden obtener estimaciones de parametros poblacionales para subgrupos de la poblacién.
Los subgrupos deben de ser entonces estratos identificables.

Definition 169 Una muestra obtenida al seleccionar aleatoriamente un elemento de los primeros

k elementos en el marco y después cada k-ésimo elemento se denomina muestra sistemdtica de 1 en
k.

El muestreo sistematico proporciona una opcién 1util para el muestreo irrestricto aleatorio por
las siguientes razones:

1. El muestreo sistematico es méas facil de llevar a cabo en el campo, y por lo tanto, a diferencia
de las muestras irrestrictas aleatorias y las muestras aleatorias estratificadas, estd menos
expuesto a los errores de selecciéon que cometen los investigadores de campo.

2. El muestreo sistemaético puede proporcionar mayor informacién que la que puede proporcionar
el muestreo irrestricto aleatorio por unidad de costo.

HSheaffer, R., Mendenhall, W. Y Ott, L. Elementos de muestreo. Trads.Gilberto Rendén S. y José Roberto Gémez
A. México: Grupo Editorial Iberoamérica, 1986, pp. 321
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Definition 170 Una muestra por conglomerados es una muestra aleatoria en la cual cada unidad
es una coleccion, o conglomerado, de elementos.

El muestreo por conglomerados es menos costoso que el muestreo aleatorio estratificado o ir-
restricto, si el costo por obtener un marco que liste todos los elementos poblacionales es muy alto
o si el costo por obtener observaciones se incrementa con la distancia que separa los elementos.

Es un diseno efectivo para obtener una cantidad especifica de informacién al costo minimo bajo
las siguientes condiciones:

1. No se encuentra disponible o es muy costoso obtener un buen marco que liste los elementos de
la poblacién, mientras que se puede lograr facilmente un marco que liste los conglomerados.

2. El costo por obtener observaciones se incrementa con la distancia que separa los elementos.
10.2.2 Muestreo con y sin reemplazo'?

Example 171 Distribucion binomial. De una caja que contiene N objetos, M son defectuosos, si
se extrae un tornillo al azar, la probabilidad de obtener un defectuoso es

P:ﬁ

Al extraer una muestra de n tornillos con reemplazo, la probabilidad de que precisamente x de los
n tornillos sean defectuosos es

()G 03)

z=0,1,...,n

con

FEsta distribucion binomial tiene media

Y varianza

Example 172 Distribucion hipergeométrica. En el muestreo sin reemplazo, la probabilidad de

obtener un defectuoso es
( ) ( - >
x n—zx
flx) =

para

12Kreyszig, Erwin (1990) Mateméaticas avanzadas para Ingenierfa. Vol. 2. México: LIMUSA, 551.
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Esta distribucion hipergeométrica tiene media

M
= NnN—
H=TN
Y Varianza
o5 nM(N—M)(N —n)
7 N2(N —1)
respectivamente.
Donde

()

es el numero de maneras distintas de tomar n cosas de un total de N.

(+)

el numero de formas distintas de tomar x defectuosas de un total de M defectuosas.

) ()

es la cantidad de maneras distintas de tomar n — x no defectuosas de un total de N — M, no
defectuosas.

10.3 Distribuciones de muestreo

El conocimiento de las variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad nos permite con-
struir modelos tedricos de poblaciones. Debido a que las mediciones en la muestra son valores
observados de variables aleatorias, el valor de un estadistico de la muestra variard de una man-
era aleatoria de una muestra a otra. En otras palabras, puesto que los estadisticos de la muestra
son variables aleatorias, poseen distribuciones de probabilidad que son discretas o continuas. En
esta seccion se exploraran las distribuciones de probabilidad de esos estadisticos, denominados dis-
tribuciones de muestreo. Se aprenderd el porqué, muchas distribuciones de muestreo tienden a ser
aproximadamente normales, y veremos como las distribuciones de muestreo pueden usarse para
evaluar la confiabilidad de las inferencias usando estadisticos. A continuacion recordemos algunas
definiciones basicas.

Definition 173 Un pardmetro es una medida descriptiva de una poblacion, su valor es casi siempre
desconocido, por lo que suele estimarse con base en las observaciones realizadas en la poblacidn, .

Definition 174 Un estadistico de una muestra es una medida numérica descriptiva de la muestra,
que se calcula a partir de las observaciones realizadas en la muestra.

Definition 175 La distribucion de muestreo de un estadistico de una muestra, calculado con base
en una muestra con n mediciones, es la distribucion de probabilidad del estadistico.
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10.3.1 Propiedades de la distribucién de muestreo de =

La media de la distribucién de muestreo de T es igual a la media de la poblacién muestreada. Esto
es

)
pzE = E(T) = p
La desviacion estdandar de una distribucién de muestreo de T o error estandar de la media, es

igual a
Desviacion estandar de la poblacion muestreada

Raiz cuadrada del tamano de la muestra

Esto es,
o

Si el tamano de la muestra n es relativamente grande comparada con el tamano N de la
poblacién, por ejemplo un 5% o m4és, entonces el cociente debe multiplicarse por un factor de
correccion

Para la mayoria de las situaciones de muestreo, este factor de correccién sera cercano a 1 y puede
ignorarse.

Theorem 176 Si una muestra aleatoria de n observaciones se selecciona de una poblacion con
una distribucion normal, la distribucion de muestreo de T, serd una distribucion normal.

Theorem 177 Del Limite Central. Considere una muestra aleatoria de n observaciones selec-
cionada de una poblacion (cualquier poblacidn), con media pu y desviacion estandar o. Entonces,
cuando n es suficientemente grande, la distribucion de muestreo de T, serd aproximadamente una
distribucion normal con media

y desviacion estandar

Entre mds grande sea el tamano de la muestra, mejor serd la aproximacion de la distribucion de
muestreo de T.
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10.4 Estimacién

Es frecuente que la tnica informacién que se puede obtener de una poblacién es a partir de un estudio
de muestras tomadas al azar de la poblacién. La inferencia estadistica, o teoria de la estimacién
estadistica es el procedimiento mediante el cual los pardmetros de la poblacién se estiman a partir
del estudio de muestras tomadas de esa poblacién. Una estimacién es un valor particular del
estimador asociado a una muestra.

Definition 178 Un estimador por punto de un pardmetro poblacional es una regla o formula que
nos dice como usar los datos de la muestra para calcular un solo nimero que puede usarse como un
estimado del parametro poblacional.

Definition 179 Un estadistico es una fimcion de los elementos de una muestra que no contiene
pardmetros desconocidos.

Example 180 La media y la varianza muestrales, T y s2, son ejemplos de estimadores puntuales
de los respectivos pardmetros ji y o>.

Examinando la distribucién de muestreo podemos determinar que tan grande podria ser la
diferencia entre un estimado y el valor verdadero del pardmetro (llamado error de estimacién).
También podemos decir si un estimador es mas probable que sobrestime o subestime al pardmetro.

Definition 181 Si la distribucion de muestreo de un estadistico de una muestra tiene una media
igual al pardmetro de la poblacion del estadistico que se pretende estimar, el estadistico se dice que
es una estimacion insesgada del pardametro. Si la media de la distribucion de muestreo no es igual
al pardmetro, se dice que el estadistico es un estimador sesgado del parametro.

Los estimadores deben de cumplir las siguientes propiedades, entre otras, para considerarseles
buenos estimadores puntuales.

1. La propiedad de insesgamiento. Por ejemplo, el promedio a largo plazo E (T) = pu.

2. Varianza minima. El estimador puntual de minima varianza posee la varianza méas pequena
que cualquier otro estimador.

Proposition 182 T y s? son estimadores insesgados de p1 y 02, respectivamente.

«(2)
A
= I

= n

Proof. En el caso de la media, se tiene

E(7)
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Para la varianza,

n—1

- ni 1P (Z(x _5)2)
= %E(SS)

— 0'2

E(s*) = E(zmﬁ)

Donde, la suma corregida S, cumple con lo siguiente
SS = Y (xi—3)°
E(SS) E (Z (z; — T)2>
= B(Y (-2 +7))
- E (Zx? —2TY @i+ ZEQ)
- E (Z 22— 2072 + nfz)
= E (Z — an)
)
= S (@ +0?) —n<u2+o;l>

= (n—1)¢?

donde n — 1, son los grados de libertad de la suma de cuadrados. m

De manera general decimos que si X es una variable aleatoria con varianza o2 y la suma corregida

SS=> (x;—7)

()~
v

Es decir, los grados de libertad de una suma de cuadrados es igual al nimero de términos
independientes en dicha suma. En el caso de

E(SS)=E (Z (i — 5)2)

los términos x; — @, no todos son independientes porque

» (xi—-7)=0

i=1

tiene v grados de libertad, entonces:
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, s6lo n — 1 son independientes.
La media tedrica de una distribucién de muestreo de varianzas es igual a

n—1
n

donde o2 es la varianza de la poblacién, n el tamafio de la muestra.
La varianza de una muestra es un estimador sesgado de la varianza de la poblacién, pero es un

estimador insesgado de
n—1
o2

n

De otro modo,
no 2

o
n—17°

donde o2 es la varianza de una muestra, o la media de una cantidad de varianzas muestrales, es un

estimador insesgado de la varianza de la poblacién o2.

10.4.1 Momentos con respecto a la media

Consideremos un conjunto discreto de n datos agrupados en k clases, cuyos representantes de clase
son x;, y sus respectivas frecuencias f;, la media se define como

k
Zz’:l flxz

n

T =

El primer momento respecto a la media es

_ > fi (s —f)l

n

my =0

El segundo momento es igual a la varianza

_ > fi(w —7)° _

mo g
n

En general, el r-ésimo momento respecto a la media es

ST

. . ’ ’ ’ ’
Los primeros cuatro momentos respecto al origen son my, my, ms y my.

10.4.2 k-estadisticos

Los momentos respecto a la media, calculados con una muestra individual, son aproximaciones de
los momentos de la poblacién. Sila muestra no es grande, las funciones denominadas k-estadisticos
son mejores aproximaciones.
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k-estadistico de la muestra Estimacion del estadistico de la poblacién
ki=7= m; ,ull
ky = 2507 = ;5 mo 2
ks = vtz s pa
ki = vy LV + 1) ma — 3(N — 1)m3] f14 — 3412

La media y la mediana son ejemplos de estimadores insesgados de la media de la poblacién, por
el hecho de que la distribuciéon de muestreo de las medias es una curva normal.
La varianza de la muestra es un estimador sesgado de la varianza de la poblacién.

10.4.3 Consistencia

Los estimadores consistentes de un parametro son estimaciones que se hacen méas precisos conforme
se aumenta el tamano de al muestra. Es decir, una estimacién es consistente si la probabilidad de
que difiera del verdadero valor del parametro en una cantidad pequena dada, tiende a uno conforme
el tamano de la muestra es tan grande como se quiera.

10.4.4 Estimaciones puntuales y por intervalos

Las estimaciones de los parametros dadas por un valor se denominan puntuales, mientras que las
estimaciones por intervalos proveen un rango de variacién del pardmetro, como estimacién. Esta
iltima estimacion es mas satisfactoria porque no solo indica un valor probable sino que proporciona
la confiabilidad de la estimacién.

10.4.5 Intervalo de confianza para la media de la poblacién, con muestras grandes

Para muestras grandes, n > 30, la distribucién de muestreo de la media es aproximadamente
normal, por lo que es posible encontrar un valor de la media dentro del rango

[w—o,p+o0]

en 68% de las muestras.

Para cualquier otro porcentaje y con ayuda de una tabla de areas bajo la curva normal, se
determina el rango en el que se espera encontrar la media de una muestra. El porcentaje seleccionado
se denomina nivel de confianza. Por ejemplo, con un nivel de confianza del 80% el intervalo de
confianza es

[ — 1.2815515660, u + 1.2815515660]

13 cuyos limites, inferior y superior, son los valores

1 — 1.2815515660

13E] valor 1.281551566, se obtuvo con Maple6, usando la secuencia de comandos

with(stats) : stateval f [icdf, normald[0, 1]](.9);
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11+ 1.2815515660

respectivamente.

El factor 1.281551566, se denomina coeficiente de confianza z..

Actividad. Encuentra los niveles de confianza o los coeficientes de confianza que faltan en la
siguiente tabla.

Nivel de confianza | Coeficiente de confianza z,
99.73% 3.00
99% 2.58
98%
2.17
96%
95.45%
1.96
1.64
80%
5%
1.00
50%

Qué estimacion se puede hacer de la media de una poblacién y que nivel de confianza se le
asigna? La media de una distribucion de medias muestrales es un estimador no sesgado de la
poblacién, en el caso de una poblacién infinita la media de la poblacién se estima por

_ o
T+ z.—

NG

donde T es una media muestral, n su tamano y o es la desviacién estandar de la poblacién. Si se

desconoce el valor de o, se usa la estimacion ﬁ

Cuando la poblacion es finita, de tamano N, la formula se ajusta como sigue
c |N—n
T+t z.—

vV N =1

donde N, es el tamano de la poblacién.

Example 183 Determine que estimaciones son mds confiables

a) 3.254+0.13 6 7.23+0.13
b)  3.25+0.03 6 3.25+0.13
c) Compare la respuesta al punto b, con la situaciéon 1 +1 6 100 £ 1.

Example 184 Si la estimacion de la media de una poblacién, basada en una muestra con 100
elementos es
6.36 £1.5

scudl seria la estimacion, del mismo parametro de la misma poblacion, basada en una muestra con
200 elementos?
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Solution 185 FEl intervalo de confianza, con el mismo nivel de confianza, basado en una muestra
con 100 elementos, para la media se expresa como

_ o
TEtz.——

VN

de ahi que, conservando para la misma media muestral,

o
Ze = 2.5
4/100

zeo = 2.5v100

De donde, la estimacion por intervalos de la media de la misma poblacion, basada en una muestra
de tamano 200 es

VN

6.36 + 2.5ﬂ

V200
6.36 £ 1.767766952

6.36 + 2.

Example 186 Si el error probable de un cierto estadistico que se distribuye normalmente es 2.0,
scudl es el intervalo del 90% de confianza?

10.4.6 Intervalo de confianza para la media de la poblacién, con muestras pequenas

Con muestras pequenas nos enfrentamos a los dos siguientes problema para los que ademads se da
una solucién.

Problem 187 La forma de la distribucion de muestreo para la media de muestreo T (y el estadistico
z) ahora depende de la forma de la poblacion de la cual se muestrea. Ya no podemos suponer que
la distribucion de muestreo de T es aprorimadamente normal, debido a que, el Teorema del Limite
Central asegura la normalidad solo para las muestras que son suficientemente grandes.

Solution 188 De acuerdo al teorema que dice: si una muestra aleatoria de n observaciones es
seleccionada de una poblacion con una distribucion normal, la distribucion de muestreo de T serd
una distribucion normal, la distribucidn de muestreo de (T y de z) es eractamente normal ain
para muestras relativamente pequenas si la poblacion de la que es muestreada es normal. Y, es
aproximadamente normal si la poblacion de la que es muestreada es aprorimadamente normal.

Problem 189 La desviacion estdndar de la poblacion o es casi siempre desconocida. Aunque

todavia es verdadero que
o

Vn
la desviacion estdndar de la muestra s puede proveer un aproximacion pobre de o, cuando el tamano
de la muestra es pequetio.

OF =
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Solution 190 En lugar de usar el estadistico normal estandar

et N

Oz g

que requiere del conocimiento de una buena aproximacion de o, definimos y usamos el estadistico

t=2"F/n

S

donde, la desviacion estandar de la muestra s, reemplaza a la desviacion estindar de la poblacion
.

Para una muestra pequena de menos de 30 elementos, los intervalos de confianza, construidos
en la seccion anterior, sobreestiman la confiabilidad de la estimacion, por lo que se les reemplaza
como sigue.

Definition 191 Intervalo de confianza del 100(1- «)% para la media con una muestra pequena
o

Vn—1

donde ty )5 estd basado en (n — 1) grados de libertad y se obtiene de la distribucion t — Student.

Ttta/

Suposiciones: Una muestra aleatoria es seleccionada de una poblacién con una distribucién de
frecuencias relativas que es aproximadamente normal.

Problem 192 ;Qué se hace cuando la distribucion de frecuencias relativas de la poblacion se aleja
enormemente de la normalidad?

Solution 193 Se usan los métodos estadisticos no paramétricos.

Muchas técnicas estadisticas suponen que la variable aleatoria esta normalmente distribuida, lo
cual esta justificado por el teorema del limite central que establece

Theorem 194 del Limite Central. Si x1,x2,...,%, €s una sucesion de n variables aleatorias
independientes con

E(x) I
%4 (1’1) 02
finitas, y
r=x1+2x2+...+x,
entonces
T — N
Zn =
no?

tiene aprorimadamente una distribucion normal, en el sentido de que si

es la funcion de distribucion de z, y si ¢ (z) es la funcidn de distribucidn de la variable aleatoria
normal estandar, N (0,1), entonces

F, (2) o

n—soo ¢(z) o
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Remark 195 FEste teorema dice, de manera breve, que la suma de n variables aleatorias indepen-
dientes tiene, aprorimadamente, una distribucion normal.

En muchos casos la aproximacion es buena si n < N , mientras que en olros se requiere que
n > 100.

Frecuentemente, se cree que el error en un experimento es consecuencia de varias fuentes inde-
pendientes que se combinan en forma aditiva, de ahi que la distribucion normal sea un modelo
convincente, en el caso del error experimental combinado.

10.4.7 Distribuciones muestrales que se definen en términos de variables aleatorias
normales

Sean z1, 29, ..., 2, n-variables aleatorias normales, con media 0 y varianza 1. Supongamos que v
de esas variables son independientes. La variable

Xzzz%—kz%—&—...—i—zz

tiene la distribucién Ji o Chi, cuadrada con v grados de libertad.
La definicién de Chi cuadrada es equivalente a

5, (n—1)s?

dado que

yv=n-—1.

Definition 196 Proposition 197 Definition 198 La funcion de densidad Chi cuadrada es
£03) = g 0

donde x? > 0.
Proposition 199 FEsta distribucion es asimétrica o sesgada con media v y varianza 2v.

Example 200 Considérese la muestra aleatoria x1,xs,...,x,, con distribucion N (,u,crz) , en-
tonces la variable aleatoria )

5§ Y9t

e Xn—1
es decir, tiene una distribucion Ji cuadrada, con n — 1 grados de libertad.

Remark 201 Ndtese que si las observaciones en la muestra se distribuyen normalmente y son
independientes, lo que denotamos con NID (u,JQ), entonces la distribucion de s* es

o 2
n 1Xn 1
porque
, S8
s
n—1



S8 ~a?xi_,

Lo que significa que si la poblacion se distribuye normalmente, la distribucion muestral de la vari-
anza de las muestras independientes es una constante multiplicada por una distribucion Ji cuadrada.

Definition 202 Si z y x2_; son las variables aleatorias independientes normal estdndar y Ji
cuadrada, respectivamente, entonces la variable aleatoria
z

[ Xk
k

tiene una distribucion t — student con k grados de libertad. La funcion de densidad correspondiente

tp =

€es
T (ﬂ) 1
f(t) = z k1l
VETT (5) 12 4 q] %
con

—o0 <t < oo

Esta funcion tiene media 0 y varianza TEQ para k > 2.14

Exercise 203 Para la muestra aleatoria x1,x2,...,x,, de tarifas salariales dada en la siguiente
tabla, con distribucion N ([L, 02) , la variable

tiene una distribucion t — student con n — 1 grados de libertad. Complete la tabla, para los valores
grados de libertad, senalados.

1413 funcion gamma, evaluada en g esta dada por la ecuacién

JONE

Flores, R. y Lozano, H. (1998). Estadistica aplicada para administracion. Mexico: Grupo Editorial Iberoamerica, p.
360.
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Tarifas salariales

X % z t(3) [ t(5) | t(15)
43.97 3.10424F — 05 | 1.51281921/
41.47 7.99181F — 05 | 1.245044055
37.35 0.000365061 | 0.661315108
36.01 0.000591229 | 0.661315108
35.19 0.000791598 | 0.573648856
34.87 0.000886483 | 0.539437635

31 0.003371619 | 0.125695689
28.92 0.006719108 | -0.096677243
27.97 0.009137417 | -0.198241804
27.21 0.011642429 | -0.279493452
22.17 0.052783079 | -0.818320173
22.06 0.054439064 | -0.83008028
20.25 0.08914949 | -1.023587495

9.1 0.765349729 | -2.215634704
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10.5 Inferencias basadas en una muestra

10.5.1 Prueba de hipdtesis

La informacién de una muestra se usa para probar qué valor puede tomar un parametro de una
poblacién, como la media o la proporcién y medir la confiabilidad de la inferencia. Por ejemplo,
cuando se quiere determinar si el tiempo de espera promedio en una fila es menos de un cierto valor,
digamos cinco minutos. Otro ejemplo, si se quiere determinar la opinién promedio sobre un tépico.
En ambos casos se esta interesado en hacer una inferencia acerca del valor de un parametro respecto
de uno especifico. Si es menor, igual o mayor que ese valor especifico. Este tipo de inferencia se
denomina prueba de hipétesis (contrate de hipétesis).
Los elementos de una prueba de hipétesis son los siguientes:

1.

Hipdtesis nula (H,): Es una afirmacion o teoria acerca de los valores de uno o més pardmetros.
La teoria en general representa el status quo, la cual se adopta hasta que se prueba su falsedad.

Hipdtesis alternativa o de investigacién (H,): Es una afirmacién o teoria que contradice la
hipétesis nula. Teoria que se adopta solo si existe evidencia suficiente para establecer su
veracidad.

. Nivel de significancia de la prueba «. Usualmente el valor de « se elige pequetio (0.01, 0.05 o

0.10).

Estadistico de prueba: Un estadistico muestral que se usa para decidir cuando rechazar la
hipétesis nula.

. Region de rechazo: Conjunto de valores numéricos del estadistico de prueba, para los cuales

la hipétesis nula se rechaza. La regién de rechazo se determina por el valor critico o tedrico
del estadistico de prueba, tal que, la probabilidad de que contenga al estadistico de prueba,
cuando la hipdtesis nula es verdadera, sea a.

Es decir, que la probabilidad de cometer un error del Tipo I, rechazar la hipétesis nula, siendo
ésta verdadera, sea igual a «.

Suposiciones: Establecer claramente, las suposiciones que se hagan sobre la poblaciéon que se
muestrea.

Experimento y célculo del valor empirico del estadistico de prueba. Realizar un experimento
de muestreo y determinar el valor numérico del estadistico de prueba con los datos provenientes
del muestreo.

. Conclusion: Si el valor empirico del estadistico de prueba cae en la regién de rechazo, rechazar

la hipétesis nula y concluir que la hipétesis alternativa se acepta como verdadera.
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10.5.2 Regiones de rechazo de la hipd6tesis nula

Ha: o=y

Figure 18

10.5.3 Tipos de errores. Conclusiones y consecuencias para una prueba de hipétesis

Se sabe que el proceso de prueba de hipdtesis puede conducir a una conclusién incorrecta, cometer
un error del Tipo I, en 100a% de las veces, cuando se rechaza H,, siendo que es verdadera. Si
el estadistico de prueba no cae en la regién de rechazo, es decir, cae en la region de aceptacion,
entonces no se rechaza la hipdtesis nula. Se reserva el juicio sobre qué hipdtesis es verdadera. No
se concluye que la hipétesis nula es verdadera, porque, en general, no conocemos la probabilidad (3,
de que el procedimiento de prueba lleva a una aceptacién incorrecta de la hipdtesis nula, lo que se
denomina cometer un error del Tipo II.
En muchas aplicaciones practicas de la prueba de hipétesis, en los negocios, el no rechazo origina
que los administradores se conduzcan como si la hipdtesis nula hubiera sido aceptada. La distincién
entre aceptacion y no rechazo, frecuentemente se hace confusa en la préctica.

Los cuatro resultados posibles de una prueba de hipétesis se resumen en la tabla siguiente. El
estado verdadero de la naturaleza se refiere al hecho de que alguna de las hipdtesis nula o alternativa,
es verdadera. El verdadero estado de la naturaleza es desconocido para el investigador que conduce
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la prueba. Los renglones que contienen decisiones, se refieren a la accién del investigador, de asumir
como verdadera a H, 6 H,, basada en los resultados del experimento de muestreo.
El criterio es tomar una decisiéon sélo cuando se conoce la probabilidad de cometer el error que

corresponde a la decision.

Puesto que el nivel de significancia de la prueba, «, lo especifica usualmente el investigador, por
lo general se tendré la posibilidad de rechazar H, y de aceptar H,, cuando la evidencia empirica,

de la muestra, apoye tal decisién.

Sin embargo, debido a que 8 no se especifica, se evitard la decisién de aceptar H,, prefiriendo en su
lugar, decir que la evidencia de la muestra no es suficiente para rechazar a H,, cuando el estadistico
de prueba no cae en la region de rechazo.

Verdadero estado

de la naturaleza

Conclusion

Ho verdadera

Ha verdadera

Aceptar Ho (asumiendo Ho verdadera)

Decisién correcta

Error del tipo II (probabilidad 3)

Rechazar Ho (asumiendo Ha verdadera)

Error del tipo I (probabilidad «)

Decisién correcta

Definition 204 La probabilidad de cometer un error del Tipo I es

P (Error del Tipo I) = P (rechazar H,| H, es verdadera) = «

Definition 205 La probabilidad de cometer un error del Tipo II es

P (Error del Tipo II) = P (no rechazar H,| H, es falsa) = 8

Summary 206 A continuacion se hace un resumen de las formulas para estimacion y prueba de

hipdtesis.
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10.6 Regresion y correlacién
El siguiente diagrama, resume los puntos esenciales de un analisis de regresién lineal simple y de
correlacion.

Regreside Boed] stiaple
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i
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ai
Urs Inaliswatora n
1eits do egresidn por
inirane cusdrsdng
Estaee ¥ apartin do Frodig ¥
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Figure 20
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Un analisis completo de la construccién y analisis de un modelo de regresién lineal simple, se
discute en el siguiente ejemplo.

Example 207 La siguiente tabla'® resume las ventas (y) en millones de délares y el niimero ()
en miles de empleados por compania para una muestra aleatoria de 20 companias clasificadas en
la categoria 500 (con una fortuna denominada 500). Para ese conjunto de datos se tiene SSy, =
1,756,002,651.75; S5, = 28,385.22; S5, = 3,881,560.4; 7 = 7,740.75 y T = 39.

Compafiias W entas p Emgleados x

(millones de (miles de

dilares) empleados)

Procter & Gamble 27,406 940
H. B. Fuller 855 5.6
Jonson & Johnson 12,447 247
Dulattel 1,650 12.5
Intel 4,779 251
Mew Vork Times 1,703 10.1
3AF o6 4.1
Coltec [ndustries 1,373 114
5 eneral Mills 7,153 108.1
ITT Rayonier o7o 3.0
Texaco 37,551 40.2
Westinghouse Electric 12,794 1127
T rituane 2,035 120
Allied-Signal 11,882 983
Polaroid 2,096 120
Leggeté Flatt 1,082 10.4
Gillette 4,708 1.2
F eorgia-Facific 11,524 27.0
Compag Computer 3,271 10.0
Ilerck 5,603 377

Figure 21

1. Realice un analisis de regresion que siga los cinco pasos presentados en el capitulo 10 de
McClave, et.al. (2001), y senale claramente, las suposiciones que se hagan.

2. De un intervalo de prediccién para una compania de la misma clase con 50,000 empleados.
Solution 208 Los cinco pasos se exponen a continuacion.

Paso 1. Asumimos un modelo probabilistico lineal para relacionar las ventas con el ntimero de
empleados.

y=PBo+ iz +e

Paso 2. Determinamos los coeficientes de la recta de regresiéon por minimos cuadrados:

5SS,
B = ~

5oL = 136.7458276 ; o = § — 1T = 2407.662724

15McClave, 1999, 7¢. ed.
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Por lo tanto, la ecuacion de regresiéon de y sobre x, por el método de minimos cuadrados es
y = 2407.663 + 136.746x

A continuacién, se representa graficamente la recta de regresién por minimos cuadrados y los
datos.

40,000 -
35,000
30,000
25,000
20,000

15,000 _—
10,000 5 o« —% o ¢
5,000 /;’;’/ ¢
ey

0

Figure 22
Estimamos a% por medio de s%.
SSE = S8y, — Blssmy = 1,756,002, 652 — 136.7458276 (3, 881,560.4) = 1,225,215, 463
SSE  1,225,215,463
2 = =0 ew = 68,067, 525.72

n—2 20 — 2
s = Vs2=28,250.3046

Paso 3. Enunciamos los siguientes supuestos.

1. La media de la distribucién de probabilidad de ¢ es cero.

2. La varianza de la distribucién de probabilidad de € es constante para todos los valores de x.
3. La distribucién de probabilidad de € es normal.

4. Los errores asociados a cualquier par de observaciones diferentes son independientes.

Paso 4. Para determinar si un modelo de linea recta proporciona informacién 1til sobre la
relacion entre el nimero de empleados y ventas, probamos:

HO : 51:0
Hy : 1 #0
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La regién de rechazo requiere § = 0.025 en cada cola de la distribucién ¢ con 20 —2 = 18 grados
de libertad. De la tabla correspondiente se obtiene ty g25 = 2.101. Por tanto la regién de rechazo
es |t| > 2.101.

El estadistico de prueba es

Bi—0  136.7458276
= P = 78,250.3046
B V/28,385.22

t =2.79

El valor observado del estadistico de prueba 2.79 cae en la regién de rechazo, de ahi que se
rechaza la hipotesis nula. Es decir, existe suficiente evidencia para indicar que el modelo de la recta
de minimos cuadrados proporciona informacién 1til sobre la relaciéon entre el nimero de empleados
y las ventas con a = .05.

El p-valor para cada coeficiente §;, que la mayoria del software estadistico reporta, es uno de dos
direcciones, de ahi que se ajuste cuando se conduce una prueba de hipétesis de una sola direccion,
como se indica enseguida.

L sit>0
. _ — 2
Cuando H, : 1 >0 p — valor 1-2 sit<0
B sit<0
. _ — 2
Cuando H, : 1 <0 p—walor .y §it>0

donde p es el p-valor generado con el software y t es el estadistico de prueba.
Para obtener informacién adicional sobre la relacién entre x y y, construimos el intervalo del
«

95% de confianza, para ;. Cuando a = .05 , 5 = 0.025 y t.025,18 = 2.101. Asf que el intervalo de
confianza es [33.862,239.630] porque

8,250.3046
V/28,385.22

Se tiene un 95% de confianza, de que el intervalo de [33.862,239.630] incluye al pardmetro f;.

Una vez obtenida la recta de regresion de y sobre x, ¥ = 2407.663 + 136.746x, la cual expresa la
relacién bivariada entre las variables x y y, es necesario obtener una medida descriptiva del grado
de la dependencia lineal de y sobre x, una de las méas utilizadas es el coeficiente correlacién de
Pearson, el cual es un coeficiente de correlaciéon de producto-momento, calculado como sigue.

Prtt.025,1855 = P1Et.025,18

% = 136.7458276+£2.101 ( ) = 136.7458276+102.884

5S4y 3,881, 560.4

r= = = 0.5498
/882255,y /28,385.22 (1,756,002, 652)

El resultado indica que la correlacion entre el ntimero de empleados y las ventas es positiva, pero
no es fuerte debido a que no toma un valor cercano a 1.

Otra medida de la utilidad del modelo de regresién, es el coeficiente de determinacién 72, que
mide la contribucién de la variable independiente x en la prediccién de y. Si x contribuye escasa-
mente o no informa en la prediccion de y, las sumas de los cuadrados de las desviaciones de la media
o del valor estimado,

SSyy =S (yi —9)° SSE=3(yi —5:)°

son casi iguales. Por el contrario, si  aporta informacion en la prediccién de y, el SSE serd menor
que SSy,. De hecho, si todos los puntos caen en la recta de minimos cuadrados, SSE = 0. Entonces
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la reduccion en el valor de SSFE sera atribuible a x, lo cual se expresa como una proporcion de 55y,

2 _ SSy, — SSE

" SS,,

Noétese ademads, que 5SSy, es la "variacién total” de las observaciones en torno a su media y que
SSE es la restante "variabilidad de la muestra sin explicar” que es atribuible a la relacién lineal

con z. o .
5 variabilidad de la muestra explicada

variabilidad total de la muestra

Es decir, el coeficiente de determinacién informa de la proporcién total de la variabilidad total de
la muestra explicada por la relacién lineal entre las variables. En la regresion lineal simple, dicha
proporcién es igual al cuadrado del coeficiente de correlacion lineal simple. En el ejemplo que nos
ocupa, se tiene

r? = 0.5498% = 0.3023

nos informa que el 30.23% de la variabilidad en las ventas se explica por la relacién lineal entre las
ventas y el nimero de empleados.

Paso 5. Encontrar un intervalo de prediccion del 95% para las ventas, cuando la compaiifa tiene
50 mil empleados. Ese intervalo tiene la forma

Ft by |14 L4 G2 =)
Y a/2,v n SSwm

donde
y = 2407.663 + 136.746 (50) = 9, 244.963

Se hace la sustitucién de los datos y se tiene que el intervalo del 95% confianza, del valor de .

1 (50 —39)*
244.963 £2.1014/1 + — + —————
% 963 0 \/ + 20 + 28, 385.22

Al realizar las operaciones, se tiene que, el limite inferior del intervalo es 9242.805750 y el limite
superior, 9247.120250.

Remark 209 FEl problema de minimos cuadrados para encontrar la ecuacion de una recta que se
ajuste optimamente, minimizando la suma de los cuadrados de las desviaciones, se formula como
sigue

10.6.1 Problema de minimos cuadrados

Este problema consiste en encontrar la solucion mediante minimos cuadrados, a un sistema lineal so-
bredeterminado Az = b, donde los vectores z y b representan datos (provenientes de observaciones),
contenidos en un subespacio. El vector b contiene desviaciones (errores) de valores promedio.

De manera maés precisa, consideremos a un vector b € R™ y un subespacio S C R™, el problema
de minimos cuadrados trata de hallar, un vector p € S tal que p sea el més cercano a b. Es posible
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encontrar a p, si el espacio se describe mediante una base. El caso més sencillo, se tiene cuando la
base es ortogonal, donde la solucién geométrica es

p = proysb

Para el sistema Az = b, donde A tiene dimension m x n, x € R™ y b € R™, se tiene o no
solucién segin b esté o no en el espacio columna de A.

En el segundo caso, el sistema es inconsistente. Para un sistema inconsistente, se busca mini-
mizar el error promedio, generado con las m ecuaciones.

10.6.2 Problema de minimos cuadrados con una variable

Cuando n = 1, se trata de una sola indeterminada, definimos el error promedio como

m

|lax — bH2 = Z (a;z — b)?

i=1

en el sistema
Ax =D

Notese que
E? = (ax — b)" (az — b) = aTaz® — 2a" bz + b7b

que toma su valor minimo cuando

dE?
— =2d"ax —24"b=0
dx
con a # 0.
La solucién
_
" adTa

por minimos cuadrados, del sistema Az = b, es idéntica a la proyeccion
p=zxa

que es el punto en la recta, en cuestiéon, que pasa por a mas cercano a b.
Observemos que,

al (b—za) =aTb— —aTa=0
La recta que une b con p, es perpendicular a la recta que contiene a a.

Example 210 Encontrar la mejor solucion por minimos cuadrados al sistema

3r = 10
4dr = 5

Example 211 El peso observado de un paciente durante cuatro ocasiones ha sido
b1 = 75, bg = 765, b3 =175 Yy b4 =175.5

¢ Cudl es el mejor valor, en el sentido de minimos cuadrados, asociado al peso de ese paciente?
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10.6.3 Problema de minimos cuadrados con varias variables

Como se dijo antes, el problema se resuelve proyectando el vector b sobre un subespacio definido
por la matriz A,,«x,. En el sistema Az = b, sea m > n, entonces puede ocurrir que el sistema sea
inconsistente, es decir, que el vector b no sea combinacién lineal de la columnas de A. Se busca T

que minimice el error
E =|Az - b||

por minimos cuadrados.
Geométricamente, p es la proyeccién de b sobre el espacio columna de A.

Figure 23

El vector error Az — b debe ser ortogonal a ese espacio. Es decir,
(Ay)" (AT —b) =0

para todo vector y € E™.
O bien, y* [ATAT — AT b] = 0, para todo vector y € E™, lo que implica que

ATAT - A"b=0
De donde, la solucién del sistema incosistente, satisface
AT Az = ATb

Si las columnas de A son linealmente independientes, entonces AA” es una matriz simétrica invert-
ible y la solucién tnica por minimos cuadrados es

7= (ATA) " AT
y, la proyeccién es

p=AZ = A(ATA) T AT
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La matriz )
B=(ATA) AT

es una inversa izquierda de la matriz A, porque se cumple
BA=(ATA) ' ATA=1

Example 212 Sean

1 2 4
A=|1 5| yb=1| 3
0 0 9

Ndétese que espacio columna de A, tiene dimension dos. Calculamos la solucidn por minimos cuadra-
dos del sistema

Az =b
como Ssigue
12
110 2 7
o= [iea]d ] -1 )
25 0], 7 29
-t 1129 -7
W= g% ]
rolar . 1[20 =771 1 0] _ 1[15 —6 0
(474) "4 _9{—7 2“250]_9 -3 3 0
4
_ ara-lgr, L[ 15 -6 0 1] 42
7 = A4 Ab_g{:& 3 0] S 9| -3

Por tanto, la mejor solucion del sistema

r+2y =
T+ 5y
Oz +0y =

se obtiene ignorando la tercera ecuacion, con un error en esa ecuacion de 9.
La proyeccion es

1 2 36 4

1 1
p=Ar=g|1 5 {ﬂ} 27 | = | 3
0 0 0 0

En resumen, la proyeccion p, el vector b y el espacio columna de A se mostrd en la figura 23.
Cuando b pertenece al espacio columna de A entonces del hecho de que
b= Ax
se concluye que

p=A(ATA) " ATAz = Az = b
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Es decir, el punto mas cercano a b es el mismo b.
Si b es otogonal a todas las columnas de A, b no pertenece al subespacio y es perpendicular al
subespacio,
ATh =0
de donde
T=(ATA) ATy =0

p=AT =0

Exercise 213 FEncontrar la mejor solucion por minimos cuadrados, de cada sistema y la proyeccion
sobre el espacio columna, correspondiente.

1 y 1
L.lo 1 [ ]_1
1o LY 0
(1 1
2.1 1 |[2]=1]3
1 5
1 0 1
3.0 1 [“]: 3
11|t 4
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