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Part 1
SISTEMAS DE INVENTARIOS!

1 Conceptos basicos de modelaciéon y toma de decisiones

Un modelo es una abstracciéon y simplificacion de un problema real, idealmente, incorpora los
elementos y relaciones esenciales del mundo real. Usar un modelo significa obtener conclusiones
l6gicas que se derivan del mismo, estas conclusiones deben ser una guia efectiva para la toma de
decisiones si el modelo estd disenado y resuelto adecuadamente. La toma de decisiones involucra la
integracién de informacion cuantitativa, obtenida del modelo, con el juicio intuitivo acerca de los
factores cualitativos, como la moral y el liderazgo en una organizacién, las restricciones de empleo,
las acciones afirmativas, la contaminacién y otras dreas de responsabilidad social.

Dado que la mente humana no puede considerar cada aspecto de un problema empirico, algunos
atributos del problema deben ignorarse si una decision se va a tomar. Esto es, los procesos de
abstraccion y simplificacién son pasos necesarios en la solucién de cualquier problema humano.

Después de que el tomador de decisiones ha seleccionado los factores criticos, o variables, de
la situacion empirica, se les combina de alguna manera légica de modo que formen un modelo del
problema. Un modelo es una representacién simplificada de una situacién empirica. Idealmente, le
quita a un fenémeno natural su confusa complejidad y duplica la conducta esencial del fenémeno
natural con algunas variables que estan simplemente relacionadas. Entre mas simple sea el modelo
obtenido, lo mejor para el que toma decisiones, el modelo sirve como una razonable y confiable
contraparte del problema empirico.

Ventajas de un modelo simple:

1. Es econdémico por cuanto al tiempo y pensamiento.
2. Puede ser entendido facilmente por el que toma decisiones.

3. En caso necesario, el modelo puede modificarse rapida y efectivamente.

INotas basadas principalmente en Love, S. (1979) Inventory Control. New York: McGraw-Hill Book Company.
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Después que el modelo se ha construido, se pueden derivar conclusiones acerca de su com-
portamiento por medio del analisis 16gico. El que toma decisiones basa entonces sus acciones o
decisiones en estas conclusiones.

Dos fuentes importantes de error en el uso de modelos para la toma de decisiones son la ex-
clusion de variables importantes y los errores al definir las relaciones entre las variables. Por
ejemplo, supéngase que puede esperarse una pérdida del 40%, en los rendimientos de un proceso de
produccién, debida a especificaciones restringidas inusuales. La omisién de este factor en el analisis
daria por resultado que el modelo resultante no representaria la situacién adecuadamente, para los
propdsitos de decisién, de hecho, podria tomarse una decisién equivocada.

La técnica apropiada para describir y relacionar las variables seleccionadas depende en gran
medida de la naturaleza de las variables. Si las variables son susceptibles de alguna forma de
medicién, y particularmente si pueden darseles una representacién cuantitativa, entonces hay fuertes
razones para seleccionar una representacion matemética del modelo. Primero, porque hay una
disciplina inherente rigurosa en las matematicas que asegura un procedimiento metddico por parte
del investigador. Se debe ser especifico acerca de qué variables se han seleccionado y qué relaciones
se asume que existen entre ellas. Segundo, la matematica es una poderosa técnica para relacionar
variables y derivar conclusiones légicas a partir de premisas dadas. Las matematicas, combinadas
con las modernas computadoras, hacen posible el manejo de los problemas que requieren modelos
de gran complejidad y facilita el proceso de toma de decisiones, donde el andlisis cuantitativo es
aplicable.

El andlisis cuantitativo se ha extendido a muchas dreas de las operaciones de negocios de las
empresas y se ha vuelto un modo efectivo de enfocar ciertos problemas de decisién.

Para tomar una decision, se establece el criterio, se seleccionan alternativas, se determina un
modelo para evaluar las alternativas y seleccionar la mejor alternativa.

Las decisiones pueden caracterizarse conforme se toman bajo certidumbre o incertidumbre,
dependiendo de si o no los factores principales se asumen como conocidos. La toma de decisiones
bajo incertidumbre involucra el uso de probabilidades para expresar la probabilidad de eventos
inciertos.

Los problemas de decisién pueden clasificarse como simples (si hay pocas variables importantes),
complejos (si hay muchas), o dindmicos (si las decisiones se interrelacionan con el transcurso del
tiempo).

A continuacion se resume la clasificacion anterior, para ubicar los modelos de inventario que se
abordaran en este curso, respecto a si o no la demanda es conocida.

Variables principales en un problema de decisién

Problema de decisiéon Certidumbre Incertidumbre
Simple Modelos de caso Anélisis de decisién
(drboles de decision)
Complejo Modelos de caso Simulacién
Programacion lineal y entera
Dinamico Modelos de inventario Simulacion
Modelos PERT (trayectorias criticas) Modelos de inventario

Modelos de lineas de espera




1.1 Problemas simples

Todos los problemas son simplificados al construir un modelo para cualquier anélisis. Si de esto
resulta sélo un numero pequeno de factores o variables y relativamente pocas alternativas, entonces
el modelo se denomina simple.

Un modelo de caso o escenario es un modelo de un problema de decisién que se analiza ensayando
una serie de casos (posibles resultados o escenarios) usando diferentes alternativas o supuestos. El
modelo no estd programado para encontrar directamente “la mejor solucién”. En lugar de eso, el
administrador usa el modelo en un proceso de ensayo y error.

Los modelos de optimizacién usan procedimientos matematicos para encontrar la solucién éptima
e incorporan el uso de probabilidades en la toma de decisiones bajo incertidumbre.

1.2 Problemas complejos

Muchos problemas de decisién involucran una gran cantidad de factores o variables importantes, o
pueden tener varias alternativas para considerar. Por ejemplo, el problema de decisién de programar
el suministro de fabricas a consumidores, a fin de minimizar el costo, involucra cientos de variables
y restricciones que pueden tener millones de soluciones.

Los modelos de programacién lineal y entera son las técnicas mas ampliamente utilizadas para
resolver complejos problemas de negocios de este tipo. Usan las técnicas matematicas para encontrar
el mdximo (o el minimo) valor de un objetivo (funcién), sujeto a un conjunto de restricciones.

Simulacién es una técnica para modelar problemas complejos que involucran situaciones con
incertidumbre. Se disena un modelo para reproducir el comportamiento de un sistema. Los modelos
de simulacién usualmente se analizan con el enfoque de estudio de caso por caso (en contraposicién
de la optimizacién).

1.3 Problemas dinamicos

Problemas de decisién dinamicos consideran un tipo particular de complejidad, cuando hay una
sucesion de decisiones interrelacionadas a lo largo de varios periodos de tiempo. Algunos tipos son
los modelos de inventario para determinar cuando solicitar un inventario y qué tantas existencias
se deben tener; PERT o modelos de rutas criticas para la programacién de proyectos y los modelos
de lineas de espera para problemas que involucran trafico o acumulacion.

1.4 Sistemas de soporte para decision

Un sistema de soporte para decisién (DSS por sus siglas en inglés), es un sistema computarizado
integrado disenado para ayudar en la toma de decisiones. Un DSS incorpora generalmente un mod-
elo (alguno de los senalados arriba), y el sistema computarizado desempenia los cdlculos necesarios
para resolver el modelo. Generalmente, es mas que un modelo, incluye ademas una base de datos
que puede emplearse para proporcionar directamente informacién al administrador (o al modelo),
mediante graficas o diversos reportes que son faciles de entender por el usuario. Desde luego que
incorpora también tecnologia computacional para facilitar el anélisis que se requiere en el problema
de decisién o para indagar en la base de datos la informacién requerida.



1.5 Modelacion matematica

Es el proceso mediante el cual un sistema fisico se traduce en un modelo matematico. Esta mod-
elacién considera la naturaleza de la modelacion matematica y el enfoque del proceso de modelacion.
1.5.1 Enfoque sistémico

Ofrece un marco tedrico que permite ver el problema inmerso en un sistema. Se identifican clara-
mente las caracteristicas del sistema que son fundamentales para el problema. El proceso de con-
struccion del modelo matematico puede verse de manera simple como un proceso iterativo de
miultiples etapas. Las etapas principales en la traduccién de un problema del mundo real a la
descripcién matemética segin Murthy and Page (1990, 20) son las siguientes.

1. Formulacién del problema
2. Descripcion matematica
3. Analisis matematico

4. Interpretacion del andlisis para obtener una solucién

Problema del mundo real
Enfoque del sistema

Objetivo del sistema

i Caracterizacion del sistema (paso 1)

[Fomunciono maemtics | > otwormasmiieo |

Validacion (paso 4)
No adecuado
Modelo matemético adecuado

Solucion del problema

-

Figure 1

1.5.2 Flujos de efectivo y valor presente?.

En los problemas que involucran flujos de efectivo en varios anos, como por ejemplo inversiones de
capital que generan flujos en el tiempo, el periodo de tiempo en que se recibe el dinero es un aspecto
importante, de su valor. No es lo mismo recibir 1,000 U.M. ahora que dentro de cinco anos. Si no
se necesita inmediatamente ese efectivo, se podria invertir y tener algo més que 1,000 U.M. dentro
de cinco anos.

Un enfoque general de los problemas relacionados con flujos de efectivo en el tiempo es con-
vertirlos a sus equivalentes en valor presente, usando un descuento o tasa de interés y calcular el
interés compuesto. El valor presente de 1,000 U.M. a cinco anos, recibidos hoy usando una tasa de
descuento del 6% es

1,000

(1+0.6)°

2Adaptado del Apéndice, Capitulo 1, Bonini.



Lo anterior significa que si se invierten 747.26 U.M. en una cuenta bancaria a una tasa de interés
del 6% (compuesta anualmente), se tendran 1,000 U.M. al final de los cinco afios.
En general, el valor presente de una cantidad A, con una tasa de descuento r, recibido en n anos
es
A
(1+r)"

Algunas ocasiones se tienen varios flujos a lo largo de cierto nimero de anos, con la misma tasa.
Por ejemplo, el valor presente de A recibidos al final del ano 1, mas B recibido al final del afio 2 es
A B

Tt 2
(1+m7) (1+m7)

1.6 Andlisis y construccién de modelos de inventario®

Enseguida se hace una definicién de inventario, con el objetivo de hacer un control o manejo
administrativo del mismo.

Definition 1 Un inventario es la cantidad de bienes o materiales en el control de una empresa,
que se mantienen por un tiempo en un estado relativamente ocioso o inproductivo, en espera de un
uso posterior o a la venta.

La definicién anterior sugiere que la existencia de un inventario tiene que ver con dos procesos
el suministro y la demanda. El primero, usualmente precede al segundo y contribuye con bienes
al inventario, mientras que la demanda le sigue y reduce el nivel del inventario. Ambos procesos,
suministro y demanda suelen ocurrir acompanadamente.

La definicién anterior excluye a los oleoductos y gasoductos, porque no satisfacen una demanda
mientras se encuentran en las tuberias. Los bienes se convierten en inventarios cuando se mantienen
sin uso, lo cual no sucede con los ductos en general.

Las funciones de un inventario se pueden agrupar en cinco categorias:

1. Por razones de mercado. Por ejemplo cuando la disponibilidad de un bien proporciona una
ventaja econémica.

2. Para protegerse del faltante de un bien. Debido principalmente a que los procesos de sum-
inistro y demanda fluctian arbitrariamente, se tiene el riesgo de que ocurran faltantes y
ocasionar molestias a los clientes, por ejemplo.

3. Para tener operaciones sin contratiempos. Por ejemplo, con los cambios en la demanda de
productos que se venden por temporadas.

4. Para tener un tamano del pedido, econémico. Lo cual supone hacer una decisién entre el
tamano de un pedido y el nimero de veces que se hace el pedido, en condiciones diversas, por
ejemplo, cuando el precio de los bienes depende del volumen de compra.

5. Para tener un sistema de control del inventario, econémico.

En el control de un inventario, como un proceso de decisién, se destacan las siguientes acciones.

3Bonini, C.P., Asuman, W. H., y Bierman, H. Jr. Quantitative Analysis for Management. Chicago: McGraw
Hill. IRWIN Series, 1997(9), capitulo 1.



1. Establecer el criterio a usarse. Por ejemplo, minimizar los costos por mantener un inventario.
2. Seleccionar un conjunto de alternativas para consideracién.

3. Determinar el modelo a usarse y los valores de los pardametros del proceso. Por ejemplo, en
una cadena de suministro, los costos variables por mantener una unidad en inventario son

Costos variables = K (costo unitario por ordenar) + h(inventario promedio)

Los parametros K y h, deben determinarse para utilizar el modelo.

K = costo unitario por ordenar

=
\

costo unitario por mantener

4. Determinar qué alternativa optimiza (es decir, produce el mejor valor), segin el criterio es-
tablecido en el punto 1.

1.7 Componentes basicas de un sistema de inventario

El inventario existe porque las tasas de suministro y demanda difieren, generalmente, y cuando se re-
quiere disponer de los bienes involucrados, almacenados en algiin lugar. Dichas tasas se representan
como

s(t),d(t)

respectivamente. El nivel del inventario resultante, de los procesos de suministro y demanda, lo
representamos con

Q)

Una manera de relacionar las tres cantidades anteriores es mediante la expresién

Q(t):Q(0)+/O s (r) — d ()] dr

Los costos y beneficios relacionados con un inventario son los costos por almacenar una unidad
de ese inventario h, por unidad de tiempo; los costos por faltantes p, por unidad de tiempo; los costos
por colocar o hacer un pedido K, ordenar, o simplemente los costos por ordenar; los costos por
comprar, cuando se tienen descuentos en funcién del volumen del pedido y los costos por el sistema
de inventario, que dependen de la cantidad y calidad del esfuerzo realizado hacer administrar el
inventario.



1.8 Clasificacion de los sistemas de inventario

De acuerdo a la forma en cémo ocurren los procesos de suministro y demanda, se da la clasificaciéon
siguiente

Inventario Suministro Demanda Valor
Clase Q(t) s(t) d(t) dof?ar
I Materias primas suministrador produccién 25
11 trabajo en proceso produccién produccién 25
11T bienes terminados  produccién mayorista 19
v mayoreo manufacturador minorista 12
A% menudeo mayorista consumidor 19

1.9 Ejemplos?

Example 2 Computronics es un fabricante de calculadoras, actualmente fabrica 200 semanales.
Una componente para todas las calculadoras es una pantalla de cristal liguido (PCL), que la compania
compra a Display, Inc. (DI), a 1 U.M. por PCL. La administracion de Computronics quiere evi-
tar cualquier escasez de PCL, ya que esto interrumpiria la produccion, DI garantiza un tiempo
de entrega de % semana en cada orden. La colocacion de cada orden se estima que requerird de
una hora de tiempo de empleado, con un costo directo de 15 U. M. por hora mds gastos indirectos
de otras 5 U.M. por hora. Se ha hecho una estimacion de que el costo anual por capital ocupado
en el inventario de Computronics es 15% del valor del inventario. Otros costos asociados con el

almacenamiento y proteccion de las PCL en inventario ascienden a 5% por PCL por ario.

Example 3 Kenichi Keneko es el gerente de un departamento de fabricacion que usa 400 cajas de
remaches al ano. Para mantener bajo su nivel de inventario, Kenichi ha estado pidiendo unicamente
50 cajas cada vez. Sin embargo, el proveedor de remaches le ofrece un descuento por pedidos de
volumenes mds grandes de acuerdo con la siguiente lista de precios.

Categoria de Descuento Cantidad Comprada Precio (por caja)

1 1a99 850 UM.

2 1002 99 8.00 UM.

3 1,0006 mas 750 UM
Figure 2

La compania usa una tasa anual de costo de mantener de 20% del precio del articulo. El costo
total asociado con la colocacion de un pedido es 80 U.M. por orden.

Example 4 Jennifer’s Donut House vende una gran variedad de donas, una de las cuales es la
dona suprema que es de tamano gigante, estd rellena de zarzamoras y estd cubierta de chocolate
con turron. FEsta es una dona gigante que comparte toda la familia. Puesto que la masa requiere
de mucho tiempo para esponjarse, la preparacion de estas donas comienza a las 4:00 de la manana,
de modo que la decision de cudntas preparar tiene que tomarse antes de saber cudntas se van a
necesitar. El costo de los ingredientes y de la mano de obra requerida para preparar cada una de
estas donas es 1 U.M. Su precio de venta es 8 U.M. cada una. Todas las donas que no se venden ese
dia se venden a una tienda de descuento de la localidad en 0.50 U.M. Durante las ultimas semanas,

4Tomados de Hillier, F., Hillier, M. and Lieberman, G. (2000) Introduction to Management Science: A Modeling
and Case Studies Approach with Spreadsheets. Boston: Irwin McGraw-Hill.
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se registro el niumero de estas donas vendidas en 3 U.M. En la siguiente tabla se resumen estos
datos.

Numero Vendido Porcentaje de Dias

10%

0
1
2
3 30
4
5

Figure 3

1.10 Modelacion de decisiones para ordenar

Un modelo es una aproximacién a una realidad, por lo que su valor se concentra en la medida en que
nos permite hacer decisiones eficaces de manera eficiente. Para el logro de ese valor, un modelo debe
captar suficientemente la esencia de esa realidad, sin demasiado esfuerzo y costo. Una medida de
ese valor es la suma de los costos asociados con el uso del modelo. Estos costos caen naturalmente
en dos categorias. Los costos controlables, aquellos en los que se incurre cuando se desarrolla, usa
y mantiene un modelo, los cuales estan relacionados con el tiempo de los analistas, la recoleccién
de datos, el procesamiento de datos, entre otros. En la construccion de un modelo, se prefiere
aproximar los costos controlables, de la manera mas simple posible, para evitar que se nos escapen
de la mano. Los costos resultantes son aquellos en los que se incurre como consecuencia del uso del
modelo y ellos incluyen costos relacionados con el inventario tales como los costos por mantener,
por faltantes y por ordenar. Graficamente, la relacién entre los costos controlables, resultantes y
totales, se muestra en la siguiente gréfica

y \Cosfos totales ,,/ i
] - /

P
+.. Costos resultantes ,/ Costos
T — cantralables

Figure 4

1.11 Modelacién del comportamiento del suministro y la demanda

La actividad més importante en el desarrollo de un adecuado modelo de control de inventario es
describir las consecuencias fisicas de tomar una decision de control. El control principal sobre un



inventario incluye una actividad de suministro, de modo que los términos control y suministro, se
relacionan estrechamente. La diferencia es que el suministro ocurre como resultado de una decisién
de control. De ahi que, en lo sucesivo se considerard una decision de ordenar, como sinénimo de
una decision de control.

Para modelar el comportamiento del suministro es necesario relacional el suministro actual
con la decisién de ordenar. Las dos cantidades generalmente difieren en magnitud y/o tiempo de
realizacién. La mayoria de los modelos de inventario, asumen que la cantidad suministrada es
igual a la ordenada. El tiempo de suministro o abasto generalmente tiene retraso con relacién al
tiempo de colocacién de una orden o pedido, por dos razones, por la colocaciéon de una orden y
por la rapidez en que se realiza el suministro. Respecto a la primera razén, una orden o pedido se
hace después de varias actividades se ejecutan, como hacer papeleo, tener los materiales a la mano,
transportar materiales, entre otros. Todos los retrasos asociados a las actividades anteriores, se
consideran juntos en una variable denominada tiempo de retraso, en el suministro de una orden,
(L). Esta variable puede tratérsele como constante o aleatoria o bién, ignorarse. Si el tiempo de
retraso es apreciable, el tiempo para tomar la decisién de ordenar, puede considerarse como una
decision, dependiendo cuando la orden de suministro solicitado deberia llegar, en lugar de cuando
deberia colocarse una orden. Esta convencién no es del todo satisfactoria en los casos en que la
demanda tiene una gran variabilidad aleatoria.

La segunda razon del porqué el sumistro no coincide, en tiempo, con una decisiéon de ordenar es
que la rapidez del suministro es finita. Como el caso, en que la orden es una orden de produccién
en lugar de una orden de compra. De nuevo, los tiempos de retraso, entre la colocacién de la orden
de produccioén y el inicio de la produccién, usualmente se ignoran, a pesar de que se pueden incluir
en el modelo.

Mientras que el suministro se suele modelar como cantidades conocidas, es decir, con certidumbre
y con base en la cantidad a ordenar, la demanda frecuentemente no se le trata de esa manera. En
la siguiente seccion, se aborda el tratamiento de la demanda como una cantidad conocida, esto es
con certidumbre. Por ejemplo, la materia prima o los insumos que se requieren para las actividades
de manufactura, tienen demanda conocida en la medida en que se conoce la calendarizacién de
la produccién. Atun en esta situacion, hay que tener en cuenta la variacién que podria deberse a
diversos acontecimientos como problemas de calidad, tolerancia para los desechos y cambios en la
ingenierfa. El grado de prediccién es el que determina las decisiones de modelacién para manejar
demandas futuras como conocidas o no. El grado de prediccién no se pretende que sea una cantidad
definida precisamente. En los casos en que se usan y monitorean, pronésticos de la demanda, un
grado alto de predicciéon correponde a un bajo grado de error en el prondstico y viceversa. Es
importante dejar claro que la caracteristica de no predicciéon o incertidumbre no es sinénimo de
variabilidad. La demanda puede mostrar una gran variabilidad, sin embargo ser predecible, como
en el caso de la demanda de la renovacién de placas de circulacién. Es la variacién aleatoria en la
demanda la que causa que las demandas futuras sean impredecibles.

De lo anterior, las demandas para periodos futuros, se consideren cantidades conocidas o vari-
ables aleatorias. Puesto que la demanda usualmente es la tinica cantidad, tratada como una variable
aleatoria en un modelo de decisién para ordenar, o los posibles tiempos de retraso, los modelos de in-
ventario correspondientes, se le denominan deterministicos si la demanda se le trata como conocida
y probabilistico o estocastico si la demanda se modela como una variable aleatoria.

En un modelo determinista, la demanda puede considerarse constante o variable. En el caso
variable, la demanda puede variar continuamente, en cada punto del tiempo considerado, o bien
como variable periédicamente. En este tltimo caso, el horizonte de estudio se divide en intervalos
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de tiempo, llamados periodos. Si la demanda se considera constante, la distincién entre la tasa de
la demanda y la demanda por periodos, se reduce a una diferencia entre las unidades de tiempo
consideradas. Obviamente, no hay diferencia entre una demanda semanal de diez unidades y una
de 20 unidades por dos semanas.

En los modelos estocésticos, se prefiere el enfoque periédico para expresar la demanda, sobre
el enfoque continuo de la tasa de la demanda. Lo anterior se debe a que conceptualmente es es
mucho maés directo, tratar la demanda por unidad fija de intervalo de tiempo o periodo, como una
variable aleatoria en lugar de la tasa de la demanda Una tasa de demanda aleatoria con variacién
continua, puede generar calculos de los niveles de inventario sumamente complejos. De ahi que en
los modelos estocasticos de inventarios, se asigna a la demanda por periodos, una distribuciéon de
probabilidad, como una normal o una uniforme, por la disponibilidad de sus valores.

10



Part 11
MODELOS DETERMINISTICOS CON
UN ARTICULO

Una decisién para ordenar cierta cantidad de un articulo, toma en cuenta politicas preestablecidas,
por ejemplo que la cantidad a ordenar es de 20 unidades, y que la orden se hara o colocara, cuando el
nivel del inventario llegue a 5 unidades. Entonces, si una medicién u observacion de ese inventario,
produce una informaciéon de 10 unidades, en un momento determinado, no se hard una orden.
Este tipo y otros de politicas de control de inventarios, suelen permanecer invariantes en periodos
determinados y las decisiones de ordenar suelen cambiar conforme cambia el nivel del inventario,
requerido.
Es importante subrayar las siguientes convenciones:

1. El gasto del inventario se muestra usualmente como si ocurriera continuamente. De ahi que,
los retiros del inventario se suavizan, es decir, se convierte a una tasa de retiro. y las unidades
del inventaro se consideran divisibles tanto como sea necesario.

2. El inventario disponible se representa por una linea sdlida, el inventario ordenado con una
linea punteada. La cantidad ordenada es la distania vertical entre la linea sélida y la punteada.

A continuacién se resumen varios modelos de inventario, de manera gréfica, en el eje horizontal
se registra el tiempo y en el vertical, el nivel del inventario.

T

54

4_ \
Q3

o NN

0 2 4 6 & 10 12 14
Figure 5: Demanda constante, sin faltantes, entrega inmediata

Los modelos deterministas también se pueden clasificar de acuerdo a la tasa de produccién y a
los supuestos sobre faltantes, como sigue

Modelo | Tasa de produccién | Costo por faltante
I Finita Finito
11 Finita Infinito
111 Infinita Finito
v Infinita Infinito
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Figure 7: Demanda variable, entrega inmediata

2 Modelo con entrega inmediata, sin faltantes y costos de
adquisicién fijos

El propésito del modelo de lote econémico EOQ, es elegir la cantidad a ordinar que sea més
economica. Bajo los supuestos de entrega inmediata, sin faltantes y costos de adquisicion fijos, la
lnica variable es la cantidad a ordenar @, el nimero de unidades ordenadas o pedidas, ya sea por
medio de compra o produccién, que abastece al inventario cuando se debe de reabastecer. Asi,
cuando el inventario llega a 0 y se reabastece inmediatamente, el nivel del inventario salta de 0 a
Q.

Con una tasa de demanda constante, el nivel del inventario diminuye con el paso del tiempo, a

esa tasa hasta que el nivel llegue a 0 y de nuevo se reabastece.
Entonces el objetivo es seleccionar () de modo que se minimice el

CTV = costo total variable

En este costo se excluye el costo del producto, porque éste es un costo fijo. Tampoco incluye costos
por faltantes, puesto que no se permiten faltantes. De ahi que

CTV = costo inicial anual + costo por mantener anual
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Figure 8: Con tiempos de retraso en el suministro
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Figure 9: Con ventas perdidas, sin acumulacién de pedidos

donde
costo inicial anual = K X numero de inicios o preparaciones anuales
costo por mantener anual = h X nivel promedio del inventario
y
K = costo inicial cada vez que ocurre un pedido
h = costo unitario por mantener el inventario

El patrén de niveles de inventario a través del tiempo, supuesto para el modelo bésico del EOQ),
con @ la variable de decision es

Por ejemplo, el numero de inicios o colocaciones de pedidos, es 6 en un ano, cada dos meses y
que el nivel promedio del inventario es 2, entonces

CTV =6K +2h

Si se cambia la cantidad ordenada ) = 4, cambiard el CTV, por lo que que se desea encontrar el
Q@ 6ptimo que minimice el CTV.
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Figure 10: Con-ventasperdidas; sin acumulacién de pedidos

En general, el nimero de inicios o colocaciones de pedidos es

tasa de demanda anual _ D

Nimero de inicios por ano= =
cantidad a ordenar Q

y el nivel promedio del inventario

nivel maximo + nivel minimo

2

Nivel promedio del inventario =
Q+0
2
Q

2
Por lo que, el costo total variable es

D Q
TV = K— —
cTvV Q+h2

El lado derecho de la relacién anterior expresa que el costo inicial anual y el costo por mantener
anual varfan con la cantidad ) a ordenar. El costo inicial disminuye conforme () aumenta porque

dicho costo es el producto de la constante K D y el factor variableL.

En cambio, el costo por mantener anual aumenta proporcionalmente cuando Q aumenta, porque

dicho costo es el producto de la constante % y el factor variable Q.

La relacion entre el costo total variable, el costo inicial anual y el costo por mantener anual, se

muestra graficamente como sigue

Para cada valor de @, el valor en la curva del C'T'V es la suma de los valores de las dos curvas
inferiores, asi que el valor de @ que da el valor minimo del C'T'V, es el punto donde los costos por
ordenar y por mantener son iguales, esto es en el punto de interseccién de ambas curvas, a este
valor se le representa por Q* y se determina expresando algebraicamente la relacién de igualdad.

Q D
hy =Kg

. [2KD
=y
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Figure 11: Con-ventas-perdidas; sin acumulacién de pedidos

donde

D = tasa de demanda anual
K = costo inicial por ordenar
h

= costo unitario por mantener

esta es la férmula de la raiz cuadrada para el calculo del nivel éptimo del inventario.

También se obtiene Q*, utilizando el criterio de la segunda derivada®, el cual permite obtener
el valor critico que minimiza a la funcién C'T'V. Derivando al C'T'V, con respecto a @

, D h
cCTV =—-K— + —
@3

se encuentra el valor critico de @, resolviendo la ecuacién

D h
K= -
0z + 5 0
es decir,
. 2KD
Q===

La decisién de ordenar el EOQ = Q*, produce el valor minimo de los costos totales variables

s_ gD Q"
CTV® = K o+ heg

5La segunda derivada de la funcién CTV, respecto de Q,

D

Ko

siempre es positiva, por ello la funcién CT'V es convexa y alcanza su minimo local y global en Q*.
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donde

costo inicial anual = K 0 U.M.
Q*

costo por mantener anual = h 5 U.M.
, . - D
nimero de érdenes al ano = o

1 *
periodo entre dos érdenes consecutivas = —- = 5} (fraccién de un afo)

Q*

Example 5 Considere una demanda de 60,000 unidades al anio. La tasa de demanda mensual es
de 5,000. La demanda anual se satisface con la acumulacion de 5,000 unidades mensuales, durante
doce meses. De ahi que se represente graficamente la situacion como sigue.

3 Modelo con tiempo de entrega constante, faltantes con-
vertidos en ventas pendientes y costos de adquisicion fijos

El comportamiento del inventario bajo los supuestos de demanda constante conocida y entrega in-
mediata, y con la politica de que se aceptan faltantes convertidos en ventas pendientes, graficamente
es

15 \ , \ ‘ .
] \ \
Figure 12: Con tiempos de retraso en el suministro

Los componentes del costo total variable son tres, los costos anuales por ordenar, los costos
anuales por mantener y los costos anuales por faltantes.
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D
Costo anual por ordenar = K —

Q
Costo anual por mantener = h (Q ; S> <QCE S>

= h X nivel promedio del inventario positivo x fraccién de tiempo respectivo

Costo anual por faltantes = p (g) (g)

= p x nivel del faltante promedio x fracci 6n del tiempo cuando ocurre el faltante

De ahi que, la funcién del costo total variable, depende de las variables Q y S.

D (Q-95% $*
OTV(Q,S)—KQ+h72Q P50

Obtenemos el éptimo de CT'V, derivando parcialmente respecto a Q y a S.

aCcTV _KBJF@z(Q—S)Q—(Q—S)Q_Qg_—2KD+hQ2—(h+p)S2
oQ Q* 2 Q? 2Q? 2Q?

ocTV Q-85 S _-h(@Q-8)+pS _—hQ+(h+p)S

o5 Q@ "o~ Q - Q

Igualando a cero cada los lados derechos de las expresiones anteriores y simplificando, obtenemos
el sistema

Izc22—(fL+p)S2
—hQ+ (h+p)S

De la segunda ecuacion, resolvemos para S,

2KD
0

h
S=—
h+pQ
Sustituimos S en la primera ecuacién y resolvemos para
h 2
292
hQ? — Zf = 2KD
p
h2
(h— P >Q2 = 2KD
p
hp o
p
Q* = MQKD
hp

o _ [rep [2KD
P h

17



Los valores criticos

[h+p [2KD h
* — ==, S*=—__" _(Of
@ P h h—l—pQ

son 6ptimos porque la matriz hessiana

2KD+(h+p)S® _ (h+p)S
QS 2
_ (hip)S h+p
Q? Q

es positiva definida, cuando @ = Q* y S = S*.
El méximo nivel del inventario es

|

« _or_ | P [2KD
@ -5 = h+p h

Exercise 6 Los clientes de una tienda de muebles para oficina demandan en promedio 6000 sillas
al ano. Cada vez que se hace un pedido se incurre en un costo de 1,000. El costo anual por mantener
una silla es del 20 por ciento de su costo, 100 (U.M.). Transcurre un dia entre la colocacion del
pedido y el suministro. Si se permiten faltantes y se tiene un costo de 80 (U.M.) por el faltante de

una silla durante un ano, responda lo siguiente:

1. ;Grdficamente, como se comporta el inventario de sillas?

2. Cada vez que se hace un pedido, ;cudntas sillas se deben pedir, si se quiere minimizar el costo

total variable?

¢ Cudl es el costo total variable dptimo?
¢ Cudntas sillas se deben pedir al ano?
¢Cada cudndo?

Determine el punto de reabastecimiento.

A N A

= 360 dias)

Si el tiempo de entrega fuera de cinco dias, scudl seria el punto de reabastecimiento? (un ano

4 Modelo con descuento por cantidad

Suponga que los costos totales de adquisicién de las unidades de un pedido @, consisten de costos
fijos A y costos variables ¢, por categoria de descuento, entonces los costos totales de adquisicién

son

A+ @
donde

Cr < Ck—1
y

br—1 < Q < by
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Figure 13: Categorias de descuentos

parak=1,...,7.
bo es la minima cantidad que puede ordenarse y b;, es la méxima cantidad a ordenar, la cual
generalmente no es limitada. Una gréafica para la cantidad ordenada y los descuentos es la siguiente
El costo anual promedio en funcién de la cantidad a ordenar, para cada categoria es

D
CTV, (Q) =cD+ K— + ickg

Q 2
para,
br—1 < Q < by
y
k=1,....]
Minimizando a CTVj, (Q), obtenemos
K
Q= :
1CE

No todos los éptimos (relativos) pertenecen a la k-ésima categorfa, [bgy_1, b, de ahi que la regla de
decision es

Si Cantidad 6ptima a ordenar
Q1 < br_1 br—1
br—1 < Q < by Qk
b, < Q7 b,

El costo total anual promedio es
CTV (Q") = mkinCTVk (@)
donde
Q*

es el tamano del lote 6ptimo global.
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Figure 14: Costos totales variables para tres categorias

Example 7 La grdfica de CTV (Q), consiste de los segmentos de curvas sdlidas, que corresponden
a tres categorias de descuentos. Los puntos minimos de la primera y tercera categoria, estin en
los extremos superior e inferior de la categoria, respectivamente. El CTV minimo, para la seqgunda
categoria, se encuentra en Q5

Example 8 Un productor compra grandes cantidades de una pieza para un proceso de ensamblado.
Quiere comprar un lote de tamano constante y no quiere tener faltantes. Determine el tamarno
dptimo del lote, conforme a la siguiente informacion.

1.

2.

Demanda anual de 300,000 unidades

Costos por pedido de 80 U.M., del productor

. Costos anuales por el interés, seguro e impuestos sobre la inversién por el promedio del

inventario, de 20% del valor promedio del inventario

Costos por mantener, 10 centavos por mes, con base en la cantidad promedio retenida

. Precio del vendedor por venta registrada, de un cargo fijo de 20 U.M. por orden, més un cargo

por unidad de acuerdo al tamano del pedido, conforme a la siguiente tabla de precios

Tamario del pedido  Costo unitario variable (U.M.)

0<Q < 10,000 1.00
10,000 < Q < 30,000 0.98
30,000 < Q < 50,000 0.96

50,000 < Q 0.94

Para resolver el problema, obtenemos la funcién de costo total anual, tomando en cuenta que
los costos fijos por pedido son de 100 U.M., la suma de los costos del productor y del cargo fijo del
vendedor, y los costos por mantener de 1.20 U.M., por ano por unidad, de inventario promedio.

Cuando

br—1 < Q < by
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el precio es ¢i y el costo promedio anual es

300,000
CTV; (Q) = (80-+20) =25 -+ (300.000) i + [(0:20) i + 1.20) %
donde
k=1,2,3,4,
El @ 6ptimo en la categoria k es
0 — 2(100) (300, 000)
ke = 1.20 + 0.20c¢y,
60
= 1 -
, 000 1.20 + 0.20c¢g
Substituyendo los datos por categoria se obtiene
Ck Condicién Cantidad 6ptima a ordenar
1.00 @7 = 6546.536707 < by = 10,000 6,547
0.98 @3 = 6555.908990 < b; = 10,000 10,000
0.96 @3 = 6565.321643 < by = 30,000 30,000
0.94 @} = 6574.774955 < by = 50,000 50,000
Ahora, calculamos los costos para los lotes éptimos

Q5 CTV (Q;) UM.

6,547  309,165.15

10,000 303, 980.00 minimo

30,000 309, 880.00
50,000 317, 300.00

Por lo tanto, el lote 6ptimo es @* = 10,000 unidades.El tiempo promedio entre dos érdenes
consecutivas es de

Q* 10,000  _  _
= =.03d
D~ 30,000 ¢ ano
es decir,
8.3 dias

Exercise 9 Cada ario una tienda vende 10,000 cajas de refrescos y el administrador quiere deter-
minar cudntas cajas debe pedir cada vez y con qué frecuencia, a fin de minimizar sus costos. El
costo por procesar cada pedido es de 5 (U.M.) y el costo por tener una caja en inventario durante un
ano es 20 por ciento del precio de compra. El proveedor de los refrescos ofrece la lista de descuentos
de la tabla siguiente.

Numero de cajas solicitadas () | Precio por caja (U.M.)
Q < 200 1.40
200 = @ < 400 4.20
Q > 400 4.00
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5 Modelo con descuentos incrementales

El modelo con descuentos anterior se aplica el descuento a todas las unidades, porque el precio
asociado con el intervalo se aplicé a todo el nivel del inventario (), de unidades compradas. Otra
situacién se da cuando se tiene una tabla de descuentos que se aplican solo a las unidades que estan
en un determinado intervalo. Es decir, si by = 0, las primeras b; unidades tienen un costo de ¢;
U.M., cada una, las siguientes (b2 — b1) unidades, un costo de cs cada una y asi sucesivamente, con
€1 > cg > -+ > c¢j, este comportamiento con descuentos se denomina incremental.®

El costo total variable por adquisiciéon de @ unidades, es

c@) = ick(bk*bk—l)Jer(Q* j—1)
k=1

= C(bj-1) + ¢ (Q —bj—1)

donde
bj—1 <Q < by

Gréficamente, el costo total variable, de adquisicién, se comporta como

]

\

H

5

\\\
\

fe]
.
o O

"~

.

o
a

b3 L]

Figure 15: Descuentos incrementales

El costo total anual promedio es
CTV (Q) = CTV; (Q)

si

blj_1§Q<b]‘
donde
o - D [c@]e
CTV@ = Usc@ig+i| Gl |
= A+ C o)+ Q- g+ 5 C )+ (@ by)

SHadley, G. and Whitin, T.M. (1963) Analysis of Inventory Systems. N.J.: Prentice-Hall. Citado en Johnson, L.
and Montgomery, D. (1974) Operations Research in Production Planning, Scheduling and Inventory Control. N.Y.:
John Wiley and Sons, Inc., p. 42)
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con A costos fijos e i la tasa de interés sobre el valor promedio del inventario.

La cantidad £ , representa el precio unitario promedio y se usa para encontrar el valor prome-
dio del inventario. La relacién anterior, asume que no hay faltantes y que es posible adquirir
cualquier cantidad de unidades.

El costo total anual promedio se comporta como

Figure 16: Costos totales variables para descuentos incrementales

Para encontrar el tamano éptimo del lote a ordenar, se calcula para cada k=1,...,j

Q0 = \/QD [A+ C (bk—1) + crbi—1]
R = .

1CE

Si b1 < QY < by, calcule CTV, (Qg). Escoja el tamafio 6ptimo del lote Q*, como Q9 que produce
el minimo CTV}, (QY).

Example 10 Suponga que la lista de precios

Tamano del pedido  Costo unitario variable (U.M.)

0<Q < 10,000 1.00
10,000 < @ < 30,000 0.98
30,000 < Q < 50,000 0.96

50,000 < Q 0.94

es una del tipo de descuentos incrementales. Con un costo unitario mensual, por mantener de 0.10
U.M. Entonces el costo total anual es CTV}, cuando bj_1 < Q < b;, donde

300,000
Q
[C(bj-1) +¢; (Q—bj—1)] + 1-20%

CTV;(Q) = [100+C (bj_1)+¢; (Q—b;_1)]

0.20
2

El dltimo término, es el costo por almacenar, calculado sobre el inventario promedio. Para cada j,
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se obtiene

J_¢ b C(b;) =S4y ck (b — br1) C(Q)=C(bj—1)+¢; (@ —bj—1)
1 1.00 10,000 C (b1)= ¢ (b1 — by) = 10,000 0+10=0
2 0.98 30,000 C(bs)=ci(by—bo)-+rea (b —br) [0+ 151] +0.98 [Q — b1] = 200 + 0.98Q
= 10,000 -+ 0.98 (20, 000) = 29, 600
3096 50,00  C(bs) =2,k (b — br_1) = 48,800 200 + 0.98by] +0.96 [Q—by] = 800 + 0.96Q
14094 — [800 + 0.96b3] +0.94 [Q—bs] = 1800 + 0.94Q

Usando los datos, obtenemos

cTvV(Q)=

CT%@m=§%¥l+mmmm+omQ si0 < Q < 10,000
CTV, (Q) = 2U%) | 994 020 +0.698Q  si 10,000 < Q < 30,000
am@@)=§%¥3+2%ﬁw+nﬁ%Q si 30,000 < Q < 50,000
CTV, (Q) = w + 282,180 4+ 0.694Q si 50,000 < Q

los éptimos” de cada CTV; (Q), son

Q7
@3
Q3
@1

Las curvas CTV; (Q), para cada j =1,2,3,4 son

6,547
11,355
19, 696
28,659

Figure 17: Costos totales variables para descuentos incrementales

Los dptimos Q% y Q%, no pertenecen a la categoria donde los CTV3 (Q) y CTVy (Q), se aplican,
respectivamente, de ahi que no se les tome en cuenta para determinar el tamano del lote optimo.

7Se obtienen los éptimos de las funciones CTVj, para j = 1,2,3,4, usando la derivada de cada funcién.
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El lote dptimo se determina con QF y Q5. Los costos anuales promedio, de esos lotes dptimos, son

30 (109)
CTV (6,547) 5 517 300,000+ 0.70(6,547) = 309,165.15 (U.M.)
90 (10%)
CTV2(Q) = 735 294,020+ 0.698 (11,355) = 309, 871.81 (U.M.)

Por lo tanto, el tamano del lote optimo es 6,547 unidades. El numero de érdenes es 46, el tiempo
optimo entre dos drdenes consecutivas es 0.022 de ano, esto es, cada 8 dias (ario de 365 dias).

6 Modelo de inventario para produccién

Una de las suposiciones del modelo basico FOQ es que la cantidad a ordenar que abastecera al
inventario se recibe toda en un momento dado, lo cual suele presentarse con minoristas o may-
oristas. Sin embargo, una situaciéon diferente se encuentra en la produccion de articulos, cuando
se reabastecen sus productos terminados y los inventarios de articulos intermedios se reabastecen
gradualmente al completarse corridas intermintentes de produccién interna. Suponiendo que una
corrida de produccién toma un periodo de tiempo significativo y que los articulos producidos se
transfieren al inventario conforme son terminados, en lugar de que se transfieran todos juntos, al
final de la corrida. El modelo EOQ con reabastecimiento gradual es adecuado para esta situacion.

Este modelo supone que el patrén del nivel del inventario a lo largo del tiempo es como el de la
figura siguiente

Figure 18: Reabastecimiento gradual

Cuando una corrida de produccién esta en ejecucién, el inventario se reabastece gradualmente
conforme a la tasa de produccién R mientras que el inventario se reduce, conforme a la tasa de
demanda D. Cuando el inventario llega a cero, se inicia otra corrida de produccién, y asi sucesiva-
mente. En este contexto, la cantidad a ordenar @, es el nimero de unidades a producirse durante
la corrida, denominado tamano del lote de produccién. Los supuestos del modelo basico FOQ, se
mantienen con excepcién del reabastecimiento:

1. Demanda con tasa constante

2. Una corrida de produccién se programa para que inicie cada vez que el nivel del inventario
llega a cero, para reabastecer el inventario con una tasa constante a lo largo de la corrida
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3. No se permiten faltantes planeados

Sea R > D, en caso contrario no se podria satisfacer la demanda, entonces en el instante %

se habran producido ) unidades. En este momento, la corrida de produccién se completa y el
inventario disminuye a una tasa de D, unidades por ano hasta que el inventario es cero, lo que
ocurre cuando el tiempo es %. Suponiendo que los costos de produccién son independientes del

tamano de la corrida, se quiere determinar el valor de () que minimiza

costo de preparacién  costo por mantener
CTV = Prep + P

ano ano
El costo de preparaciéon anual es

costo por pedido ciclo\ KD
ciclo afio /] Q

Dado que la demanda ocurre a una tasa constante, el nivel del inventario promedio es un medio del
nivel de inventario mdximo, lo cual ocurre en el instante % y es % (R — D), entonces

1
nivel del inventario promedio = 5% (R—D)
y
costo por mantener h(R -D)Q
ano B 2R

Por lo tanto,
KD (R-D)Q
CTV = h
o "R

1/2
Tamano 6ptimo de corrida ( 2KD / 2KDR _\'*
man P I'T1 = m = 7_
ME-D) h(R— D)

Se ejecutan % corridas al ano para satisfacer la demanda anual de D unidades.

. . . - 1/2
La expresién anterior se reformula usando la férmula basica FOQ = (%) /

1/2
) EOQ

Lo que expresa que conforme se incrementa R, la produccién ocurre a una tasa mas rapida. De ahi
que, para R grande, el modelo de tasa continua para el reabastecimiento, tiende a la situacién de
entrega inmediata del modelo EOQ, puesto que

, COMO

Tamano éptimo de corrida = | ——
P (R—D

Am e p !

es decir, que el tamano 6ptimo de corrida de produccién para el modelo de reabastecimiento continuo
o gradual tiende a FOQ.
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Example 11 Una empresa produce 10,000 unidades para un proceso de produccion. Cada una con
un costo de 2,000 U.M. La planta de la empresa tiene la capacidad de producir 25,000 unidades
por ano. El costo de preparacion de una corrida es de 200 U.M. El costo anual por mantener es
de 25 centaveos; por U.M. de inventario. Determine el tamano dptimo de la corrida de produccion
s Cudntas corridas de produccion se hacen al ario?

Solution 12 Los datos relevantes son

R = 25,000 unidades por ano

D = 10,000 unidades por ano

h = 0.25(2,000) = 500 U.M./unidad/ano
K = 200 U.M. por corrida de produccion

Suponiendo que una corrida de produccion inicia en el tiempo 0, la variacion del inventario con
respecto al tiempo se describe con en la siguiente grdfica

400001
20000 / ko
al /

200001 /

100004

—_—

0 5 1 15 0

—

Figure 19: Ejemplo de reabastecimiento gradual

Usando la expresion para el tamano optimo de corrida y los datos del ejemplo, se obtiene

2 (200) (10, 000) (25, 000
500 (25,000 — 10, 000)

1/2
Tamanio optimo de corrida = ( )> = 115.4700539

Se hardn
D 10,000

a = 1154700539 — 86.60254033 corridas de produccion cada ano

Exercise 13 Una empresa produce 100 articulos por dia. El costo de preparacion para una corrida
de produccion es de 500 unidades monetarias (U.M.). El costo de tener un articulo en inventario,
durante un ano, es de 200 (U.M.). La demanda de los clientes es de 2,000 articulos por mes (un
mes = 30 dias y 360 dias = un ano) sCudl es el tamano dptimo de una corrida de produccion?
¢ Cudntas corridas de produccion se deben hacer por ano?

8Tomado de Winston, W. L. (2005) Investigacién de Operaciones. Aplicaciones y algoritmos. México: Thomson,
4a. edicién, p. 867.
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7 Modelo dindmico’®

Cuando la demanda cambia conforme el tiempo transcurre, el problema de planeacién del inventario
asociado, se dice que es dindmico. Los casos anteriores se trataron de manera estatica, bajo el
supuesto de que la tasa de la demanda es constante y conocida. Ahora se analiza el problema de
determinar el tamano 6ptimo a ordenar, con demanda determinista y dinamica.

Sea T la duracién del horizonte de planeacién, finito, en el cual los lotes se agregan al inventario
en tiempos arbitrarios durante ese periodo. Considérese una politica de faltantes no permitidos.
Cuando la tasa de la demanda en el tiempo ¢, ¢ (t), no es constante a lo largo del tiempo, ya no
es Optimo tener todos los lotes del mismo tamano, por lo que se introduce una nueva variable que
contabiliza los lotes que ocurren en un periodo

n = ntmero de lotes suministrados durante el periodo [0, T

Los parametros y variables relevantes son

= tamafo del lote por agregarse al inventario en el tiempo ¢;

Qj
A = costo fijo asociado con el suministro de un lote
¢ = costo unitario variable de adquisicién
h

= costo unitario por mantener por unidad de tiempo

D(t) = demanda acumulada en el intervalo [0, t]
I(t) = nivel del inventario en el tiempo ¢
El problema consiste en escoger n lotes de tamanos @1, Qo,...,Q,, los cuales se agregan al
inventario, en los tiempos t1,ts,...,t,, respectivamente, para minimizar

CTV, =nA+cD (t)+ H,

donde
nA total de costos fijos asociados al suministro
eD (t) costo total variable por suministrar
H, costo total por mantener el inventario en el horizonte de planeacion

Nétese que n es una variable de decisidn, asi como {t;} v {Q;}, respecto a estas variables el término
¢D (t), es constante, por lo que se omite de la discusién siguiente.
El nivel del inventario, en el tiempo t, esta dado por la expresion

J
It)=1(0)+> Qi—D(t)
i=1
donde
tpst=tjn

para
i=0,1,....n

9Tomado de Johnson, D. and Montgomery, D. (1974) Operation Research in Production Planning, Scheduling,
and Inventory Control. New York: John Wiley & Sons, pp 71-74
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t() =0 y tn =T
Con una politica éptima se tendrd inventario cero en los tiempos t1,ts,...,t,, porque si consid-
eramos el tiempo ¢;, antes de que el lote se agregue al inventario, I (¢;) > 0y el costo del inventario
H,,, se podria reducir por
h(ty —tj—1) 1 (t;)
disminuyendo el tamafio del lote, en el tiempo ¢;_1, en I (¢;) unidades.
Ningun otro costo, se verd afectado, de ahi que

I(t;)=0
para
7=1...,n

bajo una politica éptima. Usando este hecho junto con la restriccién I (t;) > 0, se tiene que

Q; = / () dt = D (ty0) — D (1)

J

para todo

y

de modo que

El nivel del inventario en el instante ¢ es

I(t):{ 1(0)— [l o(u)ydu 0

;0
Q—J S(wdu t;<t

<t
Stj-‘rl a.j:1727"'5n

O, en términos de la funcién de demanda acumulada
](t)— I(O)_D(t) , 0<t <t
N D(tj-‘rl)_D(t) atjgtét]-‘rl 7j:1727"'7n
El costo total por mantener el inventario es

n

tit1
Hn:hZ/ () dt
t

j=0"t
sustituyendo a I (t), se obtiene
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pero, D (t1) = I(0), de donde

n

T
Hy =0y (b1 1) D(ty) b [ D)
=0 0

Para un n dado, H,, se miminiza, seleccionando 1,1, ..., t,, tales que se cumple el sistema (S)

D) = 1(0)
oH,
ot; 0
D (thy1) = D(T)
donde
O0H,, oD (t;)
o, = (t; —tj_1) atj] +D(t;) = D (tjt1)
Yy
oD (tj)
8tj _5(tj)

sustituyendo se tiene
(tj — tj_1)5 (tj) +D (tj) - D (tj+1) =0paraj=2,3,...,n
lo que implica que
D (tj41) = D (t;) + (t; — tj-1) 6 (t;)
con
i=23,...,n

En sintesis, los siguientes tres pasos forman un método para completar la solucion.

1. Para n dado, resolver para {t;}, los valores de {t;} que satisfacen el sistema (S). Si D (t) es
una funcién simple de ¢ y n es pequeno, el sistema puede resolverse directamente. En caso
contrario, use la ecuacién D (t1) = I (0), para encontrar ¢}, entonces escoja el valor de ty y
resuelva para ts,t4,...,t,, al satisfacer n — 2 ecuaciones

D (tj1) = D (t;) + (t; —tj—1) 6 (t;)

La tdltima relacién dard probablemente, D (t,11) # D (t), asi que intente diferentes valores

para to, hasta que
D (tus1) = D (1)

Evalie CTV,,, para el conjunto {tj} y n, para obtener CTV*.

2. Varie n y repita el paso 1. Escoja la politica que minimice C'T'V}.
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3. Determine los tamanos 6ptimos de los lotes, con la ecuacién

Q; = / S @dt = D (ty1) - D (ty)

J
usando {t;‘ }

Example 14 Durante el proximo ano, la tasa de demanda para un producto, se espera que varie
de acuerdo a la funcion
o(t) = 1000 — 400¢,0 < ¢t < 1

donde t se mide en anos. FEsto es
D(T)= D (1) =1000

El precio de adquisicion por articulo es 20 U.M., por unidad y el costo fijo de obtencion es de 200
U.M., por orden. El costo unitario anual, por mantener en inventario, es de 20 por ciento sobre el
costo de adquisicion. No se permiten faltantes. El inventario inicial es 192 unidades. El inventario
final debe ser cero. El problema es determinar cudndo y en qué cantidades, ordenar durante el
prézimo anol®.

1000+
T 5(+) = 1000 — 400 ¢
800
500
D(t)=1000 ¢ - 200 f2
400+
200+
0 02 (YR Y 08 i
Figure 20

Solution 15 Analicemos tres situaciones:

1. Suponga que, solamente una orden serd colocada. FEsto, debe hacerse cuando el inventario
inicial se haya agotado. Como
D(t) = 1000t — 200t

los requerimientos acumulados, serdn iguales a 192, en el tiempo
t1 =0.20
que es la solucion de la ecuacion

1000t — 200t% = 192

10Tomado de Jonhson y Montgomery (1974). Operations Research in Production Planning, Scheduling, and
Inventory Control, p. 73
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que satisface
0< tj <1

Entonces, la cantidad a ordenar es
Q1 =D(T)—I(0) =800 — 192 = 608

unidades en ese momento. Para calcular el costo por mantener, sustituimos en la ecuacion
n T
Hy= 1Y (¢~ )D(tg) ~ b [ Dit)ds
=0 0

los datos

n 1
to = 0
ti1 = 0.2
to = 1
h = iC=4
D(t;) = 192
D(ty) = 800
para obtener
1
H = 4 (tjﬂ—tj)D(tj+1)—4/,01(1000t—200t2)dt
j=0
5200
Hy = 4[(0.2-0)(192) + (1 - 0.2) (800)] — ——

H, 980.266667

El costo total variable correspondiente es

CTV = A+ Hy = 1180.266667 U.M

. Ahora, suponga que dos ordenes se van a colocar, es decir, n = 2. La primera en t; = 0.20.
Hay que encontrar ta, para el cual se satisfaga la ecuacion

D(tj+1) = D(t;) + (t; — tj-1)0(t4)

con j = 2. Esto es,
D(t3) = D(ta) + (t2 — t1)d(t2)

Pero,
D(t3) = D(T) = 800
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Asi se obtiene la ecuacion

Resolviendo la ecuacion para ts, y tomando en cuenta que

800 = 1000ty — 200t5> + (5 — 0.20)(1000 — 400t)

obtenemos

O0<ty <1

to = 576709895

Calculamos ahora los tamanos de los lotes

Comprobamos que la suma de los lotes es igual a la diferencia 800 — 192.

@1

D(.576709895) — D(0.200) = 510.1910344 — 192 = 318.1910345
Q2 = D(1)— D(.576709895) = 800 — 510.1910344 = 289.8089655

318.1910345 + 289.8089655 = 608

Con los tiempos y lotes encontrados, calculamos el costo por mantener y el costo total, cuando
se hacen dos ordenes.

H,

H,
Hy

5(r) = 1000 — 400 ¢

=0

4[(t1 —to) D (t1) + (t2 — t1) D (t2) + (t3 — t2) D (t3)]

4[(0.2 — 0) (192) + (.576709895 — 0.2) (510.1910344) + (1 — .576709895) (800)] —

543.571047 U.M.

D(r) = 1000 £ — 200 £
Q1
Qz
i
i
02 (YN s 08
Figure 21

4> (tjr1 —t;)D(tj41) — 4/0TD(t)dt
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Entonces,

CTVy =2A+ Hy = 943.571047 U.M.

Comparamos los costos totales variables, con una y dos drdenes, recuérdese que CTV}* = 1180,
de ahi que

CTVy < CTV;

Dado que el costo total variable con dos érdenes es menor que el costo total variable con una
orden, la politica optima con dos drdenes es mejor que con una.

3. Ahora, suponga que tres ordenes se van a colocar, es decir, n = 3. La primera en t; = 0.20.
Hay que encontrar los valores de to y ts, para los que se cumplan las siguientes ecuaciones

D(ts) = D(ty) + (t2 — 0.2)(1000 — 400t5)
D(ty) = D(ts) + (t3 — t2)(1000 — 400t3) = D(T') = 800

Sustituimos las expresiones para las demandas D(t2) y D(t3), con lo que se obtiene el sistema
equivalente

1000t3 — 200t2 = 1000ty — 2003 + (to — 0.2)(1000 — 400t5)
1000t3 — 2003 + (t3 — t2)(1000 — 400t3) = 800

Cuya solucion

t5 = 4475716412 y t5 = .7122035760
satisface

0<t; <1

para j = 2,3.
Calculamos los tamanos de los lotes para esos tiempos

Q1 = D(.4475716412) — D(0.200) = 407.5075664 — 192 = 215.5075664
Q2 = D(.7122035760) — D(.4475716412) = 610.7567893 — 407.5075664 = 203.2492229
Qs = D(1)— D(.7122035760) = 800 — 610.7567893 = 189.2432107

Comprobamos que la suma de los lotes es 800 — 192.

215.5075664 + 203.2492229 + 189.2432107 = 608

La politica de tres ordenes da un costo por mantener de
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3

H; = 4Z(tj+1—tj)D(tj+1)—4/TD(t)dt

Hy = 4[(t1—to) D (t1) + (t2 — t1) D (t2) + (t3 — t2) D (t3) + (ts — t3) D (ta)] — @

Hy 4[(0.2 — 0) (192) + (4475716412 — 0.2) (407.5075664) + (.7122035760 — .4475716412) (610.7567893)]
4[(1 — .7122035760) 800] — @

Hy = 391.267495 U.M.

El costo total variable correspondiente es

CTVy 3A+ Hj
CTVy = 991.267495 U.M.

Como

CTVy > CTVy
decidimos terminar el andlisis y utilizar la politica de doble lote.
Exercise 16 Se desea crear una politica de inventario que ayude a decidir la cantidad de rollos de
papel que se deben comprar y cudntos pedidos se deben hacer para satisfacer la demanda. Se sabe
que la tasa de la demanda estd dada por la funcion:
o(t) =16 — 4¢

donde t estd dado en meses. El precio de cada rollo es de 5 U.M. y el costo por pedido es de 30
U.M. El costo por mantener un rollo durante un mes es del 10

8 Aplicaciéon del analisis de optimalidad a un problema de
inventarios!!

Considere el siguiente problema de inventarios

Min: CTV(Q)
Sujeta a:
Yoi,6Qi <P
2?21 fLQl S F
Qi=>0

HVer el anexo para una discusién del anélisis de optimalidad en general
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Reformulamos el problema como

Min: CTV(Q)

Sujeta a:
S Qi —P <0
Z?:l szz - F S 0
Qi>0

Las condiciones de Kuhn-Tucker, se cumplen para Q* = (Q1,...,Qn).

m

VOTV(Q)+) AjVg; (Q7) = 0
Jj=1
g (QF) = 0,5=1,....m
Ajo > 0,=1,...,m
9;(Q) < 0,j=1,....m

Example 17 FEl departamento de compras de una empresa compra los componentes tipo con un-
determinado proveedor. El costo fijo de realizar un pedido para cualquiera de los tres tipos de
componentes es de $100. FEl factor de costo de mantenimiento de inventario es 0.20. Otros datos
relevantes se presentan en la siguiente tabla.

Articulo 1 2 3
Tasa demanda anual 10000 30000 20000
Costo unitario 350 125 210
Requisito de espacio J;jt 10 15 12

El CFO ha establecido un limite de $ 75,000 sobre el valor promedio de los inventarios en stock.
Ademds, hay un limite en la cantidad de espacio disponible para almacenar el inventario de 10,000
ft2.

FEncuentre la cantidad de pedido optima para cada tipo de articulo, para minimizar el promedio total
de los costos fijos anuales por ordenar y mantener, sujetos a las restricciones.

Solution 18 La solucion generada por Solver, en hoja de excel, sin considerar la restriccion de
variables de decision enteras:

Q1 Q> Qs Totales LD
R1 350 125 210 74,999.9999 | < | 75000
R2 10 15 12 4,570.03008 | < | 10000
FO 14,231.9093 | 8,505.21228 | 11,024.008 | 33,761.13
Solucion | 90.3318266 | 151.153426 | 116.617535

Si se considera la restriccion de variables de decision enteras, la solucion generada por Solver es

Q1 Q2 Q3 Totales LD
R1 350 125 210 74,955.00 < | 75000
R2 10 15 12 4,621.00 < | 10000
FO 14,443.64 | 8,389.11 | 10,952.58 | $33,785.33
Solucion | 88 155 118
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Exercise 19 Formule las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema anterior.
Solution 20 Condiciones de Kuhn-Tucker. Dado el problema (I)

Minimizar: CTV (Q)
Sujeta a: g1(Q) <0 (1)
g2(Q) <0

y una solucion factible Q*, que satura a las restricciones con indices en
I'={i=12]g:(Q") =0}

Suponemos, ademds, que CTV y g;, con i € I, son diferenciables, que las restantes g;, con i ¢ I,
son continuas y que los vectores
Vg (QF) , coniel

son linealmente independientes. Entonces, si Q*, es un dptimo local del problema (I), existen
escalares \;, © € I, tales que

VCTV (Q*)+ Y Vg (Q*) = 0
iel
i
9; (@)
Si se supone ademds, que las funciones g; son diferenciables en Q* para i ¢ I, las condiciones de
Kuhn-Tucker se reformulan en el siguiente sistema equivalente

0,iel

>
< 0,57=12

2
VCTV (Q") + > A\iVgi (QF) = 0
j=1
)‘jgj (Q*) = 07 ] = 172
N> 0,5=1,2
9;(Q") < 0,j=1,2

Part III
MODELOS CON INCERTIDUMBRE
PARA UN ARTICULO

Si se desconoce cuando los clientes acuden a comprar algin nuevo articulo, se tiene una situacion
de incertidumbre respecto a la demanda de ese nuevo articulo o desde la perspectiva de las ventas ,
cuando estas fluctian considerablemente, por ejemplo mes a mes, se tiene incertidumbre acerca de
la demanda. Para estas situaciones, se requiere hacer alguna clase de pronésticos sobre la demanda
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esperada y la variabilidad que podria presentar. Por ejemplo, el enfoque de tres estimaciones con
PERT, la més probable, la optimista y la pesimista, da lugar a una distribucién de probabilidad
(beta), con la cual se analizan los costos involucrados en el inventario. Las probabilidades consider-
adas en una situacién, podrian ser subjetivas, como sucede con las probabilidades a priori, y en ese
caso, es pertinente usar la teoria de decisiones. Cuando las estimaciones se basan en datos empiricos
histéricos, se supone que es posible hacer una estimaciéon de la distribucién de probabilidad de la
demanda en un periodo dado.

Una consecuencia importante de tener incertidumbre en la demanda es que se tiene un gran
riesgo de incurrir en faltantes, a menos que se maneje cuidadosamente el inventario. Se necesita
colocar una orden de reabastecimiento del inventario antes de agotarse, debido principalmente al
retraso en el suministro. De hecho, el tiempo de retraso en el suministro puede ser incierto. Sin
embargo, si se reabastece demasiado inventario demasiado pronto, un costo alto se paga debido al
costo por mantener un inventario grande. Por ello, frecuentemente se busca el mejor intercambio o
trueque entre las consecuencias de tener demasiado y escaso inventario.

El analisis de los inventarios con demanda desconocida, se suelen dividir de acuerdo al tipo de
productos en cuestién, perecederos o no, es decir articulos estables. En el caso de los primeros, el
inventario se mantiene durante periodos cortos; los segundos, son suceptibles de venderse de manera
indefinida.

9 Modelo del vendedor de peridédicos

Los periddicos o diarios, se consideran productos perecederos, porque su venta se reduce a un
dia, periodo de tiempo, después del cual se regresan a la editorial, o no tienen vigencia, como los
productos lacteos.

El problema del vendedor de periédicos consiste en estimar diariamente el niimero de ejemplares
de una publicacién, para optimizar sus ganancias. Generalmente, el vendedor adquiere cada ejem-
plar a un costo fijo, lo vende a un precio fijo y consigue un reembolso por ejemplar no vendido. En el
ejemplo siguiente, el vendedor asigna una distribucién de probabilidad (probabilidades subjetivas)
a las ventas, con base en su experiencia, en un periodo fijo. Este vendedor, vende

9 ejemplares el 30% de los dias
10 ejemplares el 40% de los dias
11 ejemplares el 30% de los dias

Una forma de abordar esta situacién de decisién, sobre qué cantidad de ejemplares solicitar di-
ariamente para maximizar las ganancias, es con la regla de decisién de Bayes. Se calculan los
rendimientos en cada una de las situaciones, considerando la distribuciéon empirica anterior, como
se muestra en la siguiente tabla.

Ganancias Estado de la naturaleza i de compra)

Aternativas 9 10 11 esperado
Ordenar 9 9 9 9 9
Ordenar 10 8 10 10 9.4 mayor
Ordenar 11 7 9 11 9

apriori | 03 | 0.4 [ 03 ]

Figure 22: Regla de Bayes

El modelo del vendedor de periédicos es un modelo de inventario para un producto perecedero.
Los supuestos que se hacen para este tipo de inventarios son los siguientes.
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9.1

Modelo probabilistico de un solo periodo'?

Suposiciones del modelo. En la aplicacién del modelo se

1.
2.
3.

Involucra sélo un producto perecedero.
Incluye sélo un periodo dado, el producto no puede venderse después.

Tiene la posibilidad de disponer del inventario final, con un valor de recuperacién.

. Toma la decisién sobre cudntas unidades (cantidad a ordenar) se solicitan al inicio, para

formar parte del inventario.

. Tiene incertidumbre en la demanda, de las unidades a retirar del inventario, para venderlas

o con cualquier otro propdsito. Pero, se conoce o estima la distribucién de probabilidad de la
demanda.

. Incurre en un costo por subordenar, cuando la demanda excede la cantidad a ordenar, es

decir, hay disminucion de la ganancia que resulta por no ordenar una cantidad suficiente, que
pudiera haberse vendido, en el periodo.

Cabajo = COSto unitario por subordenar (costo por unidad faltante)

Incurre en un costo por sobreordenar, cuando la cantidad a ordenar excede a la demanda,
hay disminucién en la ganancia que resulta de ordenar una unidad, que no pudo venderse,
durante el periodo.

Carriba = COSto unitario por sobreordenar (costo por cada unidad excedente)

Definition 21 FEl nivel optimo del servicio es la razon

Cabajo
Cabajo + Carriba

Graficamente, el nivel éptimo de servicio se alcanza con una cantidad 6ptima del pedido.

050 0

-
[

nivel_éptimo_del_servicis

Figure 23: Nivel del servicio

Regla de pedidos para el modelo de productos perecederos

1.
2.

Calcular el nivel 6ptimo de servicio

Elegir la menor cantidad de pedido que proporciona al menos, ese nivel de servicio.

12Winston, p. 888
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9.2 Aplicacién del modelo de periodo tinico

La funcién objetivo se expresa por lo regular como una ganancia esperada o un costo esperado, en
términos de la variable de decisién g. Se determina el maximo o el minimo de la manera clasica, si

se trata de una funcidén derivable concava o convexa.

Example 22 Modelo de licitacion. Una empresa constructora C, participa en una licitacion de una
obra importante, la cual costard, de principio a fin, 2 millones de U.M. Otra empresa contrincante
D, presenta también una licitacion para la misma obra. En la empresa C, se piensa que la licitacion
de la empresa D, se encuentra entre dos y cuatro millones de U.M. Si la empresa C quiere maximizar

la ganancia esperada, scudl debe ser el monto de su licitacion?
Solution 23 Definimos las variables

B = wariable aleatoria que representa la oferta de la empresa D

b = oferta actual de la empresa D

Sea f, la funcion de densidad para la variable aleatoria B, dada por

F(b) = saoey 802 (10°) <b <4(10%)
o 0 en otro caso

Sea q la oferta de la empresa C. Se tienen tres casos:
1. Si b > g, la empresa C ofrece més que su contrincante D y obtiene una ganancia de
q—2(10°%
2. Si b < g, la contrincante ofrece méas que la empresa C y ésta no gana nada.
3. El evento b = g, tiene una probabilidad casi nula de que ocurra y se puede ignorar.

Sea F (q), la ganancia esperada de la empresa C, cuando oferta ¢, entonces

E(q)

q 4(10°)
/2 O~f(b)db+/ (¢ — 2 (10%)) £ (b) db

(109)

4(109)
= 2(1106)/q (¢ —2(10°%)db

1 4(108
= 2 (109) (q -2 (106)) b|q( )
1
= o 1400 ~q] [1-2(10%)
Encontramos el valor éptimo ¢*, que maximiza el valor de F (q), resolviendo
E'(q) = 0
1
i [[400) —a] — a2 10%))] =
6 (106) —2q =
¢ = 3(10°%
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y, observando que la funcién es concava, debido a que

1
E//(q) = _W <0

Por tanto, la empresa C debe ofertar 3 (106)7 con una ganancia esperada de

4(10°)
E(q") = —2(1106) / (¢ —2(10%)) db
- g [ -2 00
= 500,000 U.M.

10 Modelo con faltantes convertidos en ventas pendientes

10.1 Modelo (r,q)

Es una modificacién del modelo basico EOQ, que se usa cuando el plazo de entrega (demora en la
entrega o tiempo de espera), no es cero y la demanda durante cada plazo de entrega es aleatoria.
Se supone, ademas, que toda la demanda se puede acumular, que se hace revisién continua, de tal
modo que los pedidos se pueden hacer en cualquier momento.

El problema consiste en determinar a g y r, de tal manera, que se minimice el costo total anual
esperado (sin incluir al costo por adquisicién).

Los parametos del modelo son

K = costo por hacer un pedido

h = costo por almacenar/unidad/ano

L = plazo de entrega de cada pedido (se supone conocido con certeza)
q = cantidad ordenada cada vez que se hace un pedido

Las varibles del modelo son

D = variable aleatoria que representa la demanda anual (se supone continua),

con media F (D) ,varianza varD y desviacién esténdar op

cg = costo generado por cada unidad faltante, que no depende de cuanto tome agotar existencias
ID(t) = inventario disponible (existencias) en el tiempo ¢
B(t) = cantidad de pedidos pendientes en el tiempo ¢
I(t) = nivel neto de existencias en el tiempo ¢t = ID (t) — B (t)

ﬁ
\

nivel de existencias en el cual se hace el pedido (punto de reorden)

La evolucién de un inventario respecto al tiempo en este modelo y el punto de reorden, se ilustra
graficamente en seguida.
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100

Figure 24: Comportamiento del inventario con demanda estocéstica

De la grafica se determinan los siguientes niveles del inventario disponible:

1D (0) = 200
ID(1) =100
ID(3) =20
ID(5) = 100
ID(6)=0
ID(7) = —100

La cantidad de pedidos pendientes es

0 cuando0<t<6
B(t)= { 100 cuando t =7

De ahi que, algunos niveles de inventario netos son

1(0) = 200 — 0 = 200
1(3) =260 — 0 = 260
I(6)=0-0=0
I(7)=0—100 = —100

Introducimos ademas, la variable
X = variable aleatoria continua que representa la demanda durante el plazo de entrega

con funcién de densidad
[ ()
media, varianza y deviacion estandar
E(X) = LE(D)
varX = LwvarD
ox = opVL

bajo el supuesto de que las demandas, en puntos distintos del tiempo, son independientes. Si D es
normalmente distribuida, entonces X también sigue una distribuciéon normal.
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Cuando la demora en la entrega L es una variable aleatoria, con media E (L), vaianza varL
y desviacién estandar oy y el plazo de entrega es independientes de la demanda por unidad de
tiempo, durante el plazo de entrega, entoces se cumplen las siguientes igualdades

E(X) E(L)E(D)
varX = E(L)varD + E (D)*varL

Con relacién a la grafica anterior, describimos la evolucién del inventario conforme al tiempo,
como sigue. Un pedido ¢ = 240 unidades llega justo en el tiempo 0 y que L = 2 meses. Los pedidos
de tamano ¢, se jacen en los tiempos O1 = 1 y O3 = 5 meses. Esos pedidos se reciben en los tiempos
O1+ L =3y Oy + L =17, respectivamente.

Un ciclo se define como el tiempo que transcurre entre la recepcién consecutiva de dos pedidos.
Asi, un primer ciclo ocurre desde la llegada del pedido en el tiempo 0 y Oy + L = 3. El segundo
ciclo ocurre desde O1 + L = 3 hasta O, + L = 7.

En el ciclo 1, la demanda durante el plazo de entrega es menor que r, el punto de reorden, de
modo que no hay faltantes o déficit. Durante el ciclo 2, la demanda en el plazo de entrega excede
a r, asi que se agotan las existencias entre el tiempo 6 y el tiempo 7 = O3 + L. Es claro que, si se
incrementa r es posible reducir el déficit de existencias. Pero, el aumento de r obliga a mantener
un mayor inventario, por lo que aumenta el costo de mantenerlo. Por lo que, un valor 6ptimo de
r tiene que representar algiin tipo de transaccién entre los costos por mantener los articulos y los
costos generados por agotarse las existencias.

La situacién en la cual toda la demanda debe satisfacerse a la larga y no perder venta alguna,
es el caso de pedidos pendientes, para la cual se determina el punto de reabastecimiento r y la
cantidad q que minimice el costo anual esperado.

Suponiendo que el costo de adquisicién unitario es fijo, el costo anual esperado variable CT'V (¢, ),
que se genera, si cada pedido es por ¢ unidades y se hace cuando el punto de reabastecimiento es
7, se tiene un modelo de inventario (g, ), donde

CTV (q,r) = costo anual esperado por mantener +
costo anual esperado por ordenar +

costo anual esperado por déficit

Para determinar a ¢* y r*, suponemos que la cantidad promedio de pedidos pendientes es pequena
en comparaciéon con el nivel promedio de existencias disponibles. Esta suposicion es razonable, la
mayoria de las veces, porque la falta de existencias (si es que se presentan), por lo regular ocurren
durante sélo una pequena parte del ciclo.

Una variable intermedia es el inventario neto, definida como

I(t)y=1D(t)— B (t)
donde B (t), es la cantidad de pedidos pendientes en el tiempo ¢. Entonces,
valor esperado de I (t) = valor esperado de ID (t)
Asi, una aproximacion al costo anual esperado por mantener es

costo anual esperado por mantener = h X valor del nivel de existencias disponibles
= hI(t)
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El valor esperado de I (), es igual al valor esperado en un ciclo. La tasa media a la cual se presenta
la demanda es constante, de ahi que

1
valor esperado de I (¢) en un ciclo = 5 [valor esperado de I (t) al principio del ciclo+

valor esperado de I (¢) al final del ciclo]

Esto es, la media aritmética de los valores de I (), al principio y final del ciclo.

Al final del ciclo, un instante antes de que llegue el pedido, el nivel de existencias es igual al
nivel de existencias en el punto de reorden r menos la demanda X (en el plazo de entrega). Por lo
tanto, el valor esperado de I (t), al final del ciclo es r — E (X).

Al principio del ciclo, el nivel de existencias al final del ciclo anterior aumenta con la recepcién
de una orden, de tamafno g. De donde, el valor esperado de I (t) al principio del ciclo es igual a
r—E(X)+q.

Por lo tanto,

1
valor esperado de I () en un ciclo = 5[7’—E(X)+T—E(X)+q]
- g+r—E(X)

Asi, el costo anual esperado por mantener es aproximadamente
costo anual esperado por mantener = h [g +r—F (X)}

Ahora, para determinar el costo anual esperado por faltantes o pedidos pendientes, se define

B, = wvariable aleatoria que representa el agotamiento de existencias o

la acumulacién de pedidos pendientes durante un ciclo, cuando el punto de reorden es r

entonces,

costo esperado por faltante | [ ciclos esperados
costo anual esperado por faltantes =

ciclo ano
pero
costo esperado por faltante
- = CBE (BT)
ciclo
y la demanda se cumple a la larga, un promedio de
E (D)
q
ordenes se hard cada ano.
Entonces,
E(B,)E(D
costo anual esperado por faltantes = M
q
Finalmente,

cantidad de érdenes esperada| KE (D)
ano N q

costo anual esperado por ordenar = K
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El total de los costos anuales esperados por mantener, por déficit y por ordenar es

cpE(B,)E(D)  KE(D)

CTV (g,1) =h |4+ = B(X)] +

2 q q
Para optimizar, resolvemos el sistema
oCTV (q,r) 0
0q N
oCTV (q,r)
bl S S VA
ar

obteniendo ¢* y r*.
En la mayor parte de los casos, el valor ¢* que satisface el sistema anterior, estd muy cercano a
la FOQ.

(2[(}_2 (D))1/2

es decir ¢* = FOQ.

10.2 Analisis marginal

Para determinar el punto de reabastecimiento o de reorden, r*, que minimiza CTV (g,r), dado un
valor de ¢, el término
KE (D)
q

no es relevante, asi que nos concentramos en los primeros sumandos, los costos anuales esperados
por mantener y por déficit, para encontrar a r*.

Si se incrementa el punto de reorden de r a r + A, manteniendo a q fija, el costo anual esperado
por mantener se incrementaria a

h %+T+A—E(X)} —h[gw_E(X)} — hA

Ademés, cuando r — r+ A\, los costos por déficit se reducen en cg/A durante la fraccién Pr (X > r),

de todos los ciclos. En promedio hay
E (D)

q
ciclos al ano, luego el costo anual esperado por déficit se reduce en
AE(D)egPr(X >7r)
q

Observe que, conforme r aumenta, Pr (X > r) disminuye, de modo que cuando r se incrementa,
disminuye la reduccién esperada en el costo anual esperado por déficit, que resulta de dar un
incremento A al punto de reabastecimiento. Gréficamente, el comportamiento anterior es
Sea r*, el valor de r para el cual el beneficio marginal es igual al costo marginal, es decir, cuando
se cumple
AE(D)cpPr(X >r*)

q

= hA
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Figure 25: Analisis marginal

lo que implica

hq
>pf )= 1
Pr(X >r*) oE (D)
Si L
q
— >
csE (D)~

no hay solucién y r se establece en el punto méas bajo aceptable. Cuando r* < 0, se procede igual.
De la gréfica, observamos que si

r<rt

es decir, aumentamos de r a r*, ahorramos maés en el costo por déficit de lo que perdemos en el
costo por mantener.

En cambio, si

r>r*

se ahorra mas en el costo por almacenamiento de lo que perdemos en el costo incrementado por el
déficit.

Por tanto, r*, es la transaccién éptima entre el costo por déficit y el costo por almacenar. En
resumen, si suponemos que la cantidad ordenada se puede aproximar por

500 <2KE(D)>1/2

h

entonces tenemos que el punto de reorden 6ptimo r* y el tamano éptimo de la orden ¢*, en el caso
de acumulacion de pedidos, ventas pendientes, cumplen

. (2KE(D)\"?
v ( h )

Example 24 Una empresa que distribuye cajas con CD’s, desea determinar
1. la cantidad a ordenar

2. el punto de reorden
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que minimice los costos anuales esperados por déficit, mantener y ordenar, y

3. el stock de sequridad
4. la probabilidad de que se agoten las existencias durante el plazo de entrega

Se supone que la demanda anual de esas cajas tiene una distribucion mormal con media 1,000 y
desviacion estdndar 40.8. En resumen, datos relevantes son los siguientes:

E(D) = 1,000

2

L = 2 semanas= — de ano
52

K = 50 UM.

h = 10 U.M./caja/ario
cp = 20 U.M.
1. La estimacion de ¢* es
1/2
2 (50) (1,000
EOQ:<< ) (1, )) =100
10
2. Para encontrar r*, primero hay que determinar el valor esperado de X y la desviacion de X.
1
E(X) = LE(D)= %1,000 = 38.46
/1 40.8
= L=408y/ == —==38
ox UDf 2% %
Entonces, de
hq* 10(1
Pr(X > )= —d _ 10000) o

cgE (D)  20(1,000)
encontramos
r=NORMINYV (0.95,38.46,8) = 51.62
3. El stock de seguridad es
r— FE(X)=>51.62—38.46 = 13.16

Pero, si el plazo de entrega es aleatorio, r y r — E (X), se determinan como sigue.
Suponga que L, tiene una media de 2 semanas, =& = % y desviacion estandar de una semana,

52
esto esg)i2 de ano. Entonces,
varX = E(L)varD + E (D)*varL
2

1 1
32 = - (40.8)° + (1,000)* | —
ox 26(08) + (1,000) )

= 64.02 4 369.82

= 433.84

ox = Vv433.84 = 20.83
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De ahi que, el punto de reorden es

r = E((X) + 2a/20x
= 38.46 + 1.644853627 (20.83)
= 72.83
y el stock de seguridad
r—E(X) = 72.83—3846
= 34.37

bajo el supuesto de que la demanda en el plazo de entrega se distribuye normalmente. Notese
que, la variabilidad del plazo de entrega, da mas del doble de stock de seguridad.

11 Modelo con faltantes convertidos en ventas perdidas

En este caso se supone que el agotamiento de existencias ocasiona pérdida de ventas y que se
genera un costo de cps unidades monetarias (UM), por cada venta que se pierde, ademds de las
penalizaciones por la pérdida de clientes se incluye la pérdida de ganancias derivada de las ventas
que se pierden. El inventario esperado en este caso, es igual al inventario esperado en el caso de
pedidos inclumplidos més la cantidad esperada por faltante por ciclo. En el caso de ventas perdidas,
durante cada ciclo, un promedio de pocos pedidos se surtiran del inventario, es decir, con lo cual
se eleva el nivel promedio del inventario por una cantidad igual a los faltantes esperados por ciclo.
La suposicién de ventas perdidas genera una probabilidad de agotamiento de las existencias menor,
un punto de reorden y un nivel de existencias de seguridad mayores que en el caso de acumulacién
de pedidos.

La cantidad éptima ordenar, se aproxima de manera apropiada mediante la EOQ y el punto de
reorden, en el caso de ventas perdidas son

. <2KEh (D))”Q

hqg*
PrXx>r") = ——Mm————

Example 25 Con relacion al ejemplo anterior, suponemos que se vende cada caja de discos en 50
UM y que el precio de adquisicion es de 30 UM. Bajo el supuesto de que el costo por faltante,de 20
UM, representa el costo por cliente que se pierde, crs, se obtiene sumando, ademds, la pérdida por
la venta, esto es

crs = 20420 =40

Si E (D) = 1000 cajas por ano, h = 10 UM/caja/ano, K = 50 UM y EOQ = 100 cajas, entonces
_ h
hg* + crsE (D)

10 (100)

10 (100) -+ 40 (1000)
0.024

Pr(X>r*) =
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De donde
r* = NORINYV (0.976, 38.46, 8) = 54.28

con un stock de sequridad de

r* — E(X) = 54.28 — 38.46 = 15.82

12 Meétodo del nivel de servicio para determinar el nivel de
existencias de seguridad

Debido a la dificultad para estimar el costo por faltante, el control de los faltantes suele hacerse
usando un nivel de servicio especifico.

Definition 26 Medida 1 del nivel de servicio. La fraccion esperada, expresada generalmente como
porcentaje, de toda la demanda que se cumple a tiempo, se denota por

SLM;

Definition 27 Medida 2 del nivel de servicio. El niumero esperado de ciclos al ano durante los
cuales se presenta déficit, se denota por
SLM,

Bajo el supuesto de que los faltantes se acumulan, a continuacion se ilustra el uso de los dos
niveles de servicio definidos.

Example 28 Determine SLM;y y SLMs, cuando la demanda anual promedio es de 1,000 unidades,
la EOQ es 100 para un punto de reorden de 30 unidades. La demanda durante el plazo de entrega
es aleatoria, con la siguiente masa de probabilidad

Demanda en el plazo de entrega  Probabilidad
20 !
30
40
50
60

[ = | Ot =t | e

Solution 29 De la distribucion se tiene que la demanda esperada durante un plazo de entrega es
1
5

1

(50) + 5

1 1 1
(20) + £ (30) + £ (40) + (60) = £ (200) = 40

U] =

Si el punto de reorden es de 30 unidades, se reabastecerd el inventario, cada ciclo, cuando el gasto
llegue a ese punto. Si la demanda en el plazo de entrega, durante un ciclo, es de 20 o 30 unidades,
no se presentard déficit. En las restantes situaciones habrd faltantes, esto es, 10, 20 ¢ 30 unidades
faltantes, de ahi que la cantidad esperada de unidades faltantes, por ciclo, es

1 60
£ (0+0+10+20+30) = = =12
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El numero promedio de pedidos, dado que la demanda se cumple a la larga y el EOQ = 100, es

E(D) _1000 _

q 100
Entonces, el promedio de faltantes en el periodo es
12(10) = 120

unidades. De donde,
1000 — 120 = 880

es la cantidad de unidades cumplidas a tiempo, cada ano. Por lo que

880

SLM, = 1000 — 0.88
esto es, se cumple la demanda en un 88%. Aunque el punto de reorden es menor que la demanda
media, de 40 unidades, durante el plazo de entrega, se obtuvo un nivel de servicio relativamente
alto; como consecuencia de que el agotamiento de las existencias sélo se presenta durante el plazo
de entrega, el cual cual es una parte pequena de cada ciclo.
Para determinar a SLMy, con un punto de reorden de 30 unidades, ndtese que el agotamiento
puede ocurrir en cualquier ciclo en el cual la demanda en el plazo de entrega exceda ese valor, de
ahi que, la probabilidad de que se agoten las existencias durante un ciclo es

P(X =40)+ P (X =50) + P (X =60) = =

Como hay en promedio 10 ciclos por ano, el nimero esperado de ciclos por ano, en el que se tendrd

déficit es
3
10(=-]=6
(5)

Por lo tanto, un punto de reorden de 30 unidades genera una SLMs = 6 agotamientos de existencias
al ano.

El problema inverso, al planteado en el ejemplo anterior, trata de determinar el punto de reorden
y el stock de seguridad para un nivel de servicio deseado.

13 Estrategia de revisién periédica (R, S)!?
Definition 30 Nivel de inventario en pedido es la suma del inventario disponible y del inventario

pedido.

13.1 Funcionamiento de la estrategia de inventario (R,S5)

Cada R unidades de tiempo (afios), se revisa el inventario disponible y se hace un pedido para llevar
el nivel del inventario en pedido hasta S.

13Winston, p. 907
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Example 31 La estrategia (0.25,100), significa hacer una revisidn del inventario al final de 0.25
anos (al final de cada trimestre).Si la existencia fuera i < 100, entonces el tamano del pedido serd
de 100 — ¢ unidades.

En general, una estrategia (R, S) generard costos més altos que la estrategia (r, ¢), que miminiza
costos, pero una estrategia (R, S) es mds fdcil de administrar que una estrategia de revisiéon continua.

Con una estrategia (R,.S) es posible determinar con certeza las veces que se hace un pedido,
permite también, coordinar el abastecimiento.

Example 32 Revisar cada R = 1 mes, todos los productos de un mismo proveedor y luego pedir
todos los productos de ese proveedor, el primer dia de cada mes.

Bajo los supuestos:

1. R se determind, el valor de S que minimizara los costos anuales esperados, se calcula como
sigue.

2. Los faltantes se acumulan

3. La demanda es una variable continua cuya distribuciéon permanece sin cambio en el tiempo
4. El precio unitario de adquisicién es constante

5. Los costos anuales de compra no dependen de la eleccién de Ry S

Definimos las siguientes variables

tiempo en anos, entre revisiones
demanda (aleatoria) durante un periodo (ano)

demanda media durante un periodo (afio)

R
D
)
K : costo por hacer un pedido
J costo por revisar el nivel de inventario
h

costo unitario anual por mantener en inventario

cg : costo generado por cada unidad faltante, en el caso de acumulacién de pedidos
suponemos que es independiente del tiempo de entrega
L : plazo de entrega de cada pedido (suponemos conocido y constante)
Dryr : demanda aleatoria durante el periodo L + R
E(Dr+r) : mediade Dpig
opy,r : desviacién estandar de D g

Dado un valor de R, es posible determinar un valor de S que minimice los costos anuales
esperados:

costos anuales esperados de compra + costos anuales de revision
+costos anuales por hace pedidos + costos anuales esperados por

mantener una unidad + costos anuales esperados por faltantes
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Dado que, el nimero de revisiones al ano es

1
R

los costos anuales por revision son
J

R
Si S es el nivel del inventario en pedido, Dr4r = 0, significa que no se hace pedido en el
correspondientes punto de revision.
Pero, Dyt g es una variable aleatoria continua, con P (D g = 0) = 0. De ahi que, se hace un
pedido en el préximo punto de revision o en cualquier punto de revisién.

El costo anual por hacer pedidos es
K

R
Los dos costos anteriores, son independientes de S, de ahi que el valor de S que miminiza los
costos anuales esperados sera el valor de S que minimiza a la suma

(costos anuales esperados por mantener) + (costos anuales esperados por faltantes)
Definition 33 Un ciclo es el intervalo de tiempo entre llegadas consecutivas de dos pedidos.

Cuando es posible determinar el valor esperado del nivel promedio del inventario en un ciclo,
entonces el costo anual esperado por mantener una unidad de inventario es justamente

h x (valor esperado del nivel del inventario disponible en el ciclo)

Suponiendo que la cantidad promedio de pedidos pendientes es pequena en relacién con el nivel
promedio de inventario disponible, entonces

valor esperado de I (t) ~ valor esperado de OHI (t)

donde OH]I (t) es el inventario disponible (existencias) en el tiempo ¢t. Luego el valor esperado de
I(t) en un ciclo se aproxima mediante

0.5 (valor esperado de I (t) justo antes de que llegue un pedido) +
0.5 (valor esperado de I (t) justo después de la llegada del pedido)

Justo antes de que llegue un pedido, el nivel del inventario maximo en pedido S se ha reducido
por un promedio de E (Dyyr). Por tanto, el valor esperado de I (¢) justo antes de que llegue el
pedido es

S —E(Dr+r)
Como se hacen % pedidos y se tiene que pedir cada afio un promedio de F (D) unidades, el
tamano promedio de un pedido es
E(D)
R

Asi que, el valor esperado de I (t) justo después de que llega un pedido es

S—E(Drtr) +E(D)R
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Por lo tanto,

E(D)R

valor esperado de I (t) en un ciclo=S — E(Drir) + 3

Luego,

costo unitario_anual, esperado, por mantener = h |S — E (Dp4g) + %

Usando la expresién anterior, se concluye que, al incrementar S hasta S+ A, los costos unitarios
anuales esperados por mantener aumentaran en hA.

Ahora, se analiza el modo como un incremento desde S hasta S + A, afecta los costos anuales
esperados por déficit o faltantes. La suma de todos los faltantes sera igual a la suma de los faltantes
asociados con todos los pedidos. Ademds, la recibir un pedido el nivel se eleva hasta S, de modo
que si hay faltantes, la magnitud es

Dpyr— =S
De un andlisis marginal, se halla el valor de S que minimiza la suma de los costos anuales

esperados por mantener y por faltantes. Al aumentar S hasta S + A ,para un R fijo, los faltantes
esperados se reduciran

(]1%) CBAP (DL+R 2 S)

De ahi que, el costo anual esperado por faltantes satisface

1
hA = (R) CBAP (DL+R Z S)
Rh
P(Dpir>95) = —
cB

En el caso de que se acumulen los pedidos.

En el caso en que se pierdan los pedidos, el valor de S que minimiza la suma del costo anual
esperado por mantener un producto y el costo anual esperado por faltante, que genera una pérdida,
se obtiene de

RA

P(Drvr28) = greros

Example 34 Una empresa abastece su stock de un producto, tres veces al ano. Cada pedido tarda
en llegar % ano. La demanda anual de ese producto se comporta como

N (990, 40)

El costo anual por mantener una unidad de inventario es de 100 U.M. Si se acumulan los faltantes,
a un costo unitario de 150 U.M. ;Cudl es el inventario en pedido optimo?
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Solution 35 Del enunciado anterior se desprende la siguiente formulacion

1
R = 3 ano
L = 1 ano
9
4
R+L = 9 ano
h = 100 UM
cg = 150 U.M.
D sigue una distribucién N (990, 40)
4 4
Dyir sigue una distribucion N (9990, \/;40> = N (440, 26.6667)
Entonces, S se calcula de
(3) 100
P(Dpr>8) = 2
(Dr+r = S) 150
P(Dpir>S) = 022
S = NORMINYV (0.78,440,26.6667)
S = 460.59

Lo que significa que, al hacer un pedido se debe lleval el nivel en pedido a S = 461, ast que el pedido
serd la diferencia entre S y las existencias, al momento de hacer la revision.

La determinacién de R, se fija a menudo como

EOQ
E(D)

si se usa el modelo simple, para determinar el tamano del pedido. Pero, cada pedido estd acompanado
por una revisién, aun costo unitario J, el costo por hacer un pedido es K + .J, de ahi que

_ [2(K+7)E(D)
o0 155

En el ejemplo anterior, si J = 500 U.M. y K = 5000 U.M., entonces

2 (5500) (990)

E =
o 100
EOQ = 330
Dando un intervalo de revision
= @ = 1 ano
990 3



14 Modelos de simulacion de inventarios

La gestion de inventario debe lidiar con el agotamiento aleatorio o los tiempos de uso y los tiempos
de entrega aleatorios, los cuales se manejan facilmente en la simulacién. Para modelar un sistema
de control de inventario, solo es necesario definir el patrén de uso, el patron de demanda y las
politicas de uso (prioridades de ciertas demandas, compromiso en lote o incremental de inventarios,
etc.). La tasa de demanda se puede modelar utilizando distribuciones y un comando ORDER que
puede generar un inventario adicional cuando cae por debajo de un nivel particular.

Un modelo de simulacion de un sistema de inventarios es ttil para comparar diversas alternativas
de politicas de pedidos.

Part TV
MODELOS CON VARIOS ARTICULOS

15 Clasificacion ABC

100
o0
B0

70

60 ~
50
40

]l ; 2
20
10

Figure 26: Clasificacion ABC

Example 36 Una empresa manufacturera tiene en existencia 10 articulos, registrados con los
codigos A1, A2,..,A10. En la tabla se indica el costo unitario y la demanda anual de cada uno.
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Costo Demanda

Articulo  unitario (U.M.) anual
Ay 0.05 2,500
Ay 0.20 1,500
As 0.10 6, 700
Ay 0.15 120, 000
As 0.75 50,000
Ag 0.35 3,500
Az 0.45 20,000
Asg 0.95 8,500
Ag1 0.10 6, 500
Aqo 0.60 80,000

Elabore un andlisis ABC a esta situacion de inventarios. Indique una politica dptima para los
articulos en la categoria A y B.

Exercise 37 Una muestra de 10 articulos se ha tomado de un inventario de 40,000 articulos (diez
es una muestra demasiado pequena, pero se mantiene la media aritmética simple) La venta de los
articulos en ddlares es: 350, 600,120, 30, 175, 1100, 5, 50, 200, 90.

1. Representar grdficamente los datos ordenados en una curva ABC.

2. Basado en la muestra, scudl es el porcentaje total vendido para el inventario de
40,000 articulos que estarian representados por los primeros 4000 articulos?

8. ;Cudl es el porcentaje de articulos que representa el primer 25 por ciento de lo vendido?

4. Suponga que la administracion desea que los articulos A representen el primer 50 por ciento
de las ventas,
que el ultimo 30 por ciento de las ventas estén representadas por los articulos C,
y en medio se encuentran los articulos B.
¢ Cudl es la tasa de venta en délares que se usa para representar los rangos de A, By C?

16 Modelos con ordenacién coordinada. Politicas de pedido
de potencia de dos'

Suponga que una empresa ordena tres articulos o productos y las correspondientes FOQ), para cada
articulo producen tiempos entre pedidos de 3.5, 5.6 y 9.2 dias. Por lo que rara vez los pedidos para
diferentes articulos llegarian en un mismo dia. La sincronizacién o coordinacion de los intervalos de
reabastecimiento, de modo que se reciban en un mismo dia, puede reducir los costos de coordinacion.
Por ejemplo, se necesitarian menos camiones para entregar los pedidos, si se logra sincronizar su
llegada. Roundy'® disefi6 el método de Politicas de pedido de potencia dos, para asegurar que los
pedidos para varios articulos esten bien sincronizados.

MWinston, p. 857-858
5Roundy, R. (1985) ”98% Effective Integer Rate Lot-Sizing for One-Warehouse Multi-Retailer Systems”, Man-
agement Science, 1416-1430.
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Sea
Q" = FEOQ

entonces el intervalo de reabastecimiento éptimo para un producto es

_@

t*
D

por lo menos es de un dia. Entonces para algiin entero m > 0, se cumple

9m S t* S 2m+1

Si
t* S 2m+0.5 _ \@2777,

se elige una cantidad de reabastecimiento que corresponde a un intervalo de reabastecimiento de
2m
Si

se elige una cantidad de reabastecimiento que corresponde a un intervalo de reabastecimiento de
2m+1 Roundy demostré que el uso de este método para redondear el intervalo de reabastecimiento
a una potencia cercana a 2, incrementa, el total de los costos, a lo mds en 6%.

La ventaja de una politica de potencia de dos es que articulos diferentes frecuentemente llegan
al mismo tiempo, con lo que generalmente se reducen los costos de coordinacion.

Para los tiempos entre pedidos de 3.5, 5.6 y 9.2 dias, la politica de potencia de dos de Roundy,
eligiria pedir las cantidades 6ptimas a periodos de reabastecimiento de 4, 4 y 8 dias, ya que

2 < 3.5<2?
22 < 56<2°
2% < 92<2t

Asi, los articulos 1 y 2 llegarian siempre juntos, la mitad del tiempo el articulo 3 llegaria junto
con el 2. En la mayoria de los casos, esta politica reduciria los costos de coordinacién por més
del incremento méximo posible del 6%, en el costo total. Este hecho se enuncia y demuestra en el
siguiente teorema.

Remark 38 Recordemos que el costo total expresado como una funcion de la cantidad a ordenar
qes



entonces, la proporcion de este costo con el optimo es

KD h
TC(@) _ ¢t
TC (g%) 2KhD
1 K2D2+g h?
~ qV2KhD 2V 2KhD
1 2KD+q h
2 h 2V 2KD
_ ¢, 4
o 2q+2q*
1 (g q)
= — — + =
2<q q*
Pero
. q
= =
D
q
t = =
D
ast que

+
t t*

28154

Theorem 39 Sit* < 2™ (\/5), entonces la politica de pedidos de costo minimo de potencia de dos
es
t=2"

Sit* > 2™ (\@), entonces la politica de pedido de costo minimo de potencia de dos es
2m+1

En cualquier caso, el costo total de la politica de pedidos optima de potencia de dos nunca serd mds
de 6% mayor que el costo total de la EOQ.

Proof. Puesto que

, KD 1
TC (q) = 2222 4+ =
C (q) 7 +2>0

la funcién de costo total es convexa, de ahi que, el intervalo de tiempo de reabastecimiento éptimo
de potencia de dos es 2™ o 2™ *!. Usando la expresién

rew (¢, 1)

TC(¢*) 2\t ¢t

tenemos que, 2" serd el intervalo de tiempo de reabastecimiento 6timo de potencia de dos si y sélo
51 1 t* om 1 t* 2m,+1
z(wﬁﬁ) §2<2m+1+t*>
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Pero esta desigualdad se cumplira, si y sélo si

t* 2m
2m+1 —

< (\/i) gm
En resumen, se ha demostrado que si t* < (\/5) 2™ entonces la politica de pedidos de potencia de
dos de costo minimo es establecer ¢t = 2™.

Similarmente, si t* > (\/5) 2™ entonces la politica de pedidos de potencia de dos de costo

minimo es establecer ¢ = 27 *1
Este resultado muestra que la politica de pedidos 6ptima de potencia de dos debe elegir un

tiempo de reabastecimiento en el intervalo'®

t* NG
—, V2"
{ﬁ }

Para encontrar la discrepancia méxima entre el costo total para la politica de pedidos de potencia
de dos y el costo total para t*, usamos la expresién

0 -3(E8)

cuando el intervalo de reabastecimiento de potencia de dos es % 0 V2t*.

TC (i o \/it*)
V2 1 1 3
— 2 (V24— ) = V2 ~ 1.060660172
TC (") ) (\er \/5) 12

De donde, una politica de potencia de dos no puede causar un incremento en el costo total de més
del 6%. m

16Nétese que el extremo izquierdo del intervalo se obtiene de

< <\/§) gm

t*
< 2m
V2T
El extremo derecho se calcula

> (ﬁ) 9m
2% > (\/5) gm+1
2t*
= > omtl
V2T

\/ﬁt* Z 2m+1
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17 Modelo de inventario con miltiples articulos y restric-
ciones

El Costo Total Anual Promedio de un sistema con varios articulos es la suma de los costos totales
promedio de cada uno de los articulos. Si se tienen n articulos entonces

n A:D: .
CTV = Z[CJDJ + ng‘j + ZjCj%}
j=1 J
donde 7 =1,2,...,n indica el articulo. En general, las restricciones puden escribirse como
> fiQi=F
j=1

Noétese que se tienen 2n variables de decisién, que son Q; v 7;.

El problema consiste en escoger {Q; }, {r; } para mimimizar CTV ({Q;}; {r;}) sujetaa g({@Q,}; {r;}) =
d. Si se resuelve el problema no restringido, y la solucién satisface las restricciones, entonces es
solucion del sistema con varios articulos y varias restricciones. En caso contrario, construimos el
sistema:

L=0TV{Qsk{rsh) + A g{@kidr}h) —d,
donde A es un multiplicador de lagrange.
Los conjuntos {Q,} v {r;}, se determinan resolviendo 2n + 1 ecuaciones en 2n + 1 desconocidas
a partir de:

8—L = ;8—L:0;G—L:0;j:172,...7n

oA 8Q] 67"]'
Example 40 Una empresa en electronica compra tres tipos de subcomponentes. El director quiere
no hacer inversiones por mds de $15,000, en la compra de esos componentes. No se permiten
reordenes, el costo unitario por mantener es 20 porciento. Los datos relevantes e muestran en la
siguiente tabla, para cada articulo. Determine cada lote a ordenar por cada articulo.

Articulo 1 | Articulo 2 | Articulo 8
Demanda D; 1,000 1,000 2,000
Costo C} 50 20 80
Costo ordenar A; 50 50 50
Determine los EOQ’s para cada articulo.
2(50)(1000) 2(50)(1000) 2(50)(2000)

1| =/ ——5F——+= =100 2] = ——F—=—= =158 3 = ——F =112

@l (0.2)(50) | @l (0.2)(20) | @l (0.2)(80)

Para esos lotes la inversién es de (50)(100) + (20)(158) + (80)(112) = $17,120

Que es mayor que el méaximo permitido, por lo que el método del multiplicador dee Lagrange
se debe usar.

El problema consiste en
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Minimizar

3
A:D; . Q;
CTV = [C;D; é?_] 105 =]
j=1 /
Sujeto a
3
> CiQ;=d
j=1

donde d es el nivel méaximo de inversién en el inventario.
Resolviendo el sistema se obtiene la solucién 6ptima:

A* =0.03,
2(50)( 1000)
(50)(0.3)
2(50)(1000)
(20)(0.3)
2(50)(2000
@l = ((80))((0.3) :
Sustituyendo los valores obtenidos en la restriccién se observa que se cumple de manera estricta.

El método del multiplicador de Lagrange se aplica para mas restricciones, por cada i-ésima
restriccién se anotard un ;.

Q]* = = 88,

Q2" = 139,

=98

Part V
ANEXO

18 Analisis de optimalidad

18.1 Problemas con restricciones de igualdad

En estos problemas la regién factible es el conjunto de soluciones del sistema constituido por el
conjunto de restricciones. Aunque este tipo de problemas se considera poco realista, su estudio es
importante en distintas areas de conocimiento, como economia y estadistica entre otras disciplinas.

El método de solucién denominado sustitucién, ilustra el porqué cada restriccion en el problema,
reduce un grado la libertad en la eleccién de los valores de las variables de decision.

Planteamiento y resoluciéon por sustitucién La formulacién general de un problema de
programacion no lineal con restricciones de igualdad es

Optimizar:  f ()
Sujeta a: g1 (z)=0

o () = 0
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con m < n, donde
f:E"—=R
paratodat=1,...,m.

Example 41 Resolver el siguiente problema por el método de sustitucion

Mazimizar:  f(z) = —23 + 23 + 23
Sujeta a: 1 +2x9 —2x3=0
2$2 +x3 = 0

Solution 42 Es facil expresar el sistema de restricciones por un sistema equivalente en términos
de x5.

1 = —4xo
T3 = 72%2
asi, el problema se convierte en un problema con una sola variable de decision:

Magimizar:  f (z) = — (—4x2)” + 22 + (—222) = —1523 — 225
o €R
El tinico punto critico de la funcion objetivo modificada es

L
15

que corresponde a un mdrimo, porque la seqgunda derivada es negativa.

To =

r0.1

02 015 01 -0p5 005 01

0.4

Figure 27

La solucion optima del problema original es

4 1 2
157 15715
El valor optimo de la funcion objetivo es 1—15

62



Figure 28

El método de sustitucion consiste en expresar m de las variables de decisién en funcién de las
n — m variables restantes, cuando el sistema de restricciones lo permite, de modo que el problema
generado por esa sustitucion es un problema no restringido.

Si el sistema de restricciones

gi(z) =0
con ¢ =1,...,m, permite expresar a
T = hl ($m+1; e ,In)
T = A (Tt 1y« -+ @)

entonces el problema de programacion restringido se trasforma en

Optimizar:  f(h1 (Tma1y---s@n) s s hm (Tmt1, -y Tn))
(s ) € EP

La solucién éptima del problema trasformado

* = (2 g, 2h)

da lugar a la solucién éptima del problema original,

= (h1 (Thgrs- @) oo P (Thgts oo ) s Tggs - Th)

Definition 43 La funcién Lagrangiana asociada al problema de PNL

Optimizar:  f(x)
Sujeta a: g1 (z)=0

g (5) =0

conm<nyf,qg,...,gn funciones reales de clase C' en E™, para todai=1,...,m, es la funcion
de n + m variables

mathit\ (A, x) = f(z)+ X g (z)
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donde
A= (A1, Am)

9(z)= (g ($)7"-agm($))

Definition 44 Los puntos estacionarios x* del problema de PNL, con multiplicadores de Lagrange
asociados \*, son las soluciones del sistema

vALzt) =0

Remark 45 Los puntos estacionarios del problema de PNL tienen asociado un vector \* € E™,
cuyas componentes, tantas como restricciones, se denominan multiplicadores de Lagrange.

En la solucién éptima, el inverso aditivo de cada multiplicador mide la variacién aproximada
del valor 6ptimo de la funcién objetivo ante una pequena modificacién del término independiente
de la restriccion asociada a dicho multiplicador.

El método de sustitucién no siempre es aplicable, por ello se usan las condiciones necesarias
de primer orden de Lagrange, con funciones diferenciables, que permiten encontrar los puntos
estacionarios entre los que se encuentran los posibles éptimos.

Una vez determinados los posibles 6ptimos, se utilizan las condiciones de segundo orden, ex-
presadas en términos del hessiano de la funcién Lagrangiana. Este método sdlo permite encontrar
optimos locales, pero si el problema es convexo entonces los éptimos locales seran globales, en ese
caso las condiciones necesarias de primer orden son condiciones suficientes.

Definition 46 EIl problema de programacion no lineal (PNL) a resolver

Optimizar:  f(x)
Sujeta a: reQCE”

es convexo para minimo, si £ es convexa y [ es una funcion convexra en 2.

Definition 47 FEl problema no lineal anterior es convexo para mdzrimo si §) es convexa y f es una
funcion concava en Q.

18.1.1 Condiciones necesarias de primer orden de 6ptimo local

Proposition 48 Condicion necesaria de Lagrange. Sea D un subconjunto abierto de E™. Con-
sideremos el siguiente problema de Programacion No Lineal (PNL), con restricciones de igualdad

Optimizar: flx)
Sujeta a: | g1(x) =0
vdots
gm(z) =0
conm <n, donde f, gi,...,gn son funciones reales de clase C* en D, para todai=1,...,m.

Ademas, sea
B=xz¢€Dl|gi(x)=0,i=1,...,m

el conjunto de soluciones factibles.
Entonces, se verifica que si x* es un dptimo local del problema del PNL tal que la matriz jacobiana
de

g="(91,--19m)
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evaluada en x*,

91 (z") 0g1(z")
(933'1 832n
Jg(a*) = : :
Ogm(z™) . Ogm(z")
oxq Oxp

de dimension m X n, tiene un menor de orden m distinto de cero, lo que significa que

det (Jg (2°),,) # 0

existen m ndmero reales

* *
AN

que son solucion del siguiente sistema de ecuaciones
Vi) +> AVgi(z*) =0 (1I)
i=1

Definition 49 Las soluciones factibles del problema (I), que son soluciones del sistema de ecua-
ciones (II), se denominan puntos estacionarios del problema.

Definition 50 Los m numeros reales
* )\*
LI Yot

que se obtienen al resolver el sistema (II), se conocen como los multiplicadores de Lagrange asociados
a las m restricciones (de igualdad), en el punto z*.

Definition 51 Dado el problema de PNL con restricciones de igualdad de la proposicion anterior,
se dice que en la solucion factible x*, se verifica la condicion de regularidad o la restriccion de
cualificacion, si
det (Jg (a*),,) # 0
es decir, si los vectores
Vg (z*),...,Vgm (z¥)

son linealmente independientes.

Proposition 52 Bajo las hipdtesis de la condicion necesaria de Lagrange, se verifica que todo
punto critico

(A", z%)
de la funcion Lagrangiana asociada al problema de PNL (con restricciones de igualdad), es un punto
estactonario ¥ de ese problema, con multiplicadores de Lagrange asociados \*.

Example 53 Considere el problema

Minimizar:  f (z) = 23 + 2w
Sujeta a: T1+xo =1

Encuentre los multiplicadores de Lagrange asociados a la restriccion, resuelva e interprete geométricamente
la respuesta.
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Solution 54 El conjunto de soluciones factibles es
B = {(l‘l,l‘g) |JJ1 + 19 = 1}

la recta con pendiente —1 y ordenada al origen 1.
Las curvas de nivel de la funcion objetivo, son pardbolas de la forma

3200 =k

con k € R. Los multiplicadores de Lagrange asociados al problema de PNL restringido por igualdad
son soluciones del sistema

m

Vi) + ) AVgi(a) =0
i=1
(221,2) + X5 (1,1) =0

lo que equivale simplemente a

21+ A1 =0
24\ =0
El multiplicador de Lagrange asociado es \i = —2. La solucion dptima se obtiene de la condicion

de ser solucion factible y de la proporcion entre las componentes de los vectores gradientes

1 t+ao =1
2%172
11

Por lo que, la funcidn objetivo se minimiza en z* = (1,0) y el valor ménimo es f (z*) = 1.
Remark 55 FEs importante resaltar el significado de la expresion
(221,2) + A7 (L, 1) =0

cuando se reescribe como
(221,2) = =A7 (1,1)

que nos dice que el vector (2x1,2) estd en la direccion del vector (1,1) y que las coordenadas son
proporcionales con factor de proporcionalidad —\] = 2.

Exercise 56 Resuelva grdficamente el siguiente problema y muestre que no se cumplen las condi-
ctones de Lagrange de primer orden.

Minimizar:  f (z) = 22 + (w9 — 2)2 + a3
Sujeta a: 2 4+zi=1
T2 = 1

Exercise 57 Use las condiciones necesarias de primer orden para determinar los candidatos a ser
optimos locales, del problema de PNL siguiente. Ademds, interprete geométricamente su respuesta.

Optimizar:  f(z) = x1 + X2
Sujeta a: 2 +ar3=1
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Figure 29

18.1.2 Condiciones necesarias y suficientes de segundo orden
Definition 58 Dado el siguiente problema de PNL
Optimizar:  f (z)
Sujeta a: %]1 (z)=0 0
g (2) =0

con m < n, donde f, gi,...,9n son funciones de clase C? en E", se define el hessiano orlado
asociado al problema anterior, como el hessiano de su funcién Lagrangiana, es decir

0 --- 0

V2 (AL Ay 1y ey ) =

siendo
[ 9gi(z) ... 9gi(x)
oxq Oy
Jg () = : :
9gm () - 9gm ()
L oxq Oxnp
i Vgl (.Z')
Vg2 (z)
| Vgm (2)
la matriz jacobiana de orden m X n con g = (g1,---,9m) ¥

V2 (\z) = V23S (x)+ i \iV2g;i (2)
i=1
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Proposition 59 Condiciones necesarias de Lagrange de sequndo orden. Consideremos el problema
(I), conm <n, f, g1,-..,9n funciones de clase C* en D, un subconjunto abierto de E™ y

B={z<cE"g;(z)=0,i=1,...,m}CD
Si x* € B, es un punto estacionario del problema I, con multiplicadores de Lagrange asociados

A = (A, AN

M (z*) ={p € E"|Jg(z")p =0}

entonces
(1) Si z* es un minimo local de (1), la forma cuadrdtica siguiente, es no negativa

p'VZ(A\,z*)p >0

para todo p € M (z*), con p # 0.
(2) Si z* es un mdzimo local de (1), la forma cuadrdtica, es no positiva

p'VI (N2 p <0
para todo p € M (z*), con p # 0.

Example 60 Clasificar los puntos estacionarios del siguiente problema, usando las condiciones
necesarias de Lagrange de seqgundo orden.

Minimizar: x3
Sujeta a: 22+ a2 =4
x1+To+2x3=2>5

Solution 61 Las funciones reales

[ (w1, 22,23) = 23
g1 (35171'2,1'3) = IE% +ZC§ —4

g2 (21,2, x3) =21 + 22 + 23 — 5

evaluadas en E™, son de clase C%. Para determinar los puntos estacionarios del problema de PNL,
los cuales deben ser soluciones factibles, resolvemos el sistema

Vf(z)+ Z)\iv% (z)=0
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En este caso, se trata del sistema

[any 1] +>\1 [21‘1721:2’0] +)‘2 [17171] =0
22422 —4=0

.’E1+.’£2+.’E3—5:0

Que equivale al sistema

2)\1LE1+)\2:O
2122+ X2 =0
A+1=0

2l —4=0

I1+{E2+I3*5:0

Claramente se tiene

A =—1

Ast, el sistema se reduce a
2)\1.1‘1 —1=0
2)\11}2 —1=0

2l —4=0
1 +2ro+23—5=0

Despejando A de la primera ecuacion,

1
A= —
! 21‘1

con x1 # 0, sustituimos en la sequnda, con lo que obtenemos un sistema con tres ecuaciones y tres
desconocidas

$2—IL‘1:0
2l —4=0

T1+2o4+23—5=0
De nuevo, con la primera ecuacion podemos reducir el numero de variables y de ecuaciones

2203 —4=0
201 +x3—5=0

De la primera ecuaciones concluimos

$1:i\/§
(E2::|:\/§

z3=5F2V2
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Entonces, se tienen dos puntos estacionarios con sus respectivos multiplicadores de Lagrange, como
se muestra en la tabla

2} = (V2,V2,5 - 2V2) X;:ﬁ Ay =1
w3 = (—vV2,-V2,5+2v2) A =-3% A=-1

Para clasificarlos, calculemos primero la matriz hessiana

V2 (\z)=V2f(z)+ i \iV3g; (2)
i=1

00 0 2 0 0 00 0
VZh2)=]0 0 0 [+X |0 2 0|4+X]|[0 00
|0 0 0 000 00 0

(20 0 0

= 0 2\ 0

I 0 0

Evaluando en el primer punto estacionario, rj = (\@, V2,5 — 2\/5), con multiplicador N\ =

ﬁ, se obtiene
1
7 0 0
V22 =1 0 % 0
0 0 O
Expresamos

M (z) ={pe E*|Jg(a1)p=0} ={p € E*lp1 + p2 = 0,p3 = 0}

con p = (p1,—p1,0) € M (zf), porque

oo [2v2 2v2 o] Pl [2vep—2van ]

Entonces, en ] = (\/i, V2,5 — 2\/5), la funcion objetivo tiene un minimo local estricto, puesto
que la forma cuadrdtica correspondiente es positiva, es decir

pTVZ (N, 2%)p >0

1
I IR
p % p=—"7=llp1

0 0 0 \/i

para todo vector p € M (z1), no nulo.
En forma andloga, en el seqgundo punto estacionario factible, x5 = (—\/5, V2,5 + 2\/5), la funcion
objetivo tiene un mdximo local estricto, puesto que la forma cuadrdtica correspondiente es negativa,
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es decir

para todo vector p € M (zi), no nulo.

Proposition 62 Condiciones suficientes de Lagrange de sequndo orden. Bajo las hipdtesis de las
condiciones necesarias de Lagrange de sequndo orden, si x* € B es un punto estacionario del
problema (I) con multiplicadores de Lagrange asociados

A = (A, A0

M (z*) ={p € E"|Jg(z")p =0}

entonces
(1) Si, para todo p € M (z*), con p # 0

pIVZ(A\,2*)p >0

se verifica que x* es un minimo local estricto del problema (I).

(2) Si, para todo p € M (z*), con p # 0
pTVZ (A, 2%)p <0
se verifica que x* es un mdximo local estricto del problema (I).
Las condiciones suficientes anteriores, se reformulan en término del hessiano orlado, como sigue.

Proposition 63 Para el problema de PNL con restricciones de igualdad (I), con m < n ; f,
g1, .., gn funciones de clase C? en D C E™ y soluciones factibles

B={zecE"g;(z)=0,i=1,...,m}CD

Si una solucion factible, z* € B es un punto estacionario del problema (I), con multiplicadores
asociados
A= (A1, A

D

J
es el j — ésimo menor principal del hessiano orlado

VQ (Ala"'a)‘mazlv-'wxn)

conj=1,...,m+n, entonces
(1) St los menores principales D; con j =2m+1,...,m+n, de la matriz

v2 (/\*,I*)
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tienen todos el signo de
(=)™

se verifica que x* es un minimo local estricto del problema (I).

(2) St los menores principales D; con j =2m+1,...,m+n, de la matriz
VQ ()\*’ .CL'*)
tienen signos alternos, siendo el signo de
D2m+1
el de
(71)m+1

se verifica que * es un mdzimo local estricto del problema (I).

18.1.3 Problemas con restricciones de desigualdad

Planteamiento y formulacién Consideremos en esta seccién la formulacién general siguiente
Optimizar:  f ()
Sugeta a: gi(z) <0 con i=1,...,m (P)

donde las funciones

f + E"—>R
hj : E" =R

paratodai=1,...,m;j=1,...,k.
El problema anterior puede reformularse (reducirse) como

Minimizar:  f (z) P

Sujeta a: li(x)<0 con i=1,....m+k
conl; : E™ — R, para i = 1,...,m + k, porque el problema de maximizar f (z), es equivalente
a minimizar —f (z) y las restricciones hj(z) > 0, con j = 1,...,k, se pueden expresar como

—hj (l’) S O

Definition 64 Una solucidn factible del problema (P), se dice que satura la i-ésima restriccion
gi(2) <0, st

gi(2") =0

Por el contrario, se dice que no satura la i-ésima restriccion g; (z) <0, cuando

gi () <0
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18.2 Condiciones necesarias de primer orden para 6ptimo local
Proposition 65 Condiciones de Fritz-John. Dado el problema
Minimizar:  f(x)
Sujeta a: :gl (£) <0 0)
g (7) <0
donde las funciones reales f,g1,...,gm estdn definidas en E™. Sea x* un punto de E™, tal que

I={i=1,...,m|g; (z") =0}

es decir, I es el conjunto de indices de las restricciones que ©* satura. Ademds, sean f y g;, 1 € I,
funciones diferenciables en x*. Entonces, si las restantes restricciones g;, con i & I, son continuas
en z*, se verifica que, cuando x* es una solucién factible y dptimo local, del problema (1), existen

escalares
Ao, A; cont € 1,

no todos nulos, tales que
)\OVf (CC*) + Z )\ngi (.Z'*) = 0
il
)‘07 )\7,
g; (%)

> Oparaiel

< 0,5=1,....m

Si adicionalmente, se cumple que g; es diferenciable en x*, parai ¢ I, las condiciones se reformulan
como

|
o

MoV () + Y XV (27)
j=1

Nigi(z*) = 0,j=1,....,m
>\Oa)\j > ;jzla"'am
gi(z*) < 0,j=1,....m

con \;, 5 =1,...,m, no todos nulos.

Example 66 Resolver grdficamente el siguiente programa y comprobar si se verifican las condi-
ciones de Fritz-John, en la solucién dptima calculada.

Min: (z1 —5)° + (22 — 5)°
Sujeta a: :17% —29<6

1 + 3(E2 < 12

x1,22 > 0

Solution 67 FEl conjunto de soluciones factibles es

B ={(z1,22) € E®|2} —22 — 6 <0, 31 + 325 — 12 <0, — 27 <0, — 25 <0}
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Las curvas de nivel de la funcidn objetivo son circunferencias con centro en (5,5) y radio igual a
la raiz cuadrada del nivel considerado.

La solucidn grdfica es el punto z* = (3,3), el cual se determina algebraicamente mediante la solucion
de las fronteras de las primeras dos restricciones. El valor dptimo de la funcion objetivo es 8.

Figure 30

El punto z* = (3,3) satura las restricciones g1 () < 0, g2(z) < 0y g;, j = 1,2,3,4 son
diferenciables en z*, las condiciones de Fritz-John nos aseguran la existencia de las escalares
Aos A1, A2, A3, Ay mayores o iguales que cero , no todos nulos, tales que

4
Vf(m*)+ZAngj (z) = 0
j=1

)\jgj(at*) = 0,j=1,...,4
Aosdj > 0,5=1,....,4
gi(z*) < 0,j=1,...,4

En efecto, como I = {1,2}, Vf (z*) = (=4, —-4), Vg1 (z*) = (6,—1) y Vg2 (z*) = (1, 3). Resolvemos

el sistema,

4
Ao (—47 —4) +Z/\ngj (w*) = X (—4, —4)+/\1 (6,—1)+/\2 (1,3) + A3 (—1,0) + A4 (0,—1) =0
=1
)\191 SL'* = 0
)\292 I* =0

33 =0=MA3=0
= —3)\4=0=>>\4=O

>
w
Q
w

—~ o~~~
H*

— — — —
I

Donde

Aoydj > 05=1,....4
gj(z*) = 0,j=1,2
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La solucién es

19
)\0 = 278)\2
2
)\1 = ?AQ

con Ay > 0.
Una solucién particular se obtiene tomando Ay =7

19
)\0 = Z
A= 2

Example 68 Comprobar que en el punto zy = (0,2) se verifican las condiciones de Fritz-John,
pero xg no es una solucion optima del programa:

Min: — (21 —5)° — (22 — 2)°
Sujeta a: 2x1 + 12 <6

T Z 0

0<2 <5

Solution 69 La solucion del problema de programacion no lineal restringido se obtiene con el punto

(0,0).

Figure 31

Con lo que se concluye que el punto g = (0,2), no es un minimo del problema. Sin embargo, en
este dltimo punto z9 = (0,2), se verifican las condiciones de Fritz-John, pues zy satura la sequnda

restriccion
g2 (z1,22) = —21 <0

Y,

Vf(z) = (10,0)
Vg2 (m) = (-1,0)
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Entonces existen A\g > 0, Ao >0, Ay = A3 = Ay = 0, tales que

4
MoV (20) + Y AVgi () = Xo(10,0)+ Az (~1,0) =0
j=1
)\jgj(xo) = 0 ,j: 17...,4
)\j 2 ) j = 07 . )
De donde se tiene
Ao = 10)\g

con Ag Y Az no negativos.

Remark 70 Este ejemplo muestra que las condiciones de Fritz-John, son necesarias (pues asi se
enunciaron en la proposicion correspondiente), pero no son suficientes.

Exercise 71 Para el siguiente programa y el punto z* = (1,0), estudiar si en dicho punto, se
verifican las condiciones de Fritz-John, calculando los posibles valores de \;, i = 1,...,m; si es
posible, alguna relacion entre el hecho de ser el escalar A\g nulo o positivo y la dependencia lineal
de los vectores gradiente de las funciones que definen las restricciones saturadas en ese punto.

Min: —x1

Sujeta a:  x9 — (1 — x1)3 <0
—X1 S 0
—x2 S 0

La independencia lineal de los gradientes de las restricciones, que se saturan para una solucién
factible, dan lugar a las siguientes condiciones.

18.3 Condiciones necesarias de primer orden para éptimo local

Proposition 72 Condiciones de Kuhn-Tucker. Dado el problema (I) y una solucién factible z*,
que satura a las restricciones con indices en

I={i=1,...,m|g; (") =0}

Suponemos, ademds, que f y g;, con i € I, son diferenciables, que las restantes g;, con i ¢ I, son
continuas y que los vectores
Vg (z*) , coniel

son linealmente independientes. Entonces, si ©*, es un dptimo local del problema (I), existen
escalares N\;, i € I, tales que

el
AN > 0,i€el
gi(z*) < 0,j=1,....m
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Si se supone ademds, que las funciones g; son diferenciables en =* para i ¢ I, las condiciones de
Kuhn-Tucker se reformulan en el siguiente sistema equivalente

m
Vi@E)+Y AV (z) = 0
j=1
Ajgj(g") = 0,j=1,...,m
A > Jg=1....m
gj(l'*) < y ) =L ...,
Si el problema (I) se formula en términos de maximizacion, con desigualdades <, entonces las
condiciones de Kuhn-Tucker se verificardn si existen escalares Aj <0, con j =1,...,m, tales que
m
Vi@E)+Y AV () = 0
j=1
Ajgi(z") = 0,j=1,....m
A < Jg=1....m
gi(z") < 0,j=1....m

Summary 73 Los problemas de optimizacion (minimizacidn y mazimizacion), pueden formularse
con restricciones de la forma

gi(z*) >0

Lo cual afecta al signo de las escalares Aj, para j = 1,...,m. Esto produce cuatro formulaciones
posibles, con los siguientes cambios de signo para dichas escalares:

min mazr
g (z)<0 [N >0] N <0
gi(z*) >0 X\ <0\ >0

conit=1,...,m.
Notation 74 Los escalares \; se denominan multiplicadores de Lagrange.

Remark 75 Los multiplicadores de Lagrange asociados a restricciones no saturadas son nulos,
mientras que los asociados a restricciones saturadas pueden ser o no, nulos.

Example 76 Analizar si se verifican las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker en el punto z* =
(V3,1).
Min: —2T1 — To
Sujeta a: 3 +23—-4<0
x% —x9—2<0
—T1 S 0
—x2 S 0
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Exercise 77 Analizar si se verifican las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker en los puntos
z* = (=5,-2) y 2 = (0,3).
Min: 2x1 + x2
Sujeta a: x1 + 22 <3
x? —x9—2<0
—x1+22<3
X1 S 2
T2 Z —2
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