EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES.
Los nimeros naturales.

Definicion (Postulados de Peano).
El conjunto N de los numeros naturales es tal que:
)l eN
if) Paracadan e N existe un unicon € N, llamado el siguiente de n
iii) Paracadan € Nse tiene que n* = 1
iIv) Sim,ne N ym*=n* entoncesm=n
v) Todo subconjunto S de N que tenga las propiedades:

a)1leS

b) k €S implica que k* € S es el mismo conjunto N
Definicion: Adicion.
i)n+1=n*, paratodone N
i) N+ m* = (n +m)*, siempre que n + m esté definido
Teorema

Paratodo n,n,p e N

)m+n e N cerradura
i)m+(n+p)=(m+n)+p asociatividad
ii)m+n=n+m conmutatividad
iv) sim+ p=n+p, entonces m=n cancelacion

Definicién: Multiplicacion
)n-1=n
i)n-m*=(n-m)+n
Teorema

Paratodo n,n,p e N

)m-neN
ipm-(-p)=(m-n)-p
im-n=n-m

iv)Sim-p=n - p,entoncesm=n



Teorema

Paratodo n,n,p e N
m-(n+p)=(m-n)+(m-p)
Definicion.

Dados dos numeros naturales m y n, decimos que n es menor que m, lo que representamos
mediante N<m, si

Idx e Ntalquen+x=m

Teorema

Si m y nson numeros naturales cualesquiera, entonces se verifica una y sélo una de las
siguientes proposiciones:

ijn<m

i)n=m

ii)n<m
Teorema

Paratodo n,n,p e N

hm<n = m+p<n+p
)ym<n = mp<np
iym<nyn<p = m<p
Definicion
Dados los nimeros naturales m y n, decimos que m es mayor que n, lo que representamos
mediante m>n, si n<m.
Método de induccion matematica

1. Determinar si la preposicion se satisface para el menor valor indicado de n.

2. Suponer que la preposicion es valida para un valor n=k (hipétesis de induccion) y
determinar si la proposicién se cumple para el siguiente valor de k, esto es k+1, (tesis
de induccion).

Ejemplo. Demostrar por induccion matematica la proposicion:

(<1) +(-2)" +(-2)’+..+(-2)" = ¢2_1 VneR



Solucion:

Hn=1

(-1) = —(_1)21 1 %‘1 =-1

ii) Hipotesis de induccion n =k

(<1 + (1) + (<1) o (1) = (‘1); -1

iii) Tesisn=k +1

(D + (1) 4 (D) ot (1) = (—1);” -1

iv) Demostracion

(01 + (0 (0 (0 = L

(<2)! o (<2)7 4+ (—1) oo (<1)f 4 (-1) = (‘1)2 B

(=2)" 4 (=1 (<1 4 (<1)f + (1) = (‘1); -1, (‘11)“

() (1) (<) o (1) + () = D -+ 21"

(_1)1 N (_1)2 N (_1)3 N ...(—l)k N (_l)k L (—1)k + 2(—21)k (-1)-1

(0 + (0 () (1 (= 2
()1

Ejemplo: Demostrar por induccion matematica la proposicion:

nz(n+1)2

P+22+3%+..+n° = © VneR

Solucién:



ii) Hipdtesis de induccion n =k
k2 (k+1)°
4

P+22+3+..+k¥=

i) Tesisn=k+1

s (k +1)2 (k +2)2
B 4

P+22+3F+..+k3 +(k +1)
iv) Demostracion

3=k%k+nz+

P+2°+3 +..+k+(k+1) (k+1)3

3_42(k+1)3+k2(k+1)2
B 4
. (k+1)2(4(k+1)+k2)
B 4

k+1)* (4k + 4+ k>
13+23+33+...+k3+(k+1)3:( i ) (4+ i )

3 _ (k +1)2 (k +2)2

P+2°+3 +..+k>+(k+1)

P+2°+3 +..+k+(k+1)

P+2°+3 +..+k+(k+1)
Demostrar por induccién matematica la proposicion

P+2243+..+n° =

6

Solucion

n(n+1)(2n+1).

vVhelR



)n=1
12 _ (1)(2)(3) 12 :g 1=1

6 ’ 6

ii) Hipotesis de induccion n =k

12+22+32+...+k2=k(k+1)6(2k+1)

iii) Tesisn=k+1

12+22+32+...+k2+(k+1)2=(k+1)(k+61)(2k+3)

iv) Demostracion

P+22+3 4.4k +(k +1)2 = k(k+1)6(2k+1)+(k +1)2

2

12+22+32+...+k2+(k+1)2=6(k+1) +k(6k+l)(2k+l)
k+1)(6(k+1)+k(2k+1

12+22+32+...+k2+(k+1)2:( +1)(6( +6)+ (2k+1))
k+1)(6k +6+2k*+k

12+22+32+...+k2+(k+1)2:( i )( +6 Bl )
k+1)(2k?+7k +6

12+22+32+...+k2+(k+1)2:( i )( 6+ i )

12+22+32+...+k2+(k+1)2=(k+1)(k+62)(2k+3)

Los nameros enteros.
Definicién
Sea la ecuacion
n+x=m con mneN

A su solucién; es decir, al nimero x que sumado a n nos da como resultado m, lo llamaremos la
diferencia m-n

Definicién. Conjunto de los numeros enteros.
Z={x|x=m-=n; m, ne N}

Definicion.



Sean a=m-n, b=p-q, dos nimeros enteros con, con M, N, P,( & N . Entonces:
a=b si m+qg=n+p

Definicion: Adicion

Sean a=m-n, b=p-q dos nimeros enteros, con M,N, P,qe N.

El nimero a+b se define como:

a+b=(m+p)-(n+q)

Teorema
Paratodo &, D, C €Z:

iJa+b e Z

. cerradura
i) a+(b+c)=(a+b)+c asociatividad
lii)a+b=Db+a conmutatividad

Iv) si atc=b+c,entoncesa=b  cancelacion

v)a+0=a elemento idéntico
vi)JaeZtalquea+(-a)=0 elemento inverso

Definicion

Sean a,b €7 , el nUmero a-b se define como: a-b=a+(-b)

Definicién: Multiplicacion

Sean a=m-n, b=p-q dos nimeros enteros, con M, N, P, € N. El nimero a-b se define como:
a-b=(m-p+n-g)-(n-p+m-q)

Teorema

Paratodo @,b,ce R

i)a-beZ

ii)a-(b-c)=(a-b)-c

iii)a-b=Db-a

iv)sia-c=b-cyc=0, entoncesa="hb
v)a-l=a



Teorema

Paratodo a,b,c, €Z
a(b+c)=ab+ac

Teorema

Paratodoa,b,c €Z:

i)a-0=0

i) (-a)(b) =—(ab) primera regla de los signos
i) (—a)(-b)=ab segunda regla de los signos
Definicion

Seana,beZ:

)a<b si dn e N talque a+n=Db

i)a>b si b<a

Teorema

Para todo a,b,ce Z

)a<b=a+c<b+c

lj)a<b yc>0=ac<bc
a<byc<0O=ac>hc

lii)a<b y b<c=a<c

Definicion

SeaaeZ

a espositivosi a>0
a esnegativosi a<0



Los numeros racionales
Definicion
Sea la ecuacion:
bx=a; con abeZ

A su solucién; es decir, al niUmero x que multiplicado por b nos da como resultado g, le llamaremos
el cociente de a entre b y lo representamos:

a
b

Definicion de numeros racionales

o-{x

Definicién de igualdad de numeros racionales.

x=%;a,beZ,b¢0}

Sean%,%e@ cona,b,c,deZ yb,d=0

si ad =bc

<
d

oo

Definicion de adicion de nimeros racionales

Sean%,%e@ cona,b,c,deZ yb,d=0

a c_ ad +bc

b d bd
Teorema
Para todo a,b,c € Q:
NDa+b e Q cerradura
ii)a+(b+c)=(a+b)+c asociatividad
lii)a+b=b+a conmutatividad
iv)sia+c=b+c,entoncesa="b cancelacion
v)a+0=a elemento idéntico
vi)JaeQtalquea+(-a)=0 elemento inverso

Definicion

ac . a ¢ :
SeanB,a € Q, el nimero P se define como:



a C a -C

_——— - = —

b d b d
Teorema:
Paratodo a,b,c € Q
iJab € Q cerradura
i) a(bc) = (ab)c asociatividad
iii) ab =ba conmutatividad
iv)siac =bc y c=#0,entonces a=Db cancelacién
v)a-l=a elemento idéntico
vi)Sia#0 Ja'eQtalqueaa™ =1 elemento inverso
Definicién
Sean a c dos numeros racionales ¢ #0

Ty T u | A
b d d
, a ¢ .
El ndmero — + — se define como:
b d
a.c_a
b d bc

Teorema
Paratodo X,Y,Z2€Q

X(y+2)=xy+xz
Teorema
Paratodo X,Y,Z2€Q

X(y+2)=Xxy+xz
Teorema
Paratodo X,Y,Z2€Q

N)x-0=0
if) (=x)(y) =—(xy)
i) (=x)(=y)=xy



Definicion

Sean%,geQ, donde b,d e€Z*

| o

Si ad <hc

i) si

>

ol Tl
oo &

oo

Teorema

Paratodo X,Y,Z2€Q

) X<Y=>X+2Z<y+1Z

) x<yyz>0=xz<yz
X<yyz<0=xz>yz

) X<y yy<z=x<z

Teorema
VXx,yeQ,conx<y,dzeQtalque x<z<y
Demostracion
Hipotesis Hipotesis
X<y X<y
X+X<X+Y X+y<y+y
2X< X+Y X+y<2y
X+ X+
X < yml y<y2
2
Dely?2
X+ . X+
X < y<y &z:—EXeMmm%
X<z<y
Teorema

Todo nimero racional tiene una expresién decimal periddica.



Ejemplo: Expresar al nimero 2.35831

Solucioén:
X =2.35831 Se hace (2)—(1)

2y _1N2 Q1 _ _
10°x =10 (2-35831) 100000x —100x = 235831.831—235.831
100x = 235.831.....1 99900x = 235596
10° (100x) =10° (235831) x =239 _ 5 35831

99900

100000x 58899 19633
—235831831.......2 X= 22975~ 8325

Ejemplo: Expresar al nimero 14.345
Solucion:
X = 2.35831

— Se hace (2)—(1
102x:102(2.35831) (2)-()

100000% —10x =14345.45—143.45

100x = 235.831.....1 990x = 14202
10° (100x) =10°(235.831) 14202
100000x 990

—=235831831........ 2

Teorema

Paratodo X,Y,zeR

i) Xx+yeR

xyeR cerradura
i x+(y+2)=(z+y)+z

x(yz) = (xy)z asociatividad
) X+y=y+Xx

Xy = yX conmutatividad
Iv) x+0=x

X:1=Xx elemento idéntico
v) d—xeRtal quex+(-x)=0

Ix*eRtalquexx ™ =1six=0 elemento inverso
Vi) X(y+2)=Xy+xz distributividad

Teorema



Paratodo X,Y,ZeR

i) x-0=0

i) (=x)(y) =—(xy)
i) (—=x)(=y) =xy
Definicion

Sean x, y y dos niumeros reales.
i) El nimero x—y se define como: x—y = x+(-Y)
ii) Si'y =0 el nlmero x =y se define como: x+y =xy ™
Teorema
Six y yeRR, entonces se verifica una y solo una de las siguientes proposiciones:
) x<y
i) x=y
i) y<x
Teorema
Para todo x,y,zeR
) X<y=>X+2Z<y+1Z
i) X<y, z>0=>xz<yz
X<Y,2<0=>xz>yz
l)x<y,y<z=x<z
Teorema (completitud de R )
Todo subconjunto no vacio de R que esta acotado superiormente tiene un
supremo que pertenece a R
Definicion

Sea x un numero real. El valor absoluto de x, que representamos con |X , se define como:

X, Six>0
—Xsix<0

Teorema



Paratodo X,Y,ZeR

i) |x|] >0Ademés |x|] =0<=x=0
i) Ixy| =[xyl
i) [x+y[< |[x] +]y]

Teorema
Sea a con a >0; Vx € R se tiene que
|X|§a<:>—aéxéa
Teorema
Sea a con a >0; Vx € R se tiene que
X<ae 60x2a
Ejemplo: Resolver la desigualdad |X| =7
Solucion
X<-7 06 x>7
x & (-0, 7]U[7,)
Ejemplo: Resolver la desigualdad |3X - l| <10

Solucion

-10<3x-1<10
-9<3x<11

—3§x£1—1
3

Xe {—3, 1—1}
3

Ejemplo: resolver la desigualdad |3 - 8X| <5

5<3-8x<5
-8<-8x<2

12x2—Z
8

g



Ejemplo: Resolver la desigualdad

Xl <11
5

Solucion
1<3 X
4 5
13 Xqp-3
4 5 4
_Ar o x 4
4 5 4
235 205
4 4
[ 205 235)
el ———,—
4 4
Ejemplo: Resolver la desigualdad |4X - 12| >6
Solucion
x—12<-6 8- 9x>12
4x<6 12>9x-8
ng 4> 9x
4
xs§ X<_§
2



