Operadores en Espacios con Producto Interno
Definicion: Operador adjunto

Sea V un espacio con producto interno y sea T:V — V un operador lineal. Un operador
T*:V -V se dice que es adjunto de T si:

(T@Iv) = (u

T*(¥)), Yu,v € V
Teorema

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y con producto interno, entonces para
cada operador lineal T:V — V existe un Unico adjunto T*, que también es lineal.

Teorema

Sea V un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y sea B una base
ortonormal de V. Si T:V — V' es un operador lineal, entonces:

ME(T") = [ME(D)]’
Teorema

Sea V un espacio vectorial sobre K, con producto interno. Si S y T son operadores
lineales en V y a es un escalar de K, entonces:

) (T =T
i) (al)" = ar*

i) (S+T) =S +T*
iv) (SoT)* =T*oS*

Definicidon: Operador normal

Sea V un espacio con producto interno y sea T:V — V un operador lineal. Se dice que T
esnormalsi ToT*=T*oT.

Teorema
Sea V un espacio con producto internoy sea T:V — V un operador normal:

) IT@I=IT*@)II,v v eV

i) Si T(¥) =Av entonces T*(¥) = v

i) Si  v,,7, son vectores caracteristicos de T correspondientes a los valores
A1, 42 ¥ A4 # A5, entonces (4|7, ) = 0.



Definicién

Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R) con producto interno y sea T:V - V un
operador lineal, se dice que:

i) T es hermitiano (simétrico) siT* =T
ii) T es antihermitiano (antisimétrico) si T* = —T
jii) T es un unitario (ortogonal) si T* =T?

Teorema

Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea A un valor caracteristico del
operador lineal T:V - V:

i) Si T*=T entonces A esreal
i) Si T*=-T entonces A esimaginario
i) Si T*=T"1 entonces |1] =1

Teorema

Sean V un espacio con producto interno, B una base ortonormal de V, T:V -V un
operador lineal y A la representacion matricial de T referida a la base B:

i) T*"=T siysolosi A*"=4
i) T*=-T siysolosi A" =-A
i) T*=T"1! siysolosi A* =471

Teorema

Sea V un espacio vectorial sobre R, de dimension finita y con producto interno, y sea
T:V -V un operador lineal. Si T es simétrico entonces tiene al menos un valor
caracteristico.

Teorema

Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R), de dimensién finita y con producto interno,
yseaT:V — V un operador lineal.

Existe una base ortonormal de V formada por vectores caracteristicos de T siy s6lo si T
es normal (simétrico).

Teorema

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea T:V — V un operador lineal. Existe una
matriz diagonal asociada a T, referida a una base, si y so6lo si V es la suma directa de los
espacios caracteristicos de T.



Teorema (espectral)

Sea V un espacio vectorial sobre C (sobre R), de dimension finita y con producto interno,
yseaT:V — V un operador normal (simétrico).

Si A4,4;,...,4, son los diferentes valores caracteristicos de T, E(4;) es el espacio
caracteristico correspondiente a A4; y P; es la proyeccion ortogonal sobre E(4;), entonces:

|) T211P1+12P2+"'+/‘{kpk
”) P1+P2+"'+Pk:I
iy PpoP;=0,parai %]



