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Prefacio

iOh no, otra introduccién a la cristalografial

Bueno, al menos ésta es en espanol y no se trata de una traduccién; el autor
es parlante nativo del chilango.

El autor es tan maleta con las figuras que de no ser por el Dr. David Romeu,
quien elaboré todas las figuras en el presente texto, no habria ni una sola ilus-
tracién. Gracias.

Lo anterior explica porqué esta presentaciéon estd muy cargada hacia la de-
scripcién matematica, sobre todo en términos de vectores y dlgebra lineal. De-
spués de todo estas notas no son un substituto para los maravillosos textos,
como el de Kittell, que abundan en el mercado.
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Introduccion

Muchos materiales se presentan en forma de cristales. El término proviene
del griego “krystallos”, que significa hielo.

Ms4s adelante veremos que lo que caracteriza a los cristales es el arreglo
periédico de sus dtomos constituyentes; sin embargo mucho antes de que se
estableciera la teorfa atémica ya se hablaba de cristales. Tipicamente los cristales
se caracterizan por tener formas externas, llamadas “hdbitos”, con caras (o
facetas) planas y frecuentemente formando poliedros regulares.

Las caras suelen tener entre ellas ciertos dngulos cardcteristicos (ley de la
constancia de los angulos) y sélo ciertas orientaciones de las caras son posibles
(ley de los indices racionales ).

A veces los cristales pueden ser cortados unicamente a lo largo de caras
planas, estos cortes se llaman clivajes o exfoliaciones

En las siguientes pdginas hablaremos de estas y otras propiedades de los
cristales en términos del arreglo de los dtomos.

Cabe aclarar que en el lenguaje ordinario se aplica el término cristal a los
vidrios, los cuales no son cristales en el sentido técnico que aqui daremos al
vocablo. Los vidrios se consideran mds bien liquidos sobreenfriados.

IX
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Capitulo 1

Redes

1.1. Conceptos basicos.

Considere tres vectores @, b y ¢ linealmente independientes (es decir tales que
el volumen V del paralelepipedo generado por ellos es diferente de cero, también
quiere decir que los vectores no son coplanares). La red (red de Bravais) generada
por a, b y ¢ es el conjunto

L={P|P=ha+kb+Ic}

donde h, k, y [ son enteros.

El paralelepipedo generado por a, b y ¢ recibe el nombre de celda unidad,
debe pensarse como un ladrillo basico que genera, al trasladarlo por vectores de
la red, toda la red.

El volumen de la celda unidad puede calcularse simplemente en base a

V=abxc

férmula que puede derivarse recordando que el volumen de un paralelepipedo es
el drea de la base por la altura.

Los vectores @, b y ¢ reciben el nombre de ejes cristalinos y sus tamafios
a=|al,b=|b|yc=|c]|son los pardmetros de red. Los dngulos interaxiales
son los dngulos entre los ejes cristalinos y normalmente se definen como

a:-<?)\,5
p=<a,c
v==<a,b

que es facil de memorizar (ver la figura 1.1). Una mnemotécnia til es pensar
que «, By -y son los equivalentes griegos de a, b y ¢ de modo que las férmulas
anteriores siempre tienen una a, una b y una c pero una de ellas serd griega.
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Figura 1.1: Tlustracién de una celda unidad. Se muestran los ejes cristalinos y
los correspondientes dngulos interaxiales.

Cuando sea obvio del contexto cudles son los ejes cristalinos escribiremos
simplemente [hkl] para denotar

[hkl) = ha + kb + &

y si h, k, y I son enteros entonces [hkl] serd un punto de la red. En este tltimo
caso se dird que h, k, y [ son los indices de Miller del punto P de la red (donde
P =ha+kb+ [c) y también se usardn para indicar una direccién cristalogra-
fica. Frecuentemente (cuando sélo nos interesa la direccién) se dividen los tres
nimeros por su méximo comin denominador y h, k, y | son nimero primos
relativos. R

Noétese que para una red dada, la eleccién de los vectores @, b y €y, con-
secuentemente, de la celda unitaria, no es tnica, como se ilustra en la figura
1.2.

1.1.1. Redes no primitivas.

A veces resulta conveniente definir las redes de modo que haya puntos de las
redes no sélo en los vértices de la celda unidad sino también adentro, en este
caso tenemos una celda no primitiva. Cuando sélo hay puntos en los vértices de
la celda unidad diremos que se trata de una celda primitiva.

El ejemplo mas sencillo de celda no primitiva es la celda centrada en el
cuerpo (que se denota por la letra I). En este caso los vectores de la red son los
que tienen la forma

ha + kb + I¢
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Figura 1.2: Tlustracién de cémo una misma red puede ser generada mediante
diferentes elecciones de vectores y celdas unitarias.

junto con los de la forma

10 1~ 1. .~

§a+§b+§c+ha+kb+lc
111

= [555} + [hkl]

o sea lo que resulta de repetir el paralelepipedo que tiene un punto en su centro
(vea el problema #1).
Ansdlogamente tenemos celdas centradas en las caras (F) con puntos en

[hkl]

[%%m+whm1

[505] + [hA]

11

[055] + [hK]

(v en las otras tres caras, que omitimos pues apareceran al apilar los paralelepipe-
dos), celdas centradas en A con puntos en

[hkl]

11
== hkl
(053] + bk
o centradas en B con puntos en

[hkl]

1503] + [hk]
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Figura 1.3: Celda no primitiva cibica centrada en las caras. Con lineas méds
gruesas se indica una posible celda primitiva.

o centradas en C con puntos en

[hkl]
11

15501+ (k]

(ver la figura 1.3)

1.2. Cristales.

Si asociamos con cada punto de una red un grupo de dtomos entonces ten-
emos un cristal. Ese grupo de dtomos se llama base y puede consistir de un sélo
atomo o de muchos ( como ocurre en los cristales de virus o de ADN).

Esqueméticamente

cristal = red + base

Una ilustracién en dos dimensiones que, aunque poco realista, permite mostrar
este concepto se presenta en la figura 1.4.

En la figura 1.4 se muestra una red primitiva en dos dimensiones y la base
consiste en el tridngulo. Nétese que la eleccién de la celda unidad no es tnica
e incluso pueden tomarse celdas no primitivas para el mismo cristal, esto se
ejemplifica en la figura 1.5.

En esta figura la celda no es primitiva, contiene dos puntos de la red por
celda; de hecho es una celda centrada.
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Figura 1.4: Representacién esquemdtica de un cristal en dos dimensiones. Nétese
que el cristal consiste de una red (con todo y celda unidad) y una base (los
tridngulos, en este caso, que representan conjuntos de dtomos)

1.2.1. red fcc y su primitiva.

Dada una red no primitiva siempre es posible elegir una red primitiva que
dé lugar al mismo cristal.

Por ejemplo en la red FCC es fécil ver cuédl serfa su celda primitiva. Tomemos
vectores que van del origen a las mitades de las caras. Asf

11
I [
a —[220]
11
! — ——
b—[022]
1.1
f— (0=

forman una celda primitiva. Los vectores tienen el mismo tamano y la celda
es romboedral. Dejamos al lector el problema de indagar las correspondientes
celdas primitivas para las celdas A, By C.

Hemos de notar que, cuando usamos una red de tipo F, las posiciones retic-

ulares serdn todas de la forma
hkl

537
donde h, k y I son enteros y h+h+1 es par. Esto se puede demostrar fiacilmente
usando la celda primitiva y luego pasando a la no primitiva.

1.2.2. red bcc y su primitiva.

En este caso una celda primitiva se construye con los vectores que van del
origen (un vértice del cubo) a los sitios vecinos que estdn en el centro del cubo,
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Figura 1.5: Mismo cristal que en la figura anterior, pero ahora la celda se ha
elegido con una base de dos tridngulos. Se trata de una celda no primitiva (hay
un punto reticular en cada vértice y uno en el centro de la celda)

asf
111
" =1353]
111
V=33
111
‘=153

y aprovechamos para mencionar que, en cristalograffa, los signos menos suelen

ponerse arriba de la cifra, como en % que significa —%.
Hemos de notar que, cuando usamos una red de tipo I, las posiciones retic-

ulares serdn todas de la forma
[h kl |
222
donde h, k y I son enteros y son todos pares o todos nones. Esto se puede

demostrar facilmente usando la celda primitiva y luego pasando a la no primitiva.

1.3. Planos cristalinos.

Ya hemos visto que una direccién cristalografica (la direccién de una recta
que contiene al menos dos puntos de la red) se especifica por los indices de
Miller [hkl]. Ahora veremos el andlogo para planos cristalograficos (un sinénimo
de planos cristalinos). Estos son planos que contienen al menos tres puntos no
colineales de la red.
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Para especificar un plano se hace lo siguiente:

1) hay que ver donde intersecta el plano a los ejes cristalinos, suponga que
los intercepta en xa, yb y z¢. Si no intersecta algiin o algunos ejes diremos que
los intersecta en oo.

2) forme los reciprocos de estas intersecciones 1/x, 1/y y 1/z (tome el recipro-
co de co como 0).

3) se puede demostrar (lo bosquejaremos mas adelante al estudiar la red
reciproca) que hay enteros u, v, y w que estdn en la misma proporciéon que 1/z,
1/y y 1/z. El plano se indica mediante los indices de Miller (uvw) . Todo esto
ser muestra en forma esquemadtica en la figura 1.6.

06

6-pdf

Figura 1.6: Representacién de un plano que intersecta los ejes coordenados.

En la figura 1.7 se pueden ver varios ejemplos que ilustran esta técnica de
los indices.

Nota: en cristalografia se acostumbra indicar el negativo de un indice ponien-
do el signo arriba del niimero, asi —5 se escribird 5.

Nota: una direccién especifica se denota por [hkl] y el conjunto de todas las
direcciones equivalentes a ésta (por simetrfa) se denota por < hkl >. Un plano
determinado es (uvw) en tanto que la clase de todos los planos equivalentes a
éste por simetria es {uvw}.
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Figura 1.7: Tlustraciéon de diversos planos y sus indices de Miller.

1.4. Estructuras tipicas.

1.4.1. hexagonal compacta (hcp)

Considere un arreglo hexagonal bidimensional de dtomos, como el de la figura
1.8.

Ahora coloque encima de este arreglo otro igual pero poniendo los nuevos
dtomos sobre los huecos dejados por la primera capa. A estas dos capas las
llamaremos A y B (ver figura 1.9)

Una tercera capa puede escogerse de dos maneras distintas. Una de esas
maneras consiste en colocar la capa tres exactamente arriba de la A. Con ello
si seguimos apilando capas tendremos una secuencia ABABAB....

El arreglo resultante se llama estructura hexagonal compacta y es la estruc-
tura adoptada por muchos metales. La red de Bravais es hexagonal y puede
pensarse como la estructura resultante de tener una base con dos dtomos cuyas
coordenadas son

[000]
211
332
La estructura HCP es una estructura compacta en el sentido de que logra
una gran eficiencia en el empaquetamiento, si ponemos esferas en cada sitio
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Figura 1.8: Un arreglo compacto de circulos en un plano.

atémico del mayor radio posible sin que se traslapen lograremos una fraccién de
volumen ocupado de 0.74. Su apariencia se ilustra en la figura 1.10.

1.4.2. Chuibica FCC.

Esta estructura ya la hemos descrito anteriormente, pero ahora la veremos
desde un punto de vista diferente. Retornemos a las capas hexagonales A y
B descritas en el apartado anterior. Una tercera capa puede ponerse no en la
posicién A sino en una posicion diferente tanto de A como de B y que llamaremos
C. El apilamiento serd ahora ABCABC......como se muestra en la figura 1.11.

La relacién entre las estructuras cibica centrada en las caras y hexagonal
compacta se podréd apreciar en las figura 1.12.

1.4.3. Cloruro de sodio.

Estructura FCC con una base

Na — [000]
111

OL = 1555]

Ver la parte izquierda de la figura 1.13.
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Figura 1.9: Ilustracién de dos capas compactas yuxtapuestas.

1.4.4. Cloruro de Cesio.
Estructura ctibica simple (P) con una base
C's — [000]

Czﬁ[% ]

DN =

1
2

Se parece a la estructura ciibica I pero aqui el dtomo de enmedio del cubo
es de otra especie (ver porcién derecha de la figura 1.13).

1.4.5. Diamante

Estructura cubica FCC con una base de dtomos de carbono dada por
[000]
[

W=
1 =
Bl

(vea la figura 1.14 A)
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Figura 1.10: Ilustracién de la celda unidad de la estructura hexagonal compacta

1.4.6. Sulfuro de Zinc

Se parece bastante a la del diamante como se apreciard del hecho de que la
estructura es FCC con una base

Zn — [000]
111

S~ ]

(ver parte la figura 1.14 B).
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Figura 1.11: Cuando el apilamiento es tal que la tercera capa no coincide con
la primera tenemos la estructura cibica centrada en las caras. Se dice, en este
caso, que el apilamiento es ABCABC...

Figura 1.12: Comparacién entre la estructura hexagonal compacta y la estruc-
tura cibica centrada en las caras.
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Figura 1.13: Estructura del Cloruro de sodio (izquierda) y del closruro de cesio
(derecha). A pesar del parecido, not que una es centrada en las caras y la otra
es primitiva.

Figura 1.14: Estructura del diamante (parte A) y del sulfuro de zinc (parte B).
Note el enorme parecido de las estructuras, difieren en la base.
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Capitulo 2

Redes Reciprocas.

2.1. La red reciproca

Dados los vectores a, b y ¢ que definen una red construimos otros tres vectores

*

a*, b* y ¢* que se llaman vectores reciprocos y estén definidos por:

a-a*=b-b"=c-cr=1
a-b"=a-c"=b-c"=b-a"=¢c-a*=¢c-b"=0

Los vectores reciprocos tienen muchas propiedades importantes entre las que
se cuentan:

a) los tres vectores reciprocos son linealmente independientes (es decir, no
son coplanares) y generan una nueva red llamada red reciproca.

Por ello los conjuntos {a, Z, cty {Zi*,?b\*, ¢*} son bases para el espacio Euclid-
eano tridimensional. Dado un vector P arbitrario existirdn nimeros z,y, 2, z’, 3/
y 2’ tales que

pP= xﬁ—!—yg—&— zc
P=a'a"+yb* + ¢

y, evaluando los productos interiores, vemos que

P-a*=z
P.b =y
P.ct=z

a=x
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(P-a)a+ (P-b )b+ (P-¢*)

(P b)b

P
P @)a* + (P )" + (P - o)

b) la relacién entre los dos juegos de vectores puede formularse explicita-
mente como:

A*_gxﬁ
TV

3*_E><6
\%

E*:axﬁ
\%

donde R
V=a-bxc

es el volumen de la celda unidad.
De hecho una evaluacién explicita indica que el volumen V* de la celda
unidad de la red reciproca estd dado por

U 1
V*=a"-b"x¢" ==

¢) considere un plano por el que pasan al menos tres vectores no colineales
de la red (un plano cristalogrifico, o reticular). Sean P, @ y R estos vectores,
una normal al plano serd el vector

N=(Q—-P)x(R—-P)
y una evaluacién explicita muestra que N puede escribirse como
N=VG

donde G estd en la red reciproca. Por ello podemos aseverar que la normal a un
plano cristalogréfico siempre puede tomarse como un vector de la red reciproca.
Ademss esto implica que la ecuaciéon de un plano cristalogrifico es de la
forma
P-G==z

donde z es un entero.
d) conversamente, dado un vector G de la red reciproca el plano

P-G==z

(con z entera) es un plano cristalogréfico (con la restriccién que a continuacién
se nota).
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De hecho si P = hﬁ—i—k@—}—l@y G = u@* 4+ vb* +w ¢* tenemos que la ecuacién
del plano serd
hu + kv +lw =z

y sabemos (de la teoria de los mimeros) que semejante ecuacién tiene soluciones
si y solo s ged(u, v, w) | z. En particular nétese que para el caso z = 1 habrd
soluciones si y sélo st ged(u, v, w) = 1 (los ntimeros u, v y w son primos relativos).

e) los indices de Miller del plano con normal G se calculan con facilidad. El
plano intersectara al eje @ cuando exista un real r tal que P = ra esté en el
plano. Porello P-G=ra-G=zy

z

T =

Q)
@Q

(siempre y cuando @ - G # 0, el caso en que @ - G = 0 se vera poco después).
Andlogamente las intersecciones con los ejes b y ¢ estaran dadas por vectores
Q@ = sby R = tc que satisfacen las condiciones:

z
s ==

b-G

‘= z
G
Los reciprocos de estas intersecciones son
1 a-G

r oz
I b-G

sz
1 e.G

t oz

ecuaciones que se consideraran vélidas aun en el caso de que a-Gob-Goc-G
sean cero.
Pero si G = ua* + vb* + w ¢*, lo demostrado en el inciso a) implica que

S+l ® =3
g Nl vl

y los indices de Miller del plano son simplemente (uvw).

Una normal al plano con indices u,v,w es el vector ua* + vb* +w c*, por ello
tanto el plano como el vector de red reciproca del que es su normal se abrevian
como (uvw). Conversamente, dado un vector en la red reciproca (uvw) éste es
normal a una familia de planos con indices que pueden obtenerse de uv y w
dividiéndolos por su méximo comun divisor (aunque en general se asumird que
este maximo comun divisor es 1).
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f) la distancia entre dos planos consecutivos con indices uv y w es precisa-
mente
d =| (wvw) |

(el reciproco del tamafio del vector de red reciproca). Recuerde que u,v y w son
primos relativos, de lo contrario parecerfa que hay planos paralelos arbitraria-
mente cercanos unos a otros.

Para demostrar este importante resultado considere planos

P-G==z

donde G estd en la red reciproca y z es un entero. Suponga que ged(u, v, w,) = 1
de modo que z puede ser cualquier entero. Ahora pensemos en los planos para
los cuales z = 0 y z = 1. La distancia entre estos planos serd la longitud del
vector paralelo a G que vaya del plano con z = 0 al plano con z = 1. Este vector
es de la forma

P =2zG

y como
P.G=1=x|G

resulta que

1
T =
|G 2
y la distancia es
|G| _ 1
| P |=|2G |= =
G2 oG]
de modo que la distancia entre planos (uvw) es
1
d=+—~
|G |

donde R
G = ua* + vb* + wec*

Si ged(u, v, w,) # 1
d= ged(u, v, w, )

|G

g) si tomamos la red reciproca y nos preguntamos j, cudl es su red reciproca?
encontramos que es jla red originall.

h) la ley de los indices racionales, conocida desde antes del descubrimien-
to de la difraccién, establece que los planos cristalinos siempre tienen indices
racionales, no se puede tener indices de tipo (%7 2,3) etc. Esta ley es conse-
cuencia de la naturaleza reticular de los cristales.

i) el dngulo entre dos planos cristalograficos (que es el dngulo entre dos
caras de exfoliacién -o clivaje- del cristal) serd simplemente el dngulo entre los
vectores de la red recfproca que son normales a estos planos. De aquf la ley de
la constancia de los dngulos: en cada cristal sélo ciertos dngulos se presentan
(los que corresponden a vectores reciprocos de indices pequenos).
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2.1.1. La red reciproca de un cristal F' (centrado en las
caras)

Consideremos una red cuya celda sea de tipo F, o sea centrada en las caras
Sean a, b y ¢ los vectores que definen la celda no primitiva, a* b* c* los
vectores reciprocos y llamemos V' al volumen de esta celda . La forma de ver
cudl es la red reciproca en este caso consiste en elegir, temporalmente, una celda
primitiva. Asi pues, definimos los vectores e, es y e3 como

1/ =
o= (3+7)
1/~ 2
e =3 (+7)
1.
63:§(CL+C)

Es fécil ver que los vectores asi definidos forman una celda primitiva. Su
volumen es

V2:61'62><63:Z

La red reciproca ej, €5 y e} estard dada por
e]=a"+b"—-¢"
e5=—a"+b"+¢"
es=a"—b"+7¢"
(recomiendo al lector que verifique cuidadosamente estas ecuaciones).

De aqui puede verse que un vector arbitrario de la red reciproca g = uej +
ves + wej con u,v,w enteros estard dado por

g :u(a* +b* —E*) + (—a* +b* +E"‘) +w (a* — b +E’*)
= (u—v+w)a* + (u+v—wb" + (—u-+v+ w)e*
alternativamente podemos decir que se expresa como
g=ua + b +w'ct
donde v/, v/, y w’ son enteros relacionados con u,v, y w por medio de
/

U =u—v+w
vV=u+v—w
w=—-ut+v—w
Estas ecuaciones a su vez implican que NO todos los valores de v/, v', y w’ son
posibles. De hecho una condicién necesaria y suficiente para que las ecuaciones

anteriores puedan resolverse para u’, v/, y w’ es que los nimeros u', v/, y w’
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sean todos ellos pares o todos ellos nones. En pocas palabras, la red reciproca
de la red dada por los vectores @, by ¢ y que es de tipo F estd dada por a*, b* y
¢* pero sujeta a la condicién de que los indices (uvw) de los vectores sean todos
pares o todos nones (no se valdrian indices (910) pues mezclan pares y nones
pero si se permiten (200) o (111)). Esta restriccién puede verse con claridad si
notamos que

v +v =2u
u +w =2v

v+ w = 2w

por lo que v/ + ', v/ +w’ y v' +w’ son pares, lo cual sélamente se lograra si u,
v y w son todos pares o nones.

De aqui puede verse que la red reciproca a una red F es una red I (pues es
precisamente en una red I donde se permiten los fndices solamente cuando son
todod pares o nones).

2.1.2. Red reciproca de un cristal / (centrado en el cuer-
po)

__ Similarmente puede demostrarse que la red reciproca de la red dada por @,
by ¢y que es de tipo I es la red generada por a*, b* y ¢* pero sujeta a la
condicién de que los indices (uvw) tengan u + v + w par. Vea el problema #4.

De aqui puede verse que la red reciproca a una red I es una red F (pues es
precisamente en una red F donde se permiten los fndices solamente cuando su
suma es par).

2.1.3. Red reciproca de un cristal C' (centrado en la cara

)

También puede demostrarse que la red recfproca a la red dada por @, b y¢
que es de tipo C' (centrada en una cara) es la red generada por a*, b* y ¢* pero
sujeta a la condicién de que los indices (uvw) tengan u + v par.



Capitulo 3

Grupos de simetria.

3.1. Simetria

Muchas de las propiedades de un cristal provienen de su simetria razén por
la cual hemos de dedicar algunas lineas a este concepto.

3.1.1. concepto de simetria

Decimos que un objeto tiene simetria cuando al transformarlo o modificarlo
de alguna manera lo llevamos a una configuracién indistinguible de la config-
uracién original. Un ejemplo: tome una esfera, la modificacién consistird en
hacerla girar un cierto dngulo alrededor de un eje que sea un didmetro de la
esfera, la nueva configuracién (la esfera girada) es idéntica a la configuracion
original (la esfera sin girar). Se dice que la esfera tiene simetria rotacional.

En cristalografia los objetos que vamos a modificar son los cristales y las
transformaciones que nos interesan son de los tipos que se detallan a contin-
uacion.

3.1.2. tipos de simetria cristalina.

En primer lugar hay que notar que los cristales son invariantes (es decir
no se modifican) bajo translaciones por vectores de su red. Esto puede verse
del hecho de que el cristal es la repeticién por translaciéon de la celda unidad
con todo y la base. En otras palabras, si nos paramos en cualquier lugar del
cristal y nos desplazamos por un vector de la red llegamos a otro sitio idéntico
(indistinguible) del anterior.

Matemédticamente las translaciones son operaciones del tipo

T(p)=p+l1

donde [ estd en la red. Las translaciones pueden combinarse (aplicarse unas tras
otras) y de hecho el conjunto de translaciones por vectores de una red forma un
grupo abeliano.

21
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Un segundo tipo importante de simetria es el proporcionado por las rota-
ciones. Ya hemos visto el caso de una esfera, piense también en cémo un cuadra-
do es invariante bajo rotaciones por 90° alrededor de un eje perpendicular al
plano del cuadrado y que pase por su centro.

En principio una rotacién podria ser por un dngulo cualquiera, pero si ¢ es
el dngulo entonces de haber un dtomo en cierta posicién P tendria que haber
otro en T(P) (aqui T representa la rotaciéon por ¢ grados) y otro en TT(P) y
otro en TTT(P) etc. Si hemos de evitar un nimero infinito de dtomos (lo cual
implicaria dtomos arbitrariamente cercanos) es preciso que exista algin entero
k tal que después de k rotaciones lleguemos de nuevo a un dtomo ya existente y
no generemos uno nuevo, por ello kp = 2rm donde m es otro entero . O dicho
de otra manera, los posibles éngulos son del tipo

_ 2mm
7Tk
Ahora bien, al tomar dos rotaciones y aplicarlas una tras la otra tenemos
como efecto neto resultante otra rotacién. Las rotaciones que dejan invariante
cualquier objeto forman un grupo (en general no Abeliano). Esto implica que

la rotacién por 27TTmpuede pensarse como el resultado de aplicar m veces la

rotacién %’T (vea el problema #2). Por ello las rotaciones usadas en cristalografia

son rotaciones por dngulos
21
SR
y sus potencias (aplicaciones reiteradas). Mas adelante veremos que para cristales
k puede valer tinicamente 1, 2, 3,4 y 6, a esto suele llamdrsele “restriccién crista-
logréfica”.

Una rotacién por un dngulo %’T se suele denotar como C,, (notacién de Schon-
flies) o simplemente como n (notacién de Hermann-Mauguin).

Un tercer tipo de simetria estd dado por las reflexiones. Un cuadrado es
invariante bajo reflexiones (espejos) a través de las diagonales del cuadrado.
De nuevo puede verse que el conjunto de todas las reflexiones que dejan un
objeto invariante forman un grupo. La reflexién se representa por el simbolo
o (notacién de Schonflies) seguido de alguna indicacién de la orientacién del
espejo, asi o, representa un espejo vertical, o, representa un espejo horizontal
y o4 uno diagonal. En la notacién de Hermann-Mauguin un espejo se indica
simplemente por el stmbolo m.

La cuarta clase de simetria que consideraremos estd dada por las inversiones
centrales, una inversién es la transformacion

T(p) =—p

de modo que un objeto es simétrico bajo inversiones si para todo punto p lo que
hay en p es idéntico a lo que hay en —p .

Si combinamos una traslacién con una rotacién obtenemos la simetria llama-
da tornillo. En concreto, por n, entenderemos una rotacién C,, junto con una
traslacién por p/n unidades. Nétese que después de aplicar esta transformacion
n veces la rotacion neta serd de 27 y la traslacién sera p unidades.
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Si combinamos translaciones con reflexiones obtenemos los deslizamientos
(las huellas dejadas por zapatos en la nieve son el ejemplo mas claro y sencillo
de deslizamiento). Por ejemplo a denota una traslacién a lo largo del eje a por
una distancia | § | seguida de una reflexién por un espejo que contiene al vector
a

Podemos combinar rotaciones con reflexiones (el plano del espejo ha de ser
perpendicular al eje de la rotacién) y obtener rotoreflexiones. En el sistema de
Schonflies el simbolo S, indica una rotacién de 27 /n seguida de una reflexién a
lo largo de un espejo cuya normal es el eje de la rotacién.

Al combinar rotaciones con inversiones obtenemos rotoinversiones. En el
sistema de Hermann-Mauguin el simbolo 7 denota una rotacién de 27 /n seguida
de una inversién.

Las operaciones de simetria que dejan al menos un punto fijo se llaman
puntuales, las rotaciones, reflexiones, inversiones y sus combinaciones son pun-
tuales en tanto que las translaciones no son puntuales. Las transformaciones
puntuales que dejan invariante a cualquier objeto forman un grupo, el llamado
grupo puntual.

Si incluimos todas las transformaciones que dejan invariante a un objeto
(puntuales o no) obtendremos el llamado grupo espacial.

3.1.3. La restriccién cristalografica.

Hemos visto que las rotaciones admisibles son por dngulos de 2T’T(o sus repeti-
ciones). Cuando tenemos un cristal, sin embargo, no todos los valores de k son
admisibles. Por ejemplo k& = 5 (la simetria de un pentdgono) no es posible. La
restriccién proviene de la simetria translacional.

La demostracién de este hecho es sencilla e instructiva. Considere el vector
a # 0 mas corto de la red y considere ' = T'(a) donde T representa la rotacion
por un dngulo ¢. Claramente | a’ |=| a |. Pero la longitud de a’ & a es (por la
ley de los cosenos)

la'£a=|d |”+]al? £2]|d || a]| cos(y)
=2|al?+2]|a|*cos(p)
=2]al* (1£cos(p)) >[al’

donde la desigualdad es cierta dado que supusimos que a es el vector mas chico.
Esto quiere decir que (1= cos(¢)) > 3 (o que (1= cos(p)) = 0) Probando las

diversas posibilidades para ¢ = 27” se ve que k puede ser 1,2,3,4 o 6 nada mas.

3.1.4. Redes en dos dimensiones.

En atencién al grado de simetria se puede demostrar que hay cinco clases de
redes (ver figura 3.1).

Nétese que cualquier red en dos dimensiones tiene un centro de simetria (si
P es un punto de la red, —P también). También (por la misma razén) toda red

en dos dimensiones tiene al menos un eje de simetria dos (¢ = 2% = 7).
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Figura 3.1: Los cinco tipos de redes bidimensionales.
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Figura 3.2: Ilustracién de los diez grupos puntuales en dos dimensiones.

La red oblicua es el caso general en el que | @ |#] /I;| y a # 90°. La simetria
de la red incluye varios ejes de simetria dos. La simetria del cristal puede ser la
misma que la de la red o menor si la base no tiene simetrfa de orden dos.

La red rectangular es aquella en la que | @ |#] b | y @ = 90°. Esta red tiene
ademds de la simetria de orden dos varios espejos. Aqui conviene aclarar un
punto fundamental: un cristal basado en esta red también podria describirse
con una celda oblicua, pero cuando la simetria del cristal tiene espejos se utiliza
la celda rectangular pues ésta despliega la simetria correcta.

Se tiene también una red rectangular centrada, con simetria similar a la de
la red rectangular. Equivale a una red oblicua en la que o = arc cos( ;) pero no
se usa la red oblicua si hay espejos. R

Si la mayor simetria es de orden cuatro usamos la red cuadrada | @ |=| b |y
a =90°. R

Cuando la mayor simetria es de orden seis usamos la red hexagonal | @ |=| b |
y a = 120°.

Insistimos, en todo caso podria usarse una red oblicua. Es la simetria la que
hace que sea mas conveniente usar celdas unitarias que mejor reflejen la simetria
aun al costo de tener que usar una celda no primitiva.

3.1.5. grupos puntuales y espaciales bidimensionales.

Cuando se examinan todas las posibles combinaciones de rotaciones y reflex-
iones en dos dimensiones se encuentra que hay diez posibles grupos puntuales
que se ilustran en la figura 3.2.

El grupo 1 es aquel en que el cristal no tiene mas simetria puntual que la
trivial ¢ = 27.

El grupo 2 representa la simetria en la que el objeto es invariante bajo una
rotacién de ¢ = 27” pero no tiene espejos.
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El grupo 3 es la simetria en la que el objeto es invariante bajo una rotacién
de ¢ = %” pero no tiene espejos.
Similarmente el grupo 4 es la simetria en la que el objeto es invariante bajo
_x

una rotacién de ¢ = %TW = 7 pero no tiene espejos.

El grupo 6 es la simetria en la que el objeto es invariante bajo una rotacién

de ¢ = %’r = % pero no tiene espejos.

Cuando se permiten espejos tendremos los grupos 1m que es la simetria en
la que el objeto es invariante bajo una rotacién trivial de ¢ = 27 pero tiene un
espejo.

El grupo 2mm representa la simetria en la que el objeto es invariante bajo
una rotacién de ¢ = 27” pero tiene dos espejos perpendiculares (un espejo y
simetria de orden dos implican la presencia de otro espejo ortogonal al primero).

En el grupo 3m tenemos la simetria de un objeto que es invariante bajo una
rotacion de ¢ = %’T y tiene un espejo.

En el grupo 4mm el objeto es invariante bajo una rotacién de ¢ = %Tﬂ y tiene
dos espejos perpendiculares.

Por 1ltimo en 6mm el objeto es invariante bajo una rotacién de ¢ = %’r y
tiene dos espejos perpendiculares.

Al combinar los grupos puntuales con las translaciones resultan 17 grupos

espaciales.

3.1.6. redes tridimensionales.

Cuando se hace un andlisis similar en tres dimensiones (que es bastante mas
dificil) se obtiene que hay 32 grupos puntuales y 230 grupos espaciales.

Las redes pueden ser de los siguientes 14 tipos: ctibica primitiva, ciibica cen-
trada en el cuerpo, ciibica centrada en las caras, tetragonal primitiva, tetragonal
centrada en el cuerpo, ortorrémbica primitiva, ortorrémbica centrada en C, or-
torrémbica centrada en el cuerpo, ortorrémbica centrada en las caras, monoclini-
ca primitiva, monoclinica centrada en C, triclinica, trigonal R (rombohedral) y
hexagonal (que puede describirse con una celda trigonal). La figura 3.3 da mds
detalles.

Vea el problema #3 al final de este capitulo.
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Figura 3.3: Los catorce tipos de redes de Bravais.
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Figura 3.4: Ilustracién de los siete sistemas en los que se clasifican las redes de
Bravais.



Capitulo 4

Difraccion.

4.0.7. El experimento de difraccién

Un experimento de difracciéon tipico consta bdsicamente de tres partes o
componentes: a) Una fuente de radiacién; b) una muestra a estudiar y 3) un
sistema de deteccién. Estos componentes se muestran en forma esquemética en
la figura 4.1.

La fuente de radiacién puede ser un tubo generador de rayos X, un canén
de electrones o incluso un reactor de fisién que produzca neutrones.

Nosotros concentraremos nuestra atencién en el caso de los electrones. La
figura 4.2 representa un tipico canén de electrones.

El filamento (F) de tungsteno se calienta haciendo pasar por él una corri-
ente eléctrica. Como es bien sabido, cuando un metal se calienta se forma una
“nube”de electrones en su superficie. Al establecer una diferencia de potencial
entre el filamento y una placa con un orificio (llamada énodo A) se establece un
flujo de electrones muchos de los cuales pasan por el orificio.

Los electrones que abandonan el canén se caracterizan por tener casi todos
la misma energia E, que es tipicamente del orden de 100 kiloelectrones-volt
(kev). Estos viajan formando un haz muy colimado (con divergencias del orden
de milésimas de radidn) y la radiacion puede muy bien representarse como una
onda plana de longitud de onda A.

Naturalmente Ay E estédn relacionadas por

h2
~ 2mA2
donde h es la constante de Planck y m es la masa de un electrén. El momento
— —
7 del electrén puede expresarse como hk donde k es un vector de tamafio

—
| & |= % y tiene la direccién en la que se propagan los electrones ( recibe el
nombre de vector de onda). De la ecuacién anterior se ve que la relacién entre

=
Ey| k|es .
_h2|]{?|2

2m

E

29
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Detector

Gonidmetro

Rayos ‘X

Figura 4.1: Geometria tipica de un experimento de difraccién. Se tiene una fuente
de radiacion, una muestra (que puede ser girada mediante un goniémetro) y una
pantalla o detectores.
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Figura 4.2: Geometria bdsica de una fuente convencional de electrones. Se apre-
cian el filamento y el dnodo.

Si mantenemos fija la energia F, todos los posibles valores de’k se encuentran
(de acuerdo con la ecuacién anterior) en una esfera de radio % Esta esfera, recibe
el nombre de Esfera de Ewald.

La muestra a estudiar recibe la radiacién proveniente del canén de electrones.
Algunos electrones atraviesan la muestra sin ser desviados en lo absoluto, ellos
conforman lo que se denomina haz transmitido. Aquellos electrones que son
desviados pasan a formar parte de los haces llamados difractados. En estas notas
supondremos todo el tiempo que la muestra es cristalina y que la interaccién
radiaciéon-muestra es eldstica (es decir, que no hay cambio en la energia de los
electrones).

El sistema de deteccién estd formado, habitualmente, por una placa fotografi-
ca sensible a los electrones. La placa registra qué tanta radiacién se va en diversas
direcciones, la fotografia resultante es lo que se denomina patrén de difraccion.

4.1. La rejilla de difraccion

En la figura 4.3 mostramos una hilera de 4tomos idénticos en la cual el vector
a genera una red unidimensional. Conidere los 4tomos contiguos 1 y 2 e imagine
que la radiacién con vector de onda kg incide sobre ellos. Lejos de la hilera lo
que se observe dependerd, igual que en 6ptica elemental, de si hubo interferencia
constructiva o no. El observador en O verd que la diferencia de fase entre los
rayos provenientes de 1 y de 2 estd dada por ¢ donde

§ =| @ | (cos(ar) — cos(ag))
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Figura 4.3: Representacién de los componentes principales de una rejilla de
difraccién unidimensional.

Si llamamos ? al vector de onda después de la hilera resulta que
s=X%k - Ko) @
y como para tener interferencia constructiva se requiere que
0 =nA

(siendo m un entero) tenemos como condicién de interferencia constructiva que

O sea

4.2. El cristal tridimensional

Un cristal real tridimensional puede pensarse como una rejilla pero en las
tres direcciones .Por ello si el cristal es generado por @, b y ¢ la condicién de
interferencia constructiva estara dada por tres ecuaciones como la anterior (una
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por cada direccién cristalografica bésica) y
(k — ko) - @ =m
— = —
(k—ko)-b=n
- =
( k—k 0) . ? =Dp

con m, n y p enteros. Estas ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de Laue.

4.2.1. La ecuacién fundamental

- =
. — L, .
Si ahora llamamos ¢ = (k — k) y expresamos a este vector en términos

de a*, b* y ¢* tendremos que
g = za* +y3*+z€*

donde x, y y z son tres nimeros a determinar. Pero multiplicando la ecuacién
anterior sucesivamente por @, b y por ¢ tenemos que

— o~
rT=9-a
y=77"b

— o~
z=19¢ -¢C

con lo que (usando las ecuaciones de Laue)
G =ma* + nb* + pc*

o e, . ., v s
La condicién de difraccién es que ¢ sea un vector de la red reciproca.

4.2.2. La construccién de Ewald.

En la figura 4.4 mostramos la geometria bésica de la difraccién.

Aqui hemos indicado los vectores de onda incidente k y difractado k', ambos
estdn sobre la esfera de Ewald pues corresponden a ondas con la misma energfa.
La punta de k se ha colocado sobre el origen de la red reciproca y la punta de
k' se ha colocado sobre un punto g de la red reciproca para ilustrar que &' — k
es un vector de la red reciproca.

4.2.3. La ley de Bragg

Existe una manera simple y muy 1til de ver la ecuacién fundamental de la
difraccién. En la figura 4.5 se muestra, muy esquemdticamente, una familia de
planos que distan entre si d.

Llamamos ¢ al vector de red reciproca que es normal a estos planos y que,
como ya hemos visto, satisface la igualdad d =| ¢ |~!. También se muestran

— —
en la figura los vectores de onda ko y k de las ondas incidente y difractada
respectivamente. De la figura vemos que el dngulo 6 que forma el vector de onda
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Figura 4.4: Geometria bdsica de la difraccién. Se aprecian la esfera de Ewald y
la red reciproca.

?0 con cualquier plano es el mismo que el formado por ? y los planos. Este
angulo recibe el nombre de dngulo de Bragg.

Como ¢ = (? — ?0) tomando el producto escalar de esta ecuacién consigo
misma tenemos que

— — —_ —
|k P+ kol”—2k-ko=|7g

— 1
2| k |*(1—cos(20)) = -
donde hemos usado el hecho de que los tamanos de los vectores de onda incidente
y difractado son iguales. Usando una conocida identidad trigonométrica para el

coseno del dngulo doble tenemos que
2dsen(f) = A

Ahora bien, aquf usamos una g tal que d =| g |~! pero en la ecuacién fun-
damental ¢ es cualquier vector de la red reciproca. Por ello debemos modificar
la férmula obtenida para incluir a todos los miiltiplos enteros del vectorg que
usamos. Por ello

2dsen(0) = n

que es la famosa ecuacién de Bragg. En términos geométricos podemos decir
que el cristal se comporta como una familia de espejos, habiendo una familia
de éstas por cada familia de planos cristalinos paralelos. La radiacién incidente
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Figura 4.5: Construccién de Bragg. En este enfoque los planos cristalinos se ven
como "espejos" que reflejan la radiacién produciendo interferencia.

se refleja especularmente en cada familia (es decir con dngulos de incidencia
y reflexién iguales). La tnica diferencia con los espejos normales es que los
haces son reflejados (difractados) sélamente cuando llegan al espejo formando
el dangulo ”correcto”, es decir, el dngulo de Bragg 6.

4.2.4. Aproximando la esfera de Ewald con un plano

En la practica, para electrones, el radio de la esfera de Ewald (= %) es muy
grande comparado con los vectores mas chicos de la red reciproca. Por ello es
posible considerar “localmente” a la esfera como si fuera mas bien un plano.
Si el vector de onda incidente es ?0 entonces la esfera se aproximard por un
plano con normal Z)O y que pasa por el origen de la red reciproca. Lo comtin, sin
embargo, no es que estipulemos ?0 sino simplemente su direccién en términos
de un vector de la red [hkl] . Este vector se llama “eje de zona”.

Es conveniente aclarar que el aproximar la esfera de Ewald por un plano no
es adecuado en el caso de los rayos X porque el radio de la esfera es comparable
a los tamanos de los vectores mds chicos de la red reciproca.

un ejemplo

Consideremos un cristal cibico centrado en las caras y supongamos que un
haz de electrones incide en la direccién [001]. Vamos a bosquejar el correspon-
diente patrén de difraccién. Un punto de la red reciproca (uvw) contribuird al
patrén si estd en el plano

[001] - (wvw) =w =0
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Figura 4.6: Ilustracién de la zona de Brillouin (celda de Wigner-Seitz, celda de
Voronoi) en una red reciproca.

Los vectores mas chicos que satisfacen esta ecuacién y que ademds satisfacen
la restriccion de que todos los indices sean pares o todos nones son (200) y (020)
y el patrén de difraccién consistird de todas las combinaciones enteras de estos
vectores (ver problema #b5).

4.3. Zonas de Brillouin

Consideremos de nuevo el problema de la celda unidad para una red. Existe
una forma diferente de hallar celdas, considere la figura 4.6.

Tome un punto P de la red. A partir de él trace lineas conectdandolo a
los puntos mas cercanos. Luego desde los puntos medios de estas lineas trace
planos cuyas normales sean las lineas mismas. El volumen mas chico contenido
en todos estos planos se llama celda de Wigner-Seitz, también se le llama celda
de Voronoio de Dirichlet.

Alternativamente, el interior de la celda de Wigner-Seitz es el conjunto de
puntos del espacio que estdn mds cerca del punto elegido P que de cualquier
otro punto de la red.

La (primera) zona de Brillouin de un cristal es la celda de Wigner-Seitz para
la red reciproca.

Tanto la zona de Brillouin, como cualquier otra celda unitaria del espacio
reciproco, tiene la importante propiedad de que dado cualquier vector P en el
espacio, existen un vector g de la red reciproca y un vector 7 en la zona de
Brillouin ( o en la celda unitaria elegida) tales que

P=g+n

y se dice que 7 es un vector reducido a la zona de Brillouin. Esto encuentra
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aplicacién en el estudio de las vibraciones de redes y la propagacién de electrones
en soélidos.

4.3.1. zonas de Brillouin y difraccién.

La ecuacion de difraccion

<]

- =
=(k — ko)
puede re-escribirse como
— —
k=ko+ ?)
— — —
|k P=[ ko> +17¢ |*+2ko- 7
—
|9 [ +2ko - g =0
o9
(ko + 5-) - g =0
- 2 - 2 . . . .
tomando en cuenta que | k |°=| ko |*. Pero las ecuaciones anteriores indican
que al satisfacerse la condicién de difraccién kg estd en un plano con normal g’
— —
pero que pasa por —%; esto es, ko estd sobre la zona de Brillouin.
—
Los kg que estédn sobre la zona de Brillouin satisfacen la condicién de difrac-

—
ciéon. De hecho se puede demostrar que si kg estd sobre la zona de Brillouin

— =
entonces ko y ko + ¢ tienen el mismo tamaifio, y por ello, puede haber difrac-
cién por el vector ¢ .
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Capitulo 5

Funciones en redes

5.1. Periodicidad

En un cristal el potencial que “ve” cualquier objeto moviéndose debe de
tener la priodicidad de la red. Esto quiere decir que si el potencial es V' entonces
debe de cumplirse

V(r+1)=V(r)

para cualquier vector r y cualquier vector de la red [. De hecho todas las
propiedades fisicas de un cristal han de tener la periodicidad de la red. En
la figura 5.1 ilustramos esquemé&ticamente un potencial periédico en una dimen-
siom.

Figura 5.1: Ilustracién de una funcién periédica en una dimensién.

Por estas razones es preciso analizar la descripcion de las funciones que tienen
la periodicidad de una red.
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5.2. Funciones peridédicas en una dimension.

Considere una funcion

f:R— R

periédica con periodo T , es decir Vx € R
fl@+T) = f(z)

y que ademds supondremos bien comportada (tan continua y differenciable como
se necesite).
En estas condiciones es bien sabido que f puede expanderse en una serie de

Fourier
2mimax

fl@y= > fmexp(—5—)

m=—00

en donde
2mimax

fu= g | Fe) e s

y los f,, son llamados coeficientes de Fourier.

5.3. Funciones peridédicas en tres dimensiones.
Suponga que tenemos ahora una funcién
g:R* =R
y que es periédica en z, y y z de modo que V(z,y,z) € R3
9(x +T1,y,2) = g(x,y,2)

9@,y + Tz, 2) =g(z,y,2)
g(m, Y,z + TB) = g(fl?,y, Z)

donde T7,T5 y T3 son los periodos en las direcciones x, y y z respectivamente.
En este caso, suponiendo también que las funciones son bien comportadas,
tenemos que

hz lz
T,Y,2) = exp(27i(—=— + = + —
9(z,y,2) Z Z Z Gh. k.1 €xD( (T1 T T3))

h=—00 k=—o0 l=—00

donde

gh,k,l =

1 LT rTs hr ky Iz
_— z,y,z)exp(—2mi(— + — + —))dxdydz
wam [ s esamiGE + 2+ Doy



5.4. FUNCIONES PERIODICAS EN UNA RED. 41

5.4. Funciones periédicas en una red.

Suponga que tenemos la red
L={P|P=ha+kb+1c}
y que una funcién
F:R*—>R
tiene la periodicidad de la red, es decir, Vr € R® y VI € L
F(r+1)=f(r)

Si F' es bién comportada también podra expresarse en una serie de Fourier.
Esto puede verse facilmente si definimos la funcién

g(z,y,2) = F(za + yb + 2C)
la cual tiene claramente periodo 1 y puede expresarse en serie de Fourier como

9(z,y,2) = Z Z Z Fh ey exp(2mi(hx + ky + 12))

h=—00 k=—o0 l=—00
donde

Fhpg =

11 g1
/ / / g(z,y, z) exp(—2mi(hz + ky + 1z))dzdydz
o Jo Jo

por lo que si
P=xd+uyb+ ¢
G = ha* + kb* + 1"
P-G=hzx+ky+lz

F(P)= ) Fgexp(2miP - G)
GeL~
y donde

Fp =
/01 /01 /01 F(P)exp(=2mi(P - G))dzdydz

:%///‘/F(P)exp(—Qﬂi(P-G))dV

siendo V' el volimen de la celda unidad y extendiéndose la integral sobre una
celda (en el dltimo paso se aplico el teorema de cambio de variable para integrales
multiples, el Jacobiano de la transformacion es el que da el factor V).

De esta manera vemos que los vectores reciprocos juegan un papel impor-
tante en la descripcion de cualquier propiedad fisica de un medio periédico.
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Capitulo 6

Toépicos avanzados.

6.1. Propiedades algebraicas de las redes

En estas notas trabajaremos todo el tiempo con los espacios R? donde
R* = {(z,y,2) | #,y,2 € R}

A R3 definido de esta manera se le da una estructura de espacio vectorial si
la suma de vectores y la multiplicacién de vectores por nimeros reales se definen
mediante:

(z,y,2) + (@,y,.2) = (@ + 2y + ¥, 2 + )

y
a(z,y,z) = (ax, ay, az)

donde o € R.
En adicién a R3 se le asigna una estructura métrica mediante el producto
interior canénico (escalar o punto)

(v,2,2) - (2,9, 2") = xa’ +yy + 22
que induce la norma

H T ||:|| (LU,y,Z) ||: \/(:c,y,z) : (xlvy/7zl)

y la distancia.
d(z,y) =l z -y ||
A R3 con la estructura algebraica y métrica recién definidas se le conoce
como “Espacio Euclideano tridimensional”

6.1.1. Redes en R?

En el Espacio Euclideano tridimensional R? la red L generada por un con-
junto linealmente independiente se define como

L={PcR}|P=ha+kb+lchklcZ}

43
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6.1.2. Propiedades generales de las redes

Para cualesquiera elementos = € L, y € L definimos su suma = 4+ y como su
suma en R3.

Similarmente, para cualquier x € L y & € Z definimos el producto por
escalares kz como el producto del niimero k y el vector = de R3.

Algunas de las propiedades més elementales e importantes de las redes en
R3 estdn dadas por el siguiente teorema:

Teorema: Sea L una red en R? con la suma y producto por escalares definidos
anteriormente. Entonces L es un médulo sobre el anillo de los enteros.

Ms4s especificamente:,

1) Vz,y € L x +y € L (cerradura bajo suma)

2)Vaz,y € L x +y =y + « (propiedad conmutativa de la suma)

3)Ve,y,z€ L (x+y)+2z=x+ (y+ z) (propiedad asociativa de la suma)

4) 30 € L tal que Vo € L 0+ x = 2 + 0 = x (elemento neutro bajo suma)

5) Vz € L3(—x) € L tal que z + (—z) = (—z) + = = 0 (inverso aditivo)

6) Vk € Z yVx € L kx € L (cerradura bajo multiplicacién por enteros)

NVke ZyVae,y €L k(x+y) =kx+ ky (propiedad distributiva)

8)Vk,l € Z yVx € L (k+ 1)z = kx + lx (otra propiedad distributiva)

9) Vk,l € Z yVa € L (kl)x = k(lz) (propiedad asociativa)

10)Ve e L1z ==

Demostracién: Las propiedades 2,3,7,8,9 y 10 se valen en L porque se valen
ya en R3

1)sixz € L'y y € L entonces hay enteros {z;}i=1,n ¥ {¥i}i=1,» tales que
T=Y " wa;yy=y ., ya; .Consecuentemente z +y = > " (z; +y;)a; y
x +1y € L pues Z es cerrado bajo adicién.

4) El vector 0 = Y"1 | Oa; estd en L y es simultdneamente el vector cero en
R™. La propiedad 4 se desprende de la propiedad correspondiente de R™.

5) Dado que z = Y " | wia; —x =Y. ,(—x;)a;, y —x estd simultdneamente
en L y es el inverso de x visto como un elemento de R™. Consecuentemente la
propiedad 5 se desprende de la propiedad correspondiente del espacio vectorial
R™.

6) Siz =Y.  xiayke Zentonces kx = > -, (kxz;)a que se encuentra en
L como consecuencia del hecho de que Z es cerrrado bajo multiplicacion.

En pocas palabras: La suma de dos vectores de la red es un vector de la red
y todos los multiplos enteros de un vector de la red son vectores de la red.

También vemos que las primeras 5 propiedades en el teorema son los axiomas
para un grupo abeliano.

6.1.3. Cambio de base

Para una red dada la eleccién de base (y de celda unidad) no es tnica. Por
ello surge espontdneamente la pregunta: jcudndo dos bases A = {a1,az,...an}
y B ={b1,ba,...b,, } representan la misma red?
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Dado que A y B son ambas bases, para cualquier 1 < i < n tenemos que

a; = Z hijbi
i=1

para ciertos enteros h;; . Alternativamente, para todo 1 < ¢ < n tenemos
que

n
/!
i=1

/
para algunos enteros h;;
Esto significa que las matrices enteras h;; y h’. son inversas la una de la otra
J %]
y

det(hi;) = (det(h;j))il

pero siendo matrices enteras ambos determinantes han de ser enteros y
det(hij) = det(h;j) =41

La ultima ecuacién nos da una condicién necesaria y suficiente para que las
bases A y B representen la misma red.
En R? el volumen del paralelepipedo generado por {a, b, c} estd dado por

al - ag X ag = (il)(bl . b2 X bg)

de modo que todas las celdas unidad (primitivas) tienen el mismo volumen.

6.1.4. Direcciones reticulares

En general una direccién reticular es definida como la direccién de una recta
que pasa al través de al menos dos puntos de la red. Puesto que los puntos
de la red tienen coordenadas enteras en la base {a1, as,...a,}, tenemos que las
direcciones reticulares son aquellas paralelas a vectores de la red.

Si un vector de la red P € L estd dado por P = Z?:l hia;; h; € Z entonces
conviene usar la abreviatura

b1, ha.hn] = P =Y hia;
i=1

(siempre y cuando resulte claro del contexto cudl es la base usada). Las
direcciones de la red serén, entonces, etiquetadas también mediante [hy, ha...hy]
donde ademas los enteros serdn divididos por su médximo comtun divisor pues un
factor multiplicativo no afecta las direcciones.
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6.2. El tensor métrico.

Considere una red en R? (a decir verdad, todo lo que sigue es vélido también
en espacios de mas dimensiones) generada por el conjunto linealmente indepen-
diente

{ala a2, 113}

de modo que todo vector p de R3 puede expresarse como

3
p=> ra
1=1

donde los niimeros p son las coordenadas del vector p en la base {a1,az, a3}
Ya hemos visto que es posible introducir una base reciproca con vectores

{al’ CL2, a3}
definidos por
1 ag X as
ay - ag X as
2 az X aq
aj - ag X asg
3 a1 X as

al - ag X as

y que satisfacen las relaciones
U — 8
a'-a; = 0

Por ello si en la expresién para p mostrada anteriormente calculamos los
términos p - @’ tendremos que

3

3
pral =Y pla;-al =) p'oi;=p
1=1

i=1

3
p= ZP a'a;
i=1

Similarmente, es facil ver que si {a1, a2, a3} es linealmente independiente,
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entonces {a',a? a®} también lo es, pues

az X aq 3 Q1 X a2
. X a
aj - ag X asg aj - ag X asg

(U,Q X CL3) . ((CL3 X al) X (a1 X ag))

(a2 X ag) . [(CL3 X al) . agal]

[(&3 X a1) . CLQ] [(OQ X ag) . al]

(@5s)
()
_ <1> (az x a3) - [(a3 X a1) - azar — (as X a1) - ayas)
(o)
(o)

1 3
() (a1 g X 0,3)2
ai - ag X as

B 1
- al - as X as

£0

Por ello todo p € R3 también puede escribirse como

3
p= Zpiai
i=1

pero calculando p - a; tenemos que

3 3
praj =Y pid-a; =Y pidij =p;
iz i=1

y
3
p=3 1 aa
i=1
En particular tenemos que
3
ol = Z a’ -a'a;
i=1
y

3
.= s . . 1/
aj = aj - a;a
i=1

y si definimos
Gij = Qi - Qj

47
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gw —q'-a’

tenemos que

3
o = E g a;
i=1

3
P .. g
a; = gija
i=1

A la matriz G cuyas entradas son g;; se le conoce como tensor métrico. A
la matriz cuyas entradas son ¢g*/ la denotaremos como G*. Debe de notarse que
G y G* son simétricas dado que, para todo i, j

Gij = Qi aj = Q5 - Q; = gji

¢ =d-ad=d  a =g’

De las férmulas anteriores tenemos que, para todo p € R3

3 3
P=p-a =) g'p-ai=> g¢"p;
=1 =1

j=Dp-aj= Zgzgp a —Zgz]p

de modo que conociendo el tensor métrico es posible pasar de las coordenadas
{p;} alas coordenadas {p’} y viceversa. Por cierto, las coordenadas {p;} reciben
el pintoresco nombre de componentes o coordenadas covariantes de p en tanto
que las coordenadas {p’} reciben el de componentes o coordenadas contravari-
antes de p.

Si consideramos que

3

(GGY), Zghzg Zghza -a! = ap -l = oy,

Yy que
3 3
= Zghlgij = ngai caj =a" - a; = 0y,
5 :

de modo que

G=(G")"

G =G}
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6.2.1. La matriz de estructura.

Sea S la matriz que tiene en sus columnas las coordenadas de a1, as y ag
con respecto a una bases ortonormal. Podemos escribir esto como

A1y A2 A3z
S = a1y A2y A3y
a1z G2z Q32
y tenemos que

ap-a; aip-az ai-as
STS: az-a; a2- a2 az-as =G
as-ap az-az ag-as

y, tomando determinantes
det(G) = det(STS) = det(ST) det(S) = det(S)? = V2
de modo que el volumen de la celda unidad es simplemente

V = /det(G)

Anslogamente puede establecerse que el volumen V*de la celda unidad en
espacio reciproco estd dada por la férmula

V= é = /det(G¥)

productos interiores entre vectores.

De todo lo anterior, si p y g son dos vectores cualesquiera,
3 3 3 3
pra=>_ Y pigia-a =Y pigg”

i i
3 3 3

=22 pdla ;=3 pid’
i i
3 3 3

=D pged =Y vy
i i
3 3 3 3

=22 pdaa =) ) gy
i i

y los productos interiores pueden calcularse con cualquiera de estas expresiones.
En particular

| p|?
3 ) 3 3 B 3 3 o
= Zpip’ = Z Zpipjg” = ZZprJgij
) 7 7 7 J

sirven para calcular normas de vectores.
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6.2.2. Conversiones entre representaciones.

Si la red estd dada en términos de a, b, ¢, o, 8y v como al principio de estas
notas, el tensor métrico puede calcularse trivialmente como

a2 abcos(y) accos(B)
G = bacos(y) v? be cos(a)
cacos(f) cbcos(a) c?

Alternativamente, si la informacién dada es G

a = +/g11

b= /922

C=4/933

y

Vo 923 _9n
ab ab
_ 9 _gn
p= ab ab
_9n _go
7 ab ab

Otra conversién interesante es la que existe entre S y G. Ya hemos visto que
G=5"s

y si nos dan G es posible determinar S, pero nétese que la S dada serd tnica
exclusivamente hasta una rotacién o reflexién, pues dos matrices de estructura
S1y S2 que difieren por una transformacién ortogonal O

So =05,
tendrdn tensores métricos iguales puesto que
Gy = S¥S, = (08)T(08,) = SToT0S, = 8TS, =G4

Una manera de determinar S a partir de G es mediante la descomposicién de
Choleski, pero para ello referimos al lector a su texto favorito de dlgebra lineal
(también pueden usarse métodos basados en eigenvectores y eigenvalores).



Apéndice A
Ejercicios

1- Encuentre una (hay muchas posibilidades) celda primitiva para la red
ctbica tipo I (centrada en el cuerpo). Recuerde que a =b=cy que a = 8 =
v = 90°. Demuestre que las posiciones reticulares son todas del tipo %[hkl]
donde h, k y [ son enteros y son todos pares o todos nones.

2- Demuestre que si un objeto es simétrico bajo una rotacién de
también es simétrico bajo una rotacién de 2,—?

3-Explique porqué no se habla de estructuras tetragonales centradas en una
de sus caras, de estructuras tetragonales centradas en (todas) las caras ni de
estructuras romboedrales centradas en las caras.

4- Considere una red cibica I (BCC). Sean @, b y ¢ los vectores que generan
la celda estandard (no primitiva). Demuestre que la red reciproca estd dada por
todos los vectores de la forma

2mm

== entonces
n

G = ua* + vb* + we*

donde u + v 4+ w es par.

5- Considere un cristal cibico centrado en el cuerpo (I). Suponga que un haz
de electrones incide en la direccién [111]. Bosquejar el correspondiente patrén
de difraccién.

o1
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