Tema 3. Métodos de integracion

Objetivo:
El alumno aplicara métodos de integracion y los utilizard en la resolucion de
problemas geométricos.

Subtema 3.1. Integracion por partes.

Método de integracion por partes

Este método puede ser aplicado cuando la funcién integrando esta formada
por la multiplicaciéon de dos funciones.

i(uv) = uﬂ+vd—u =>d (uv) = udv +vdu
dx dx  dx

udv =d(uv) — vdu
J'udv:J' d(uv)—j vdu

Donde:
* U es una funcioén facil de derivar

« dvesunafuncién facil de integrar
. Ivdu es més sencilla que la integral inicial.

Método de ILATE =is

* La de menor precedencia conviene ser la u,
de acuerdo al siguiente orden:

Logaritmica Trigonomeétrica

Algebraica
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EJERCICIO D [x*e*dx &=

2= x" dhv=e"

e = 2 x afx v=e"

f‘F xletdy = e x7 — ‘FZ:Jce’r

J-erx w=2x dre = 2 v=e" v=e"
e’ x? —[(2xex)—f2exafx:| e x? —(2xex)—l—2ex +c
e” (x2—2x—|—2)—|—r: ‘Fudv:uv—jvdu
EJERCICIO 2) [xsen(x)dx ﬁ,‘g
U=x dit = dx
dv =sen(x)dx v =—cos(x)

_rxsen(x) dx = —xcos(x)—_r—cos xdx
_rxsen(x) dx =—x cos(x)+jcosxcir

=—xcos(x)+sen(x)+c
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> fnco @

u:ln(x) du = L1 dx
av — dx v—=x

[In(x)dx=xIn(x)— [z
:xln(x)—_rdr

_rhl(x)cfr:xln(x)+x+c

= senx it = cos x dx
dv = e dx v=e"
= e senx—jex CcOs x dx _rex cOs x dx

:exjcosxdr:ex cos.::c—_re’r sen x ox
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1) _Fex senx PRiA
W — sen x i = cos x dx
adv = e dx v=e

_Fex senx —e* senx—fex cos xdx —> (1)

Trniregrando alrora _Fex COS x ox
W — sen x i = CcOs x dx
adv = e dx v=e"

J-ex COsSxclx = e" cosx—f—senx e’ dx

=e* cosx+fsenx e’ dx —>(2)

Sustituyendo (2) en (1) S
_Fexsenxdfrzexsenx—(excosx+fsenxexdvc)
_Fe’“senxcivc:exsenx—excosx—fsen(x)excir

2_rexse11xd5c=exsenx—excosx+c
jexsenxa&c:%(exserlx—excosx)Jrc

ex

(senx —cosx)+c
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5) [ang tan (39 e
u=agtm (x); dv=ch

V=X

x
T+

FPo lo que se tiene x ang tan (x) —

Ahora integranch a I.l-l-; & gue e integral ienadicra
- _\’

w=1+x"

awv=2xdx

[ * 5 de= [ﬂz—l]n W 1 5

Tlex o Tw 2 :xtanx—aln (1+x)+c

Subtema 3.2. Integrales de expresiones trigonométricas e integracion por
sustitucién trigonométrica.

Identidades del seno de la suma de angulos:

sen(A+ B) =senAcos B +senBcos A...(2)
sen(A—B) =senAcos B —senBcos A...(2)
sumamos (1) + (2)

sen(A+ B)+sen(A—B) = 2senAcos B

senAcosB = %[sen(A+ B)+sen(A-B)]
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cos(A+ B) =cos Acos B —senAsenB...(2)
cos(A—B) =cos Acos B +senAsenB...(2)
sumamos (1) +(2)
cos(A+B)+cos(A—B)=2cos Acos B

cos AcosB = %[cos(A+ B) +cos(A-B)]

EJERCICIO %

‘[Sen 3x cos S5x dx

Utilizando la identidad % sen(a + D) + %Sé‘?’f(ﬂ — D)
a=3x; b=5x

1 1
— sern(3x + 5x)dx + | — sen(3x — S5x)dx
5 sent Y + 2 sen )

= %Isen 8x dx + %ISQH (2x)dx ==

= 8x v=—2x
it = 8dlx dv = —2d~x

_[Sen 3x cos S5x dx
Utilizando la identidad % sen(a + b)) + %S@?’:(a — b)
a—=3x; b=>5x

1 1
— sert(3x + 5x)dx + — sert(3x — 5x)dx
[5 sen ) [ sent )

1 1
= EISQ?’I 8x dx + 5‘[5@?’3 (—2x) dx ==

i — 8x v—=—2x
o = Bedx adv = —2dx
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‘[cos 7x cos 9x dx

Utilizando la identidad % cos(a + b) + %cos{a — b)
a—=T7x; b=9x

‘[% cos(7x + 9x)dx + ‘[% cos(7x — 9x)dx

1 1
:E-[COS 16x dx + E‘[sen (—2x) dx ==

u=16x v=—2x
d =16 dx adv = 2dx

_11
216

— L sent6x —i—lsen(—2x) + C
32 4

Icos 16x(16)dx + %[—%]J‘cos (—2x) — 2dx =>

Integracidon por sustitucion trigonomeétrica

El método de sustitucion trigopnométrica se puede aplicar cuando hay una suma o

diferencia de cuadrados.

Se puede considerar un triangulo rectangulo en el que se nombran los catetos y la

hipotenusa segun convenga.

« Sies suma de cuadrados conviene que los catetos sean representados por

los valores que estan elevados al cuadrado.
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u=atan@d
,/ u? +a®> =asecéd

Ejemplo:

cos & = -\.I"§ : ,||_x‘1+8= v\'@ :

At 4+ 8
tanéi‘:é

— J- \."Escc: 6‘_ dg —
[:-\,,"'S_Esecﬁ':]

I

- de :l‘r 1

1

x=-Btan &: dx = ~/8sec’ &

(ﬁ)z sec &

Icos 8de = %Sen & + C == Si observamos el triangulo

X

87 sec@

"

N + 8

« Sies una diferencia de cuadrados, la variable que esta elevada al cuadrado y

gue le anteceden en signo positivo conviene que sea la hipotenusa.
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u=asend

,/ a’ —u® =acosé

EJERCICIO 7\&;—:’:"&&& Eﬁ

cos & = 1= :+J1—x" = cos

1 1

sen® =x; dyx=cos 8 46 T
O
. 0
g 28 1—senr@ | _
058 oo ag— [ =8 g [ L7 ) V-2
sen & Y sen @ - sen &

s
A

1 serr” 6

= d6 — d@ == | csc® 8dO — | dO =
'I-sen?'t? '[senzé? '[ '[

=—cotfé — @ + C. De x= sen @ , despejamos 6

llll_.. 2
:—é—angseﬂx + C
x
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2 2
e =
&
da
u=asecd
Ju-a =atand
Ejemplo:
| eercicio ZEEERES w2
@ = tan x du =sec’ x x
sen o — «'I'x:‘:_f_.? cota = \I’f__z /‘i/é;,,/ - r2 92
cosa =¥ =2 seca = - V2
N 1_31_2 V2seca=x 2secatana = dx

ax — cotor |
.I-Jpr_ =% ﬁseca’tanaf do

:_[cota-seca-tanar do =

10
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CesTE sewer o _
e dcz—fcolsqda—_l‘seca do

Iseca’ da = ln|—sec(a)+tan(a)|+c
Sustituyendo=

x xT -2

N2 N2

=In +c

O también:

sen o — "'?

L2

x

COSsS o —

:I—csca da =

—_[csccr dox :ln|csc(a)+cot(a)|+c

Sustituyendo=
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EJERCICIO I«Jr - A
senﬁ'— . xsend =
cosﬁ':{?; x=;‘f?;x=ﬁsec5 2 3

= ﬁsecﬁ'tan@

V'3

nggngﬁmcgmgdgzj\/gseng sen Gdﬂzﬁfseﬁzﬁ de

X

2
cos” &

2
cos” @

..........

A
gt
BI040 _ 5 a0 el 0) 0
=V3[sec’0—/3[d6=3 tan 630
Pero del tricngulo se observa que tan 0 = xj/_'_),_?’
@pqan:wgm{\/x?]

- J“/?’ b =3tan&@—36 + C= Jﬁ[‘/xfj—fmtm{%}
=¥ =3 - agtm (V¥ -3) +C

Ejemplos:
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* Integrales de la forma: _[ sen™u cos"u du j tan"udu ,

I cot"u du, I sec'udu , I csc"du , I sec™U tan"u du , I cscucot"udu ,

Isenmucosnudu, I cosmucosnudu, jsenmusennudu.

Puede transformarse el integrando a la forma j u" du

Hay que tener en cuenta las identidades trigonométricas:

sen®x+cos?x =1
sec® x—tan® x=1

cse’ X —cot’ x =1

Caso 1: [ sen™udu; [ cos™udu
“n” es un entero impar
Conservar un factor: senu 0 cosu
Y usar la identidad: sen?u + cos?u =1

j--::osi (x)dx;

Integral del caso 1

j-cos* x cos x dx :I(c052 x) cos x dx:

usando la identidad sen”x + cos® x =1

:j(l—senz x)cosx dx =>wu = sen x; du = cos x dx

:j(l—uz)2 dhi; j-(l—2u+ u*)du =

2 5 ot
H——u —|—L + C
3 5

3 4
= s X — 5 sen x + gsen x + C
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EJERCICIO A

‘Fsen3 (x) ke
Inregral del caso 1
_Fsenzx sen x dx = J.(l —cos? x) sen x dx: ]

— Ccos x, du — — sern x dx

= _F(l—uz)(—du) = —_r:; die + J.uz it = —u + %u +cr==

1
= —Ccos X +§cos x4+ C

Caso 2:
f sen™u cos™udu

Al menos uno de los exponentes es impar
Conservar un factor:
senu
cosu
Y usar la identidad:
sen’u + cos’u =1

3 2
jcos (x)sen” xdx:
TIntegral del caso 2
jcos2 x senx? cos x dx: siu =sen x: du =cos x dx
j(l—senz x)sern” X cos x dx =
_ 2 4 _
= j(sen X— sen” X)cosx dx =>
=j sen’ X cos X dx—jsen*x cos x dx; siu = sen x

Vv du = cos x dx
Ly lyice
3

_1 sen x —lsenjx + C
3 5
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jsen3 (.r)cos2 xdx;

Integral del caso 2

jsenz.r cosx® senx dx; si u=cosx: du =—sen x dx
j(l—coszx) cosx’ x sen x dx =

_ 2 4 _

= j(cos X—cos'X)senx dx =>

=I cos’ X senx dx—jcos4 xsenx dx; siu =cos x

v du =—sen x dx

1 u’ +11!,:S +C

__ 1 cos’ x + lcosj x+C
3 5

e

5 3
jsenj (x)cos” xdx:
Integral del tipo caso 2
Isenj.r cosx? cosx dv: siu=senx: du = cos x dx
Isenjx(l— sen® Xx)cosx dx =
= _‘.(seﬁi X— sen’ x)cosx dx =>

5 7 -

=I sen” X cosx dx—jsen xXcosx dx; siu = sen x
Vv du =cosx dx

1 1 —lus +C
6 8

-1 sen®x — lNs"e:r*is.w: + C
6 3

Caso 3:

cos™udu

f sen™udu

[{Pe})

n” es un entero par
Usar la identidad:
1 — cos2u

2
sen‘u =
2
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1+ cos2u
2

EJERCICIO jc052 xdx: @

Integral del tipo caso 3

cos?u =

N 1 1
Por identidad cos “x = E—e— —cos 2x

j[%+ ;—cos Z_Xde;
J;—dx+ J%ccs 2x dx =

1
+JECDS 2x dx: u = 2x: du = 2dx1

+ljl—cos u du
242

X
2
X
2
x
2

1
+ —sen 2x + C
4

Integral del tipo caso 3

5 1
Por identidad sen “x = 3 ECDS 2x

J[l—— lr:c:s 2_7;]49’_7;;
2 2

l—dx— l—cos 2x dx =
I3a-13

x 1
= i7j—r:c:s 2x dx:; u=2x:du =2dx
2 2
=i—ljl—cosn du
2 242
x 1
=———sen 2x + C
2 4

Caso 4:

f sen™u cos™udu

([P}

‘m”y “n” son par
Usar la identidad:

) 1 — cos2u
sen“u = —
) 1+ cos2u
cos“u = —
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(&

Iseﬂz xcos? x dx;
Integral del tipo caso 4

Por uso de identidad sen’x =

1 1 2
I—dx— — Icos‘ 2x dx =
4 4
Pero cos 2x = cos (¥ + x) = cos® x— sen’x y cos® x =1— 2sen x

- I%d‘-7% .“17 252}‘?)_\']: dx =

X Z 1—2.’;{-:'.'»‘1"‘3(J dx
il )

-
4
Desarrollando el binomio al cuadrado

1 1- 2sen x ’ dx
e )

;;7% I[174sen:x+4sen4x] dx
%7 %Idr + %Ise}‘?:x + I(senz,r);
-

=
2

sen 2x

2 1
Como I.s‘en‘x = T

Tendriamos

x 1 x 1 2 2
—— —| —— —sen 2x |+ | (sen"x
4 4 [ 2 4 J -[ ( )

2 1 1
Sabiendo la identidad del sen”x = - — 5 cos 2x

= -

Sustituimos en I(senzx)‘ quedando

1 2
I [— — 5 cos 2.1'} . desarrollamos el binomio

I[ 5 } . desarrollamos el binomio

1 2 1 2
J’faf\' + I— cos 2x dx + 7Iccs 2 x dx

1 a Y
Ahora hay gue rener en cuenra que la identidad
de cos® 2x — L+ Lcos (4x)
2 2

Por lo gue esrd integral queda solamente

X 1 . 1 Sser 4

— — —XSen2v + —xX + ————

4 4 8 32

Finalmenre -

x 1( x 1 - 2 33

i z[z— 5 sen h.\J+ I(seﬁ _\) =

x 1 x 1 x 1 1 sern 4x
—— —| —— —sen 2x |+ | —— —xsenl2x + — X + ———
4 44 2 4 =+ 4 8 32
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En ambas expresiones

Caso 5:

sec™u tan™udu

csc™u cot™udu

—_——

n” es un entero positivo par
Separar y conservar un factor:
sec’u
csclu
Y usar la identidad:
1+ tan®u = sec’u
1+ cot?u = csc’u

EJERCICIO

tan® xtan” x dx; utilizando una identidad trigonométrica

Imn x (sec’x— 1)dx; distribuimos
Imn xsec xdx—ll'tanz.rdr;

U=

du = sec? xdx

tan’® x
—tanx —x+C

I:fdu - I(secz x=1)dxc =
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ICSC§ m dm;

I[cscz m]zcscz mdm; utilizando una identidad trigonométrica
I(l + cot*m)cot® m dn:

i = cotm

du =— csc’ m dm

—I[l+ s ]J du = —”144 +2u* +1)du

S 7S cottm 2

" —%cotsm—cotm+C

-— - —u+C=-
5 3

I sec’x di;

Iseczx sec’x dv; utilizando una identidad trigonométrica
Iranl x (14 tan® x)dx;
i =tanx

du=sec’x dx
Hl+u:)a’u = u+%+C

tan” x i C

tan x +

(&

(&
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EJERCICIO

I tan® x di;
Imnz xtan® X dx; utilizando una identidad trigonométrica
Iran: x (sec’x— 1)dx; distribuimos
3 3 3
I tan” xsec xdx— Itan‘ xelx;
u =tan x
du = sec? xdx

tan® x

I:fdu —I(secz x—Ddx = —tanx —x+C

(&

EJERCICIO

ISE‘C X

Ajtan :.

I(sec .:.)(secz .1')
Jtan x
I(1+ tan? J.'] (secz _1') g I [seo::2 1) “

Jtan x

dv; utilizando una identidad trigonométrica

I du + Iu du =

5
u?  ul 2
T+—+C => +C=2 H+E'\||IHS

5
. ol
= -

2~tanx + %v‘tans X

e

Caso 6:
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f sec™u tan™udu

f csc™u cot™udu
[13 ”

n”y “m” son enteros positivos e impares
Separar y conservar un factor:
secu tanu
Y usar la identidad
1+ tan?u = sec®u
1+ cot?u = csc’u

Caso 7:

f sec™u tan™udu

csc™u cot™udu

“‘m” es un entero positivo par “n” es un entero positivo impar
Expresar el integrando en términos de potencias impares de la secante o la
cosecante usando la identidad:

1+ tan?u = sec?u

1+ cot?u = csc?u

H=senx diy =cosx

‘[senz x —2sen(x) cos(:r)+0052 (x)dx
‘[—2 sen(x)cos(x)+1dx= ‘[—2 sen(x)cos(x}d’r+‘[ldr:

—2_[ udu+x=

=sen’ (x)+x+c

Subtema 3.3. Integracion por descomposicién en fracciones racionales.
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El método de fracciones parciales se utiliza cuando quiere integrarse una
expresion de la forma %, donde el numerador y el denominador son polinomios

y el grado de Q(x) es mayor o igual que el grado de P(x), debe utilizarse el
algoritmo de la division.

Por el teorema fundamental del algebra se sabe el polinomio P(x) puede
fraccionarse en polinomios irreducibles de grado uno y de grado dos (un
polinomio de grado dos es irreducible si no tiene raices reales). Entonces se
tienen cuatro casos.

Caso 1(Raices reales, ninguna de ellas repetidas)

P(x) se factoriza como un producto de factores de grado uno distintos; es decir,
P(x) = (ayx + by)(azx + by) ... (ayx + b,) Entonces existen nimeros reales
A, Ay, ... Ay tal que

(x) A 4z 4ot A—n
P(x) (ayx + by) (azx + by) (anx + by)

Por lo tanto
Q) f 4y f 4, f Ay
_ —dx — 2 4 —d
P T ) Tax + by o+ ) T e + b &

Caso 2 (Raices reales repetidas)
P(x) se factoriza como un producto de factores de grado uno todos repetidos; es
decir, P(x) = (ax + b)™ Entonces existen nimeros reales A, 4,, ..., A, tal que
Q) = Ay 4z +...+L
P(x) (ax+b) (ax+ b)? (ax + b)

Por lo tanto,
Q(x)

%dx:f(ax+b) f(x+b)2dx+ o

fmdx

Caso 3(Raices complejas todas distintas)

P(x) se factoriza como un producto de factores irreducible de grado dos todos
distintos; es decir, P(x) = (a;x% + byx + ¢1)(ayx? + byx + ¢3) ... (apx? + bpyx + cp)
Entonces existen numeros reales A,,A4,, ..., A, Y By, B,, ..., B, tal que

Q(x) Aix + By Ay,x + B, - Anx + B,
P(x) (ax2+4+bix+cy) (ax2+byx+cy,) 7 (apx?+byx +cp)
Por lo que
Qx) . Aix + By A,x + B, Apx + By
P(x) x= (a;x? + bix +¢q) dx + (azx? + byx + ¢;) dxt .t (apx? + bpx + cp) x

Caso 4 (Raices complejas repetidas)

P(x) se factoriza como un producto de factores irreducibles de grado dos todos
repetidos; es decir, P(x) = (ax? + bx + ¢)™ Entonces existen nimeros reales
A, Ay, ..., A, Y By, B,, ..., B, tal que

Qx)  Aix+B; A,x + B, A,x + B,

P(x) (ax?2+bx+c) + (ax? + bx + c)? T (ax2 + bx + c)"
Por lo que
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dx + +f AnX + B d
x2 4+ bx + ¢)? X (ax2+bx+c)"x

Q) d = J‘ Aix + B, N f A,x + B,
P(x) = ) (ax2+bx+c) (a

Sustituciones diversas.

Ejempilificar la integracidén de funciones que requieran sustituciones distintas
a los casos mostrados anteriormente. Asi por ejemplo

J.x2 X+1 dx
se puede resolver mediante la sustitucion
u=vyx+1
ul=x+1

Xx=u?-1
dx=2udu

Al sustituir en la integral se obtiene una expresién que permite integrar de
forma inmediata.

—y

"L

:‘9

<
&

_ &  _ [(a
1—91 x2(x—9) _[(I_Fx:_'_[x—g])dr

1 — A
30y + 7+ [1—9]
A (x—0)+B(x—0)+C (7 )= . .
L = (x )x: [':;_9? "= se sup rimen los denomin adores

Se puede trabajar la igualdad de polinomios

1= Ax? — 94x + Bx — 9B + Cx*: agrupamos términ os
= (4A+C)x> + (=94 + B)x + (—9B) igualamos términos
A+ C =20

—-94+B =20

-9B =1: B = — —

Subtema 3.4. Aplicaciones de la integral definida al calculo de: area en
coordenadas cartesianas, longitud de arco en coordenadas cartesianas y
polares, y volumenes de solidos de revolucion.
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A=—-%; B=-

81>

=

0
Il

|._.

£z
puirg

Sustituyendo=

dx 1 —1 1
Iij =+ dx
x —9x [ 8lx 9x 81(x—9)}

_ Ly _l[_l] Linfx—oj+c
81 9 X 81

— L+ 1[£]+$1n|x—9|+0

X

2x+3
EJERCICIO [ oo e

2x+3 2x+3
_‘-ﬁ dx = _‘-— X
X +x —2x x(x—D(x+2)
2y +3 A B C
X+x—-2x x (x-1D (x+2)
Obtenemos el Mcdximo Comim Divisor

que v lo escribimos en el denomin ador v trabajamos el nimerador
2x+3 A(x—-D(x+2)+Bx(x+2)+C(x)(x-1)
X +xt—2x x(x —D(x+2)

Otra forma es ver qué valores hacen cero el numerador

Los valores sonen x=1,x=-2 v x=0
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PEA
Ahora sustituimos en el numerador de la ecuacion. .
Six=1 '
20+3=A01-D(1+2)+B(LH1+2)+C(1)(1L—1)
5
5=38=>F= 3
Six=0
2000 4+3=A0—-1D0+2)+ B0+ 2)+ C(0Y(0—1)

3=-24=> A=—>
B B T2

Six=-2
2(2)+3=AF2-D(2+2)+B(2)}(—2+2)+ C(—2)}(—2-1)
oC=-1C :—l; sustituimos en la exp resion — + i + £

6 xr (x=1D (x+2)

3 5 1

+ (x E ) x +62) ahora integramos

3 + 1 dx
2] x _J-(x—l) Tl (x+2)
3 1
= ——lnx+ —1n{x—l) ——]n(x+2)+C

Utilizando propiedades de log aritmo

3 5

Inx 2 +1ln (x—1)° —0—111(.1+2)'5—0—C
3 5 1

In x 2

(x—1) (x+2) ° +C reacomodande v usando leves de los exp onentes
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x+1 A
dx
EJERCICIO Iso 05— —r
_[_’;x =3 x— ﬁdr_l_[xzi_xl—}!:l Wd’c

1 _ B
(x+ 2[x1dr _[ ldx

(x+2) ' (x-1)

A(x—1)+B(x+2)=x+1 (4+B)x=(1)x
Ax — A+ Bx+2B=x+1 (—4+2B)=1

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1 1 1
_ R,
1} R1+R2—)R2{0 3

R[1 1
R,|-1 2

|

Despejando: ‘l-ﬁ-‘di"'
3B=2 A+B=1 A=85-1
B=2 4=1-2  4=1

Sustituyendo A y B:

2
-[3(16+2) ‘[3(76—].)

—lmx+2[+ Zmlx—1+C
9 9
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e’ dx
EJERCICIO o amgvemms

Siu=e., du=e" dx

du
Iﬁf—%llu—l)

1 :AH+B+ C
(u? +1)u—-1) u® +1 u—1

P . . 2
Meaximo comuin divisor [u +1](y -1

1 (du+B)(u—1)+C(u” +1)
W +1)u—-1) > +1)u—1)
Los valores dex =1, x=io x=—i

Siwu=1
[Ay—l—B)[y — 1)—!—(2‘[&%{2 —l—l]

27

Siu=1

1=(AN+B)(H —1)—|—IC*{:-'.;2 —l—l]

EIC*ZIZ}C‘:l
2

Siu=1i

1=({A4Ai+B)Yi— 1)+ C(—1+1)
1=Ai"+ Bi— 4i— B
l=—4+Bi— 4i— B

—A—-—B=1
—A4A+8B=0
1
—24=1; A = ——
2
B=4
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..........

[—ly—l}fu
2 2 1, 1
j +

i +1 27 u-1

1— 1 1 u e lde 11
duz::-—— — |du+— +— dh
Iu‘* +1 29 u- 2'[[1'!24-1] 2'[1'!2 +1 27 u-1

La int egral — J'{

y 1]@&4: w=u' +L dv=2u du, secompleta la diferencial
o+

Lfdv) 1. 1,
quedando 4_[[ u-‘J_ 4]111;— 4]11[1; +1)

| 1 1
Por lo tan fo queda —Zlner +1]+5m1g tan u +£]11 w-1D+C

1. 1 1
——]n[v;aznr +1]+Emrg tan &' +E]n -1 +C

4

..........

EJERCICIO [+ PiA

4l = (x+Dx*-x+1)
Siu=¢€", du=¢e" dx

du
-[ (x+1D(x* —x+1)

1 _ A . Bx+C
(x+1)(x? —x+1) x+1 (x*-x+1
Mdximo comiin divisor (x +1)(x* — x +1)

1 A —x+1) +(Bx+C)(x+1)

©o+1 (x+ D(x? —x+1)
Los valores de x = — 1,
Six=-1

1:A(1+1+1]:>A:%

1 %
Sustituyendo A = 3 en A(x* —x+1) +(Bx+C)(x+1)

28
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e

Sustituyvendo 4 = % en A(x* —x+1) + (Bx+C)(x+1)

%(.\'J —x+1)+(Bx+C)(x+1) =1 Desarrollando

%_ 2 - % T+ = ! + Bx' + Bx+ Cx+ C =1; agrupando tér min os semejantes
1 1 . P }
§+ B —+ B+C |[x+C + 3 = 1; igualando tér min os semejante

[14.3] _l
3 3

2

C + —=1=>C=—

3 3

1, dx

% 3 dax + — S

x*—-x+1 37 x+1
-1 2
_)L-+_

Si integramos I# dx + —ln(). +1)

x-x+1
-1 2

— X — L - i
Falta int egrar I# ax = L xdx + iI dx
2

x+1 3 i -x+1 R

. -1 d . )

Para integrar —I 1"‘7"‘ Siu=x" —-x+1 du= (2_:.' - l]dx
x=-x+1

Utilizando un artificio alg ebraico
-1 xdx -1 I 2xdx _1I {&J. -1+ Ddx
39 —x+1 3(2)Y xP—x+1 fox+1
quedando dos int egrales nueveamente
—1:(2x-1)dx 1 1 dx
—I( 1)‘ Jax _ —I yvafadim os que trae consigo —I—A
6 x'-x+1 67 x'-x+1" x+1

29

SCCC_RRCH



a2
j-?'H _ —1j(2x—1)d1' lj' 1

x+1 63 —x+1"

variadimos

2 dx 1
qite trae consigo — J 171 += ln(x +1)
393" —x+1

%1}7(21-—1)@5%; d+In(x-+1)

x+1 6-{ ¥ —x+1

1 ﬁ _j . dv+ln(x+1)

[ 2]+1

11
——lnu+—-——ang tan| ——— In{x+1) +C=>
R
2 2

—%ln(}tJ —x+1)+ Lmf;g tan

3

A

Integracion de Funciones hiperbdlicas

Repasando:

I senhudu= coshu+C
1)

z)j coshudu=senhu+C

3) | tanhudu=Incoshu+C

4y | cothudu=In|senhu|+C

5)-[ sech’ udu=tanhu+C

30
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6) | csch®’udu=-cothu+C

7) —sechu tanhudu= sechu+C

8) —cscucotudu=cschu+C

oy
A) Isenh\f; dx ; :.{:\,u{)?; du = il,_dx

N ’ 24

ZIsenh u du=cos hu + C = cosh\b? + C

B) Icoshl 2xdx => u = 2x, du = 2 dx

1 1 1 1 1

—I[— + —cosh Zx}ix = —u+ —Icosh 2x dx
2412 2 4 4

Siv=2x; dv= 2du

1 1 2x 1
== —u+ —Icosh 2x dx = —)"+ —senhdx + C
4 4 4 8

(ol Itan hx dx = I(l—sechlx]dxz x— tan 7 x
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Se sugieren las siguientes direcciones de Internet para consulta del tema 3:

http://usuarios.lycos.es/juanbeltran/id22.htm
http://galeon.hispavista.com/libierhjhonnyh/productos134205.html

http://usuarios.lycos.es/calculoint21/id44.htm

Area entre curvas

S = Lbf(x) dx — jbg(x) dx

a

b
A= f [F(x) - g()] dx

32
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|

Calcular el area de la region comprendida por la curva

v=x> y la curva y = 4.
Solucion:

X =4x=-22
rectas verticales limi tan

la region y cortan al e X

|

Calcular el darea de la region comprendida por la curva

y=x"=2x vy la curva g(x) =— x’ + 2x.

Solucion:
X —2x=-x"+2x

Y Hxr—2x—2x=0
2x* —4x =0
x(2x—4)=0

x=0;2x=4,x=—=2

2 N S

f[(—x2 +2x)—(x2 —2:{) dx :I—sz +4xdx :—?4-2.'{2 = gu
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e

Calcular el area de la region comprendida por la curva

v=x"+4 vy la curva %ery:%

Solucion:
y=-x+4..()
3 3

2 2
Igualando

y=

X +4= X

le
le

BC TN VPR
2 2

e

— +§x+4—§ =0
2 2

5
—x +%x+5 =0 Mutiplicando por —2

2y —3x-5=0
2x—-35)x+1)=0
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Calcular el area de la region comprendida por la curva
yv=1v lacurvay =x>+1 y la recta de ecuaciénx=1 .

Solucion:

quLKx?+Q—1dw: ff
y
1 _,/_ii._._.._
‘[ﬂlxz a{r:"—} = lnz
0

Calcular el darea de la region comprendida por la curva

[ﬁ Sﬂ}
yv=senx v la curva y=cosxenxe|—, — |
Solucioén: 44

[T 5

\.

J

— _/
2x 3

4 5,

‘[ sen(x) — cos(x) dx = —cos x — senx |§ =22
T 3

4
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w(y)

v(y)

Area = jyg [(curva dela derecha) - [curva delaizquierda):I dy
1

d d
s=[ woay- [ voyay
d
A= f (w(y) —v(y)ldy

A= f ") dy

gl
Calcular el area de la region comprendida por la curva
v=—x v la curva x=v" - 2. 3

Solucién: /

y=—x; x9=—-y

2
:{:}’ _2 -3 L -1 o 1 2

—y=3"-2:1"-2y-2=0
(yv+2)(y-1D =0
yv=-2,y=1 .
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1 -3

[-v-0" —2)av =

-2

1 3 2 1

[ —y+ay=2—-L 42y
J 3 2

-2

Longitud de arco en coordenadas cartesianas:

dx

SCCC_RRCH

ds
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Al = | A + AY?
Y Al=y

ds = \/(dx)* + (dy)?

2
ds = 1—(ﬂj dx
dx

b 2
S:.[ 1+ d_y dx
dx

a

Longitud de arco en coordenadas polares:

X=rcost
y=rsent
L :Ids

ds = /(dx)* + (dy)?
x=f(8)cosd; dx = f '(8)cosd - f (0)senfd g
y=f(8)send; dy = f '(8)send + f (6)senddd

S= f\/(f ) +(1(0)) dx

o

Notas

r=yx’ +y?

6 = ang tan (lj
X

Nota: Se sugiere revisar las notas de curvas polares para cardioides,
lemniscatas, rosas de n-pétalos
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EJERCICIO QE

Calcular la longitud de la circunferencia de radio r

o perimetro la circunferencia de radior.

Solucion: . y =

y=o - Xy 2=y - x*;
Si se obtiene la cuarta parte

L j\/1+[f ()] ax

4:

—2x —-X

N | _
S(x) 5 \/r2 — \/rz —

Solucion: 532‘
2
rof ="
r — X
, 2 r 2 2 2
5—[ 1+ — = | 2
4 9 rt—x g rt—x

| [r] [0]
=rang sen| — |—r ang sen | —
0 r r

= — = r[%j => L =4xr u. de longitud
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EJERCICIO %’?é

Calcular desde el origen al punto
y:ln(.\/ﬁ de f(x) =1In (cos x)
Solucion: [

y=In 1] si y =1n (cos x), Evaluamos

V2

T
COS X — ——=. x:z, valor de x

V2

La derivada f'(x) = —sen(x) = —tan x

cos(x)

[f'(x)]z = (~tan x)* = tan® x

Calculamos la integral

A1+ tan® x dx = j.\}sec2 X dx=
0

hl‘sechrtanx

O i |

Vs
. evaluamos en 0 y 1

cos (0) *tan (O)‘ B

COS —
1

In (2 +1)-0=ln (2 +1) u. de longitud
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Hallar la longitud de arco de la curva

Y=%(x*+1) en 1<x<3 \
Solucion:

[ T T 1 2 3 4 5

Ilj\/(%(x2+l)2)+ldx [N L

secOd=~x'+1 tanB=x

sec’ 0d0 = dx -

3
%(x#xz +1x+ln‘:{+ N +1D]
1

_l-secté?-sec2 tE?c:;TtS':_[sec3 0de = '«éﬁ‘

i =sect dv =sec” 8dO
di = sec @ tan 8d 0O v=tan &

udv = uv — | vdu =sec 8tan 8 — | tan® @ -sec 846
| | |

=sec 6’tant‘5?—_[(sec2 6 —1)sec6d6O
_[secs Bd e = secﬁtanﬁ—_[(sec?‘ 6’—sec6')d6'

2‘[88(33 6d6 = secHtan & +Infsec 6 + tan 6|+ C

_[s.eczL 6’d6':5(sec8tan6+ln|sec6+ tan6'|)

Sustituyendo
Y %(x#x2+1-x+ln‘x+\fx2+1‘)

SCCC_RRCH



42

3

%(\fxz +1-x+ln‘x+\g'x2 +1

)

H(NOFT- @)+ Inf3 +vE0]) - 1(VEHT x ¢ L+ 42))

EJERCICIO E&“g

Hallar el perimetro de la circunferencia de radio 1.

Solucion:
Parametrizando

x2+y2:1

sen’f+cos’r=1

I;I .\/— sen (1‘)2 +costidf = '[:'H dt = r]i” =27
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L:T J©) +(f©) do
&

EJERCICIO

Calcular la longitud de ga curva
x=cos f

; T
, S re[ 0, —}
Solucién: y = sent 2
Una forma: Calculando la ecuacion cartesiana
Sumando la ecuacion 1 a la ecuacion 2
x4+ y=cos’@ + sen’ 8 =>x+y=1
Despejando y =1—x, su derivada y'= -1
Calculamos la integral
1

j 1+ (—l)zdx:jﬁdx = 2xfp = V2 -0

0

\/Eu. de .

EJERCICIO

Calcular la longitud de arco de la cardioide de

ecuacion r =3 -3 cos @
Solucion

Calculamos la mitad va que es simétrica con respecto al Eje Polar

%: 0-— 3(—sen 9)

L=2] J3-3cos6) +(3sen6) d6 =
0
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..........

L=2[ \J(9-18cos@+9cos6> )+ (3sen )’ do =
0

L=2] /(9—18cos@)+(+9cos®” +9sen’ §) dO =
(1]

L= 2_[ \J(9—18cos )+ 9(cos & +sen* ) do =
[1]

Lzzj' J(9—18cos8)+9(D) ds:z? J(18-18cos8) de
0 0

:2_[ V/(IS—ISCOS@) de; pero
i

— lCos 26 por lo gue Sen?E:l_ %cos?

1

2 2 2 2
.8 1l—coséd

que es sen > =

sen’ 6 =

2

2
entonces 2 sen =1—cos &

|

Sustituvendo

L :2_? Ja8(1—cos@) de:

L= 2]; J(IS(:zsenzgj de = 2]’@ [senggj de

1]

L=12_‘. [sen 6]0’9; z,t:E; a‘z,tzﬁ
2 L 2 2 2

x

L :24_[ (sen z;)dz; =—24 cos u=—24 cosE
0 21y

L :—24cos§+ 24cos%:24 u. de l.

http://dcb.fi-c.unam.mx/Eventos/Foro4/Memorias/Ponencia 55.pdf

https://es.khanacademy.org/math/integral-calculus/ic-adv-funcs/dc-polar-arc-
length/v/polar-arc-length-example
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Sélidos de revolucion

unsolido de revolucion es aquel que se forma al girar una curva alrededor
de un eje, este puede ser un eje coordenado o alguno otro representado por una
recta.

Método de discos

Regioén plana
Disco
representativo

Rectangulo
representativo

Sélido de
revolucion

Aproximacion

por "n" discos

Ancho
—

olpey

Eje de revolucién —7
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n

b
V= lim D () ax = [ 712 (x)dx
= 2

v =7zi [fOO dx

Se sugiere revisar el método de arandelas, método de cascarones.

EJERCICIO , EEQ

Calcular el sélido de revolucién
que se genera al girar la region
limitada por las curvas e

yzﬁ,m(x)zO,sz

Solucion:

V= [z /()]

a
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EJERCICIO v hag

Calcular el soélido de revolucion
que se genera al girar la region .
limitada por las curvas

y:x2+1 }y:O:x:—ljx:z
Solucion:

V= [z[f(x)] d

V:z'rj(:c2+l)2 dr:ﬁj.(f +2x° + l)d. =
|

-1

..........

EJERCICIO fRid

Calcular el solido de revolucion
de un cono truncado que se hace , i
Girar alrededor de Y, la regiéon .+

*
limitada por las rectas s

y=2% ,y=2,9y=4, yel ejeY |
Solucion:
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EJERCICIO éﬁ

Calcular el sodlido de revolucion
gue se genera al girar la region

limitada por las curvas EREEE
y=x* . y=4,x=-2,x=2 |
Solumon )
V= j;r f(r)] ke

V:ﬁj(4_x2)z dr::rj’(lé —8x" +x* |k =

[16x+—"3 i} 2 125
305

EJERCICIO - Rid

Calcular el solido de revolucién
que se genera al girar alrededor
de la recta x=2, la region limitada
por x=2, el eje X y la parabola
y=x’

Solucion;

v=[alrmldy: x=.» |
v :,1_4[(2—\/;)2 dx = ;:f(4—4ﬁ+y) dylj-:'
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EJERCICIO i

Calcular el volumen de una esfera
Con centro en el origen y radio B B

r=2
Solucion: |
i yi=4r oy = 4 - A7 ettt

: : "
v = [z[f)] dx; f

4 4 .
yor[(Ne-x ) dr=xf(s-x ) ax |

a 0 -1
I[d—f—i} 52: E.T 1{'3 -z:[-q._‘

3 3 i —«__.;_L_Lhu .

49
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