Notas del TEMA 4

Tema 4. Derivacion y diferenciacion de funciones escalares de dos o mas
variables. (18.5 horas/ 4.62 semanas ).

Objetivo:
El alumno analizara la variacion de una funcion escalar de variable vectorial
respecto a cada una de sus variables y resolvera problemas fisicos y geométricos.

Subtema 4.1. Definicion de funciones escalares de variable vectorial. Region de
definicion.

Una funcion escalar de varias variables (de variable vectorial) es aquella que su
dominio esta en un espacio de dos dimensiones o de n dimensiones y su
codominio en R.

La expresion cartesiana de una funcion escalar de variable vectorial es
z =f(xy) 6 f(x,y,2)=0

La region de definicidn de la funcién es el dominio de ella ( los valores que toman
las variables X, y) y para los cudles existe z 0 bien los valores de x e y que tienen
(imagen).

El recorrido de estas funciones es el conjunto de valores de z que se obtienen

de sustituir las parejas de valores (x,y) que pertenecen al dominio de la funciéon
en laregla de f.

La definicion de f : R" — R como un caso particular de la definicién general de

funcion vista en Célculo Diferencial donde los elementos del dominio son ahora
vectores cuya representacion grafica son puntos del espacio R" y el recorrido es un
subconjunto de R y su representacion grafica son puntos del eje real.

Subtema 4.2. Representacién grafica para el caso de funciones de dos variables
independientes. Curvas de nivel.

Curvas de contorno

Son las trazas que se obtienen de la interseccion de la grafica de la funcion con planos
horizontales de la forma AZ=C

Curva de nivel.

Se llama traza a la curva que se obtiene de la interseccion de un plano con una
superficie.

Otra definicion:
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Cuando una superficie representada por una ecuacién del tipo z=f(x,y) se corta con
planos paralelos al XY; a las trazas obtenidas se les conoce como Curvas de nivel.

» Se Recomienda al alumno el fasciculo de Geometria Analitica titulado
Superficies, cuyo autor es el Ing. Erik Castafieda de Isla Puga. Ahi se podran
encontrar ejercicios que ilustran las superficies que se pueden considerar como
ejemplos de este tipo de funciones.

Subtema 4.3. Conceptos de limite y continuidad para funciones escalares de
variable vectorial de dos variables independientes

Un limite es al que tiende la variable dependiente.

L=1lim f(x,y)

Y=Yo

Los limites reiterados

X=X,

i)Iim[JLrE\ f(x, y)} L1

ii)Iim[Iim f(x, y)] L2

X—>X,
yA)yO o

Si L1 = L2 el limite no existe
Si L1 = L2 el criterio no decide

Continuidad
i) f(x,,Y,) exista
ii) lim f(x,y) existe

Y=Yo
iif) f(X,Y,) = limf(x,y)

Y=Yo

Recordar que toda funcion polinémica siempre es continua.

Toda funcién racional en donde el denominador es diferente de cero es continua

La suma de funciones continua es continua

El producto de dos funciones continua es continua.

El cociente de dos funciones continuas es continua excepto en donde el denominador es
cero.
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Subtema 4.4. Derivadas parciales e interpretacion geométrica para el caso de dos
variables independientes. Vector normal a una superficie. Ecuacién del plano
tangente y de la recta normal.

Derivada parcial:

Dada la funcién z = f(x,y),

0z _ . flx+Axy) - fxy)
1m

a T Ax>0 Ax
oz _ . fl,y+Ay)—f(xy)
— = lim
dy  Ay-0 Ay

Ejemplo:

Sea la funcién z = 2x3 — 3xy? + 4y*

0z 0z

calcular oY %

92 _ . 2 4.2 .

Py 6x 3y“©

0z 3

@ = —6xy + 16y

Subtema 4.5. Derivadas parciales sucesivas. Teorema de derivadas parciales
mixtas.

» Laderivada parcial es una nueva funcién de las variables independientes y por lo
tanto, susceptible de volverse a derivar parcialmente con respecto a cada una de
sus variables.

Teorema de Schwarz

Sea f(x,y) una funcién continua y con derivadas parciales continuas, entonces

o't o°f
Oyox  Oxoy
fy><= fxy
o5
oyox oy \ ox
2 2
quq =0 Se llama ecuacién de Laplace
ox® oy

Subtema 4.6. Funcion diferenciable. Diferencial total.

Una funcion z = f(x,y) es diferenciable si su incremento
Az = f(x + Ax),y + Ay) — f(x,¥)
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puede expresarse como
Az = Ay (x,y)Ax + A, (x, y)Ay + vy, (x, y, Ax, Ay)Ax + v, (x, y, Ax, Ay) Ay

donde las funciones A4,(x,y), A,(x,y) son independientes de los incrementos
Ax, Ay
y v1(x,y,Ax,Ay), y,(x,y,Ax,Ay) son tales que

=0y =0

Ay—0 Ay—0
Ejercicio: (funcion diferenciable)
Determinar si f(x,y) = 2xy — y? es una funcién diferenciable.

flx+ Ax,y + Ay) = 2(x + Ax)(y + Ay) — (y + Ay)?

desarrollando se tiene
flx + Ax,y + Ay) = 2xy + 2xAx + 2yAx+2AxAy — y? — 2yAy — (Ay)?
Af = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y) = 2xAy + 2yAx+2AxAy — 2yAy — (Ay)?
reordenando
Af = 2y)Ax + 2x — 2y)Ay + (2Ay)Ax + (—Ay)Ay
haciendo
A1(x,y) =2y; Ay(x,y) =2x—2y; y1 =20y ; vy, = —Ay
con lo que se comprueba que la funcién f(x,y) es unafuncion diferenciable.

Para una funcion z = f(x,y), la diferencial total es df = Z—£ dx + g—i dy la cual puede
expresarse como el producto escalar del vector (% , g—f}) (que se representa por Vf) v el

vector (dx, dy) (que se representa por dr ), es decir

7= (% Z)-ax.an)

df = Vf - dr

si z es constante (z = z,), se tiene que f(x,y) = z, define una curva , al diferenciarse da
por resultado

a ]
df = Ldx + a—fldy=0
Vf-dr =0
lo anterior implica que el vector Vf y el vector d7 son perpendiculares, como el vector dr
es tangente a la curva f(x,y) = z,, se concluye que el vector Vf es perpendicular a la

curva.

7] 0

) se le conoce como el gradiente de la funcion f ya V = (5 , 5)

Alvector Vf = (% ) Z—fl

se le llama operador nabla.
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Subtema 4.7. Funcion de funcion. Regla de la cadena.
Se sugiere:

Regla de la cadena

Las funciones z = f(u,v) donde u =u(x,y) y v =wv(x,y) conforman una funcion
compuesta, la variable z es la variable dependiente, las variables u, v son las
variables intermedias y las variables x, y son las variables independientes, de este

modo z = f(u(x, y),v(x,y)) =z(x,y)

F=z—f(uv)=0
para obtener % y g—; plateamos el sistema (G =u—u(x,y) =0 donde las
H=v—-vxy) =0
variable dependientes son z, u, v y las variable independiente son x, y de este
modo

F,G H
% ]|x u, v
ox F G H
Z,u,v
0o U U
ou odv
u
~ax 1 0
v
o= 0 1
. _of _of
du av
0 1 0
0 0 1
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_9fou _dyofov

dudx 0xdvox
1

Subtema 4.8. Funcién implicita. Derivacion implicita en sistemas de ecuaciones.

= Derivadas de la funcién implicita como soluciones de la o las ecuaciones lineales
que resulten de igualar las diferenciales de ambos miembros de la ecuacién
original. Asi, si se tiene originalmente la igualdad F (x,y,z)=0, se obtiene la

ecuacion, siempre de primer grado:
FxdXx+ F,dy + F,dz=0

gue se resolveria para dx, dy o dz, segun las parciales que se requiriesen.

Si se tiene originalmente el sistema:
F(x,y,z)=0
G(x,y,z)=0
se obtiene el sistema de ecuaciones, siempre lineales:
Fydx+F,dy+F,dz=0
Gydx+G,dy+G,dz=0
gue se resolveria por la regla de Cramer y que da lugar a un cociente de
jacobianos.

Sea F(x,y,z) = 0 donde z = f(x,y)

0

oF 0z z
—dz=0 Yy dz-adx+ —ydy

0z

OF JOF
dF—adx+£dy+ 3

sustituyendo dz en dF se tiene

aF =L+ Lyt 6F<62d v 24 )=0
_axxayy Ozaxx ayy_

factorizando dx y dy
dF | OF 3z OF | OF 9z
dF = (aﬁ'aa)dxﬁ'(a-l'ga)dy— 0
como dx # 0 y dy # 0, laUnica forma de que se cumpla la ecuacién es que
—+—=——==0; —+——=0
Derivacion implicita en sistemas de ecuaciones.

F(x,y,z) =0 donde z=f(x,7y)

a
JF  0F 0z _ - 0z Bx
ax ' dzox ox oF
0z
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aF
dy

dF

oFdz _ o _ 9z _ _ 3

626y_ a dy OF

0z

Sistemas de funciones implicitas

El conjunto de funciones

F(x,y,z,u,v) =0
G(x,y,z,u,v) =0
Hx,y,z,u,v) =0

conforman un sistema de funciones implicitas en el cual se definen tantas
funciones implicitas como funciones en el sistema, es decir, de las cinco
variables existentes se deben tener tres como dependientes y las restantes
como independientes, esto es, si se definen a z u,v como variables
dependientes, lavariables restantes x, y deberan ser independientes, es decir
z=z(x,y); u=ulx, y); v=v(xy)

. . 0z dz du du v v
de las cuales sera posible obtener

a,a—y,a,a—y,a,a—y en forma

implicita.

Sean las funciones diferenciables F(x,y,z) =0, G(x,y,z) = 0, donde z = z(x)
y y=yXx)

diferenciando las funciones se tiene

dF=a—Fdx+a—de+a—Fdz=O
ox oy oz

dG=8—de+a—Gdy+a—Gdz=0
ox oy 0z

dy=d—ydx . dz =%dx
dx dx

Sustituyendo dy y dz en dF y dG seobtiene
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dF = &Fdx+aF(a5’dx] aF(ddeJ=o

ox oy \dx oz \ dx
dG =9 e+ OV 4], 99 dzdx =0
ox oy \ dx 0z

dF = [5F+5de+5Fdszx=O; dG:[aG oG dy G dz

ox Oy dx

como dx # 0, paraque el sistemade se cumpla

SF oF dy oF dz _
8x Oy dx oz dx
oG 8G dy oG dz
Ox 8y dx &z dx

reordenando resulta

oF dy OF dz _ oF
oy dx oz dx  ox
oG dy oG dz oG
Oy dx oz dx  Ox

a,x, +a,x, = b,

ay X, +dyyX, = b,

8 de 12

0z dx

de=0



REGLA DE CRAMER
Sea el sistema de ecuaciones lineales
a,x, +a,x,+-+a, x =b

1n"n 1

ajlxl +a,x, +-+ ajnx = b_
a,x,+a,x,++a x =b

un sistema de » ecuaciones lineales con » incognitas, y sea A4 = [%.J
su matriz de coeficientes .

A,
Si |4|#0 entonces la solucion x, = T b k=12,--,n donde la
triz A [ J al a,, para j#k
matriz 4, = |c, | es tal que ¢, =
£ e b, paraj=k

Derivada de sistemas de funciones implicitas

cF dy oF dz  oF
oy dx oz dx  ox
oG dy oG dz _ oG
Oy dx oz dx  ox

ay X, +a;pX, = b]

ay X, +ayX, = bz

9de 12



_or or \oF oF

b ox Oz ox Oz

dy_ b oan | ax ozl lox oz
ae Ty ay o oF] T jor oF
a,, d, 8y Oz 6y Oz

oG oG oG oG

oy Oz oy Oz

P . F, G
solo si ]|—| = 0
Yz

Subtema 4.9. Concepto de gradiente. Operador nabla. Definicion de derivada
direccional. Interpretacion geométrica y aplicaciones.

V=§i+£j en R?
X
Se llama operador nabla a 5 o

V:—i+£j+£k en R®
0z

ox oy
El vector gradiente es perpendicular a la curva de nivel que contiene el punto P.

En R3 nos proporciona la direcciéon de un vector perpendicular a la superficie en
un punto, es decir, un vector normal al plano tangente en ese punto.

Algunas de sus aplicaciones son:

Derivada direccional
Sealacurvade interseccion entre unasuperficie z = f(x,y) y un plano vertical
gueformaun angulo @ con ladireccion positivade eje x y que contiene al punto

P(xo y Yo, 0)
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la ecuacion del plano es y —yo, = tan 8 (x — x)

de donde

Yy—Yo senb
X—xy C€OSO

y—y0=x—x0=
sen @ cos 0

xX=x9+tcosO ; y=yy+tsenb
como ds = (E)Z + (ﬂ)z dt

dt dt
ds = \/(cose)2 + (senB)? dt
ds = dt
con lo que podemos decir que s = t

finalmente X=x9+5cosO ; y=y,+ssenf

z=f(x,y); x=x9+scosO ; y=y,+ssend
dz . .
para obtener 2 S€ puede plantear el sistema de funciones

F(x,y,z,s)=z— f(x,y)=0
G(x,y,z,8)=x—-x,—scos@=0

H(x,y,z,s)=y—y, —ssend =0

donde si las variables x, y, z se definen como dependientes y la variable s
como independiente se podra obtener

JF,G,H
dz _ IESA
dL - |

) JF,G,H
X, 9,z
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Ty,
ox oy
1 0 —cosé
0 1 — senb
dz __
ds o J 1
ox oy
1 0 0
0 | 0
0 0
- fcosﬁ— fsef?Q
_ Ox oy
|
dz of of
—=-2cos +——send
ds 0Ox oy

El valor méaximo de la derivada direccional en un punto esta dado por la direccion del
gradiente, y el minimo a la direccién perpendicular del gradiente.
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