Célculo Integral

SUCESIONES Y SERIES
Sucesion

Definicion:
Es un conjunto ordenado de términos. Se representan mediante una funcion cuyo dominio
es el conjunto de los nUmeros naturales.

Se expresa la funcion que genera a los términos de la sucesion como f (n) =n. Al

término n se le denomina término enésimo.
Sucesién creciente

Son aquellas que cumplencon || f (n+1)>f (n) VvV neN

Sucesion decreciente

Son las que cumplen la siguiente desigualdad | f(n+1) < f(n) ¥ n e N

Definicion:
Toda sucesion creciente o decreciente es monétona.

SUCESIONES ACOTADAS
Cota superior de una sucesion

Es un nimero, que si existe, no es superado por ningin término de la sucesién
Si Q es cota superior de { f (n)}, entonces se cumple que

f(n)<QVneN

Cota inferior de una sucesién

Es un nimero, que si existe, no es superior a cualquiera de los términos de la sucesién
Si P es cota inferior de { f(n) } entonces se cumple que

f(n)2PVneN

Cuando una sucesion tiene cota superior y cota inferior se dice que esta acotada.
TEOREMA:
Toda sucesion monotona y acotada tiene limite

TEOREMA:
Si una sucesion es convergente, su limite es Unico.

El limite de una sucesién se denota como:
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Célculo Integral

lim f(n) =L

N— oo

Definicion:

Toda sucesion que tiene limite es convergente y a aquellas que no lo tienen, se les
denomina divergentes.

Toda sucesion convergente es acotada.

TEOREMA de Weiestrass
Una sucesion creciente y acotada superiormente tiende a un limite, y una sucesion
decreciente y acotada inferiormente tiende a un limite.

SERIES

Cuando se expresa la suma indicada de los términos de una sucesién de dice que se trata de
una serie, asi por ejemplo, la sucesion { n } daorigenalaserie 1+2+3+4+...+n+...

Las series se pueden expresar de manera compacta empleando el simbolo 2, asi la
serie mostrada arriba puede expresarse como &

2 n
n=1

Definicion:
Una serie es una expresion de la forma g +a,+a,+...+a +... que de manera

compacta se puede representar por a En donde cada sumando se obtiene de los

1

M8

n
n

términos de la sucesion { a, } :

Definicion:
e} . . . . -

Sea ya, una serie y sea {Sn} la sucesion de sus sumas parciales definida por
n=1

n—o0

n - - - -
_ tal que si existe el ; _c se dice que la serie es convergente
S, =Y & 9 limS =S, q 9
k=1

0 queconverge y su suma es el nimero S, denotada por ia _g-
n
n=1
Si por el contrario tal limite no existe, se dice que la serie es divergente o que
diverge

TEOREMA:

SEA Z a, ; si la serie es convergente, entonces lim an =0

n=1 n—o

TEOREMA:
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SEA Y a,;si Iiman #0 la serie diverge.
n=1 n—oo

A este Teorema le llaman algunos autores la prueba de la Divergencia.
TEOREMA:

EL caracter de una serie no cambia todos sus sumandos se multiplican por una constante
cualquiera diferente de cero.

TEOREMA:

EL caracter de una serie no cambia si se le agregan o suprimen un namero finito de
términos al inicio de ésta.

TEOREMA:

EL caracter de una serie no cambia si sus sumandos se agrupan de cualquier manera.

TEOREMA:
SEA A=Ya 'y B=Y b, ;
n=1 n=1

I) si Ay B son convergentes entonces

A+B= ) a +b, esconvergente
n=1

I1) Si Aesconvergente y B es divergente entonces

A+B= > a +b, diverge

n=1

1) Si A es divergente y B es divergente entonces

A+B= Zan +b, puede ser convergente o divergente.

n=1

SERIES DE TERMINOS POSITIVOS

La > a,a>0VneN
n=1
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CRITERIOS PARA DETERMINAR EL CARACTER DE UNA SERIE
= Criterio de comparacion

Definicion:
Consiste en comparar los sumandos de una serie cuyo cardcter se conoce, con los
sumandos de otra cuyo caracter se desea determinar.

Teorema:

Sea Zan una serie de estudio.
n=1

1) Si ch es una serie convergente y a, <c,, V ne Nentonces la serie en estudio

n=1
también converge.

2) Si Zdn es una serie divergente y a, > d,, V ne Nentonces la serie en estudio también
n=1

Diverge.
= Serie Armonica
Es aquella que esta representada por la suma de los reciprocos de los nimeros naturales y

tiene la forma:

=1+ + 4+ o+ o+ o+
2 3 4 5 6 7 8

o 1 11 1 1 1 1 1

Z _

n=1n

Segun el criterio de comparacion  nos permite concluir que la serie armdnica es
divergente. Segun Nicolas Oresme.

Es una serie que ha causado controversia entre varios matematicos. Y todavia sigue.

https://www.teoria.com/es/referencia/a/armonicos.php
https://www.gaussianos.com/la-serie-armonica-y-la-serie-de-los-inversos-de-los-numeros-

primos/

Serie Geométrica

Es aquella que tiene la forma:

o0 . 7
> ar"* endonde a I sedenomina razon.

n=1
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De una serie geométrica, si:
v' |r| = 1la serie es divergente y no tiene suma

: a
v' |r| < 1la serie es convergente y su suma es T
-

Si >ar"'=>ar"= > ar"*? puede haber corrimientos. No siempre
Se puede trabajar n=1 n=0 n=2
empiezaen 1.

o0

Serie P

Es aquella que tiene la forma:
o 1
> P
n=1 N
El caracter de este tipo de serie depende del valor de P :

e Si P > 1 laserie es convergente.
e Si P <1 laserie es divergente.
Una serie p muy conocida es la Illamada serie armonica en la que p es 1.

Criterio del cociente 0 de D’Alambert (Jean Le Ronde D’ Alembert)

(n+D)!'=(n+Dn!
Recordar que Ej:
31 123 2! 1.2

$123 00 212 1 1
21 1.2 31 123 3

El criterio consiste en:

1) Obtener la razéon de D’Alambert que es r:aﬂ 1
a

n
ii) Calcular el limite de la razon |imr =L

nN—o

iii) Hacer la comparacion

= Si L >1 laseriees divergente
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= SiL =1 elcriterio no decide
= Si L <1 laseriees convergente

Criterio de Leibniz (Gottfied Wilhelm Leibniz 1646-1716)
Teorema: Sea la serie de signos alternados

> (-D"a,, a,>0
n=1
Puede comenzar en 0.
La serie converge si
i)lima, =0

n—oo

ii)a,>a,,

Series de Potencias

Una serie de potencias es una expresion de la forma:
2 3 n
ayrax+ax +axs+...+ax"+...

En forma general.

f(x)=f(0)+f'(0)+ f2(!0)X2+ fz(!o)x3+...+ f n(!o)xn+...

Se reduce

f(x)= 5 f"(O)Xn suponiendo que £°(0) = f(0)

entonces

Serie de Taylor
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Sea la serie de potencias de la forma
b0+b1(x—a)+b2(x—a)2+. . .+bn(x—a)n+ ..

Supongamos la existencia de una funcion f tal que cumpla la igualdad
2 n
f (x):b0+bl(x—a)+ bz(x—a) +... +bn(x—a) +...
Es importante que los coeficientes b, tengan la forma

f"(a
b :#(x—a)"

Para la igualdad.

f(x)= f(a)+ F(a)(xa)r @) (aps .+ @) xays . sereducea

A esta expresion se conoce como Serie de Taylor (Brook Taylor 1635-1731), sirve lo
mismo que la serie de Maclaurin, para representar funciones en términos de una serie de

potencias a partir de un valor :

Al comparar la serie de Maclaurin con la de Taylor, vemos que aquella es un caso especial
de ésta, o bien, que Taylor es la generalizacion de Maclaurin.

Intervalo de convergencia

Es aquel conjunto de calores de x que hacen que una serie de potencias sea convergente,
para su obtencién se emplea el criterio del cociente visto anteriormente.
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