Integracion Por partes

Deduccion de la formula

Sea u y v funciones, la férmula de diferenciacién para el producto de u por v es:
d(uv) =udv-+vdu

Despejando udv
udv =d(uv) —vdu

Integrando se obtiene la férmula de integracién por partes

judv = uv—jvdu

Donde:

1) u es una funcion facil de derivar
2) dv es una funcién facil de integrar

3) Jvdu es mas sencilla que la integral inicial.

Integrales de las formas:

e Algebraicas por trigonométricas

e Algebraicas por exponenciales

e EXxponenciales por trigonométricas

e Logaritmicas

e Logaritmicas por algebraicas

e Funciones trigonométricas inversas

e Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

Realizar las siguientes integrales
. jxexdx
_[In xdx

Ixzsen(Zx) dx

Iexsenx dx



\ntegracion por Fracciones Parcialeg

El método de fracciones parciales se utiliza cuando quiere integrarse una
expresion de la forma %, donde el numerador y el denominador son polinomios y

el grado de Q(x) es mayor o igual que el grado de P(x), debe utilizarse el algoritmo
de la division.

Por el teorema fundamental del algebra se sabe el polinomio P(x) puede
fraccionarse en polinomios irreducibles de grado uno y de grado dos (un
polinomio de grado dos es irreducible si no tiene raices reales). Entonces se
tienen cuatro casos.

Caso 1(Raices reales, ninguna de ellas repetidas)

P(x) se factoriza como un producto de factores de grado uno distintos; es decir,
P(x) = (ayx + by)(azx + by) ... (apx + b,) Entonces existen numeros reales
Ay, Ay, .., A, tal que

Q(x) Ay Ay Ay
P(x) (ayx+by) + (ayx + b,) ot (a,x + b,)

Por lo tanto

Qlx) . Ay A, A,
PGy ™= f (@x bt f (axt by Xt f (e + ) ™

Caso 2 (Raices reales repetidas)

P(x) se factoriza como un producto de factores de grado uno todos repetidos; es
decir, P(x) = (ax + b)™ Entonces existen nimeros reales A,, A,, ..., 4,, tal que

Q(x) _ Aq A, Ay
P(x) (ax+Db) * (ax + b)? ot (ax + b)n

Por lo tanto,

Q(x) Aq A, A,
%dxzf(ax+b)dx+J(ax+b)2dx+m+J(ax+b)ndx



Caso 3(Raices complejas todas distintas)

P(x) se factiriza como un producto de factores irreducible de grado dos todos
distintos; es decir, P(x) = (a;x? + byx + ¢1)(azx? + byx + ¢3) ... (apx? + bpx + ¢y)
Entonces existen niameros reales A4, A,, ...,A, Y By, B,, ..., B, tal que

Qx) Aix + B, N A,x + B, - Apx + B,
P(x) (a;x2+bix+c;)) (ax2+byx+c,) 7 (apx?+byx +cy)

Por lo que

Q(x) Aix + By A,x + B, Ayx + B,
X = x + dx + .. +f dx
P(x) (a1x? + bix + ¢1) (azx? + byx + ¢y) (apx? + bpx + ¢y)

Caso 4 (Raices complejas repetidas)

P(x) se factoriza como un producto de factores irreducibles de grado dos todos
repetidos; es decir, P(x) = (ax? + bx + ¢)™ Entonces existen nimeros reales
A, A,, ..., A, Y By, B,, ..., B, tal que

Qx)  Aix+ B N A,x + B, - Apx + B,
P(x) (ax?2+bx+c) (ax2+bx+c)2 7 (ax?+bx+c)"
Por lo que
Q(X) Alx + Bl Azx + Bz Anx + Bn

= d —— —d
P(x) x (ax?+bx +c¢) X+ (ax? + bx + ¢)? Xt (ax? + bx + c)" x




Meétodo ge Integracion por Sustitucion Trigonométricd

d

Por el teorema de Pitdgoras aplicando al triangulo anterior.

Caso 1

2
EnVx2+2 = /xz + (V2)", hay una suma de cuadrados, y se interpreta geométricamente como

la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, cuyos catetos miden x y /2

x2+2
X
V2
En este caso
tan@ = — V2tan®
an=— = x = an
V2
Vx2 + 2
sec = =/x2 + 2 =/2secd

V2



VX242

En este caso

X
cotd = — = x = V2cot®

V2
Now;
cscd = x\/;2=\/x2+ =2csc@

Caso 2

En V3 —4x? = /(\/?)2 — (2x)?, hay una diferencia de cuadrados

3 —4x2

En este caso 2x

2x
cosP=—=x=—cosP

73 2

V3 — 4x2
sen®=Tx=>\/3—4x2 = /3sen®



2X

1.2
En este caso V3 —4x

2x 3
sen) = — = x = — sen

V3 2

V2 — 2,2
cos(b:%zhﬂ—l}xz = /3cos®

Caso 3

EnVe2X —1 = ,/(e*)2 — 12 hay una diferencia de cuadrados

er
e?x —1
En este caso 1
ex
sec = T=x= In(sec ©)
e?x —1
tand = —— = +Je?* — 1 = tan®

1



2%
En este caso e2x — 1
ex
cscd = T=*= In(csc 9)
e?x —1
cotP =——=/e?* -1 = cot®

1



Area entre curvas planas

Area entre dos curvas

Rectdnqulos de base dx

El area comprendida entre las curvas f(x) y g(x), tomando rectangulos de base dx,
esta definida como:
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A= I:[f(x)— glx)] dx
Rectdngulos de base dy

El area comprendida entre las curvas f(y) y g(y), tomando rectangulos de base
dy, se define como: :

A= [i(y)-oly)ldy

Es conveniente bosquejar las graficas de las funciones para determinar de la
formula que se debe utilizar.




Sélidos de revolucion

= ’
Definicion
Se genera al girar un 4rea plana en torno a una recta conocida como eje de

rotacion o revolucion. Para calcular un volumen se puede utilizar cualquiera de lo
siguientes métodos.

Meétodo de discos

#
Este método es utilizado cuando el eje de rotacion forma parte del contorno del
area plana.

Eje de rotacion el eje X
Y 'y

v = [f(x)Pex
Eje de rotacion el eje Y
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v = [ [f(y)Fdy



Método de las arandelas

e e e ST =t

Este método se emplea cuando el eje de rotacion no es parte del contomo del
area limitada por las curvas.

Eje de rotacion horizontal

g(x)

f(x)

e - .-

/ ' v = [ (G0 - focFJax
Eje de rotacion vertical

v= [ [f)F - loly)Py



Ejemplos

1) Encuentre el volumen del solido formado al girar por
f(x)=2-x" y g(x)=1al rededor de la recta y=1 .

2) Encuentre el volumen del solido formado al girar la regién acotada por las gréficas

y= \/; y Y = x*alrededor del eje x.

Longitud de Arco

La longitud de arco de una curva, también llamada rectificacion de una curva, es la medida de la
distancia o camino recorrido a lo largo de una curva o dimension lineal. Histéricamente, ha sido
dificil determinar esta longitud en segmentos irregulares; aunque fueron usados varios métodos
para curvas especificas, la llegada del calculo trajo consigo la formula general para obtener
soluciones cerradas para algunos casos.

szf:\ﬁ -1 (o) da

La longitud de una curva plana se puede aproximar al sumar pequefios segmentos de recta que se
ajusten a la curva, esta aproximacion serd mas ajustada entre mas segmentos sean y a la vez
sean lo mas pequefio posible., escogiendo una familia finita de puntos en C, y aproximar la
longitud mediante la longitud de la poligonal que pasa por dichos puntos.Cuantos mas puntos
escojamos en C, mejor seria el valor obtenido como aproximacién de la longitud de C.
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Si la primera derivada de una funcion es continua en [a,b] se dice que es suave y su grafica es una
curva suave.

dx

Cuando la curva es suave, la longitud de cada pequefio segmentos de recta se puede
calcular mediante el teorema de Pitdgoras

(dL)” =(dx)"+(dy)’

Si f es suave en [a,b], la longitud de la curva de f(x) desde a hasta b es:

L= [1+(f' () dx

Xo dy 2
= f(x L=|,1+|-=>|d
y= 1% j +(de x
Y2 2
X=f(y) L= 1+[%] dx
1 dy
Y[ e\ dy 2
X(t) ;Y L= — —
(t); Y(t) j\/(dtj +(dt) dx
4 2 ,
polares L= J\/(f(¢) ) +(f(p)) dx
23
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Una ecuacion diferencial de primer orden es una relacién de la forma:

’ . d
G(x,y,y)zo ............. (1) ¢ d—i:F(x ) S (2)
si F(x,y)=f0)g(X)........ (3) entonces la ecuacién (2) se llama ecuacién diferencial de

variables separables y la solucidn se obtiene, primero separando las variables y después
integrando.






