Funcion Logaritmo y exponencial
Funcion logaritmo natural

En términos matematicos la funcion logaritmo natural es una herramienta de
mayor utilidad que el logaritmo del algebra elemental, el cual esta definido en
términos de exponentes: log,x €s un numero n tal que b™ = x, donde b es
llamada la base. La potencia. La potencia b" esta definida, sin embargo,
solamente para valores racionales de n; su grafica entonces esta llena de agujeros
y no es derivable ni integrable.

Por otro lado, la funcion logaritmo natural, ademas de tener las mismas
propiedades del logaritmo elemental, es diferenciable e integrable, ya que en su
intervalo de definicion (0,«), es continua y esta representada por una sola regla de
correspondencia.

Definicién

La funcién logaritmo natural denotada como In se define de la siguiente forma.

X dt
In = —
1 t
\H“Hm
In(x)
0 1 x

Caracteristicas de la funcién In

e Dominio (0, «)
e Rango (- «, «)
e Biyectiva

1

e Suderivada —
X

e Su funcién inversa e*


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Log-def.svg?uselang=es

Teorema

Si ay b son nimeros positivos, entonces

bdt
f —=1Inb—-1lna
a t

Propiedades de la funcién logaritmo natural
Siay b son numeros positivos y r cualquier nimero, entonces.

1. In1=0
Inab =lna+1nb

2.
3. ln%=lna—1nb
4.

Ina”" =rlna
Derivada de la funcion logaritmo natural

d
—Ilnx =-
X

dx
Si u=u(x) es una funcion derivable, entonces;

dl | I_ldu
dxnu T udx

Si u=u(x) y v=v(x) son funciones derivables, entonces

d v v(vdu_H dv)
dxu B udx nx dx
d sen x
Ejemplo axsenx = xSenx (T + Inx cosx)

Obtener las siguientes derivadas de las siguientes funciones

a) f(x) =In|1—x3|

b) f@) =in|=5|

c) f(x)=lIn|g(x)l

d) f(x)=(x—-2)"(x+3)*(x—4)3(x +5)?



Derivacion logaritmica

En ocasiones una funcion, tiene una expresion algebraica muy complicada, Para
obtener la derivada de dicha funcion, podemos utilizar un método indirecto, el cual
llamaremos derivacion logaritmica, la cual consiste en aplicar el logaritmo natural a

la funcion, utilizando propiedades de los logaritmos y derivar en forma implicita de
la siguiente forma.

y=fk)
Iny =1Inf(x)
dlny dlnf(x)
dx dx
y _dinf(x)
7_ dx
, _dlnf(x)
Y ="ax 7

Ejemplo
fO) = (x—2)7(x+3)"(x — 4)%(x + 5)*
Se obtiene logaritmo natural de ambos lados
Inf(x) =1In[(x —2)7(x + 3)*(x — 4)3(x + 5)?]
Se aplican todas las propiedades de los logaritmos
Inf(x) =7In(x —2)+4In(x +3)+3In(x —4) + 2In(x + 5)

Se obtiene la derivada de ambos lados

dl dIn(x —2 dn(x + 3 din(x — 4 din(x +5
nf@)_ dinG=2)  dinx+3) ,dinGx=4)  din(x+5)

dx dx dx dx dx
g 7 4 3 2
f&y _ L3
fx) x—-2 x+3 x—4 x+5
“Finalmente
S A +2] 7)7(x + 3)*(x — 4)*(x + 5)?
f@y = |5+t gt g | @~ D+ ) — D +5)



Ejercicios
Obtener las derivadas de las siguientes funciones

1) h(x) _ V(x=2)(x+4)

(x+3) /s
2) f(x)=x*

3) w(x) =tanx

4) j(x) =v4x +7(x —5)3
5) q(x) = \/(3x2 +2)V6x —7
6) g(x) :( 1 )senx

Cosx

La integral de una funcion logaritmo natural

du
— =In|x|+¢
u

Ejercicios

1 xdx
a) fO x2+1

b) [ cotx dx

2 x2% dx
C) fl x+3

d) f In xx2 dx

Funcién exponencial natural
Teorema

Sif(x)=In xy g es la inversa de f, entonces g(x)=e*



http://www.google.com.pe/imgres?q=funci%C3%B3n+exponencial&um=1&hl=es&sa=N&rlz=1T4ADFA_esMX476MX476&biw=1024&bih=554&tbm=isch&tbnid=NezPQ3v3xdlFgM:&imgrefurl=http://html.rincondelvago.com/funcion-logaritmica-y-exponencial.html&docid=_6Dnm593Ppa42M&imgurl=http://html.rincondelvago.com/000200037.png&w=403&h=320&ei=fVM2ULrnGKbS2QXD-4HQCQ&zoom=1&iact=hc&vpx=132&vpy=219&dur=4547&hovh=200&hovw=252&tx=126&ty=142&sig=110392293335761990777&page=3&tbnh=167&tbnw=210&start=22&ndsp=12&ved=1t:429,r:4,s:22

Definicion

La funcién g(x) = e*, inversa de f(x)=In x, es la funcién exponencial natural
0, simplemente, la funcién exponencial.

Corolario
1.Ine* =u
2.elnv =y

.v=e* ©lnv=u
Propiedades
> edeb = gatb
e _
> e_b = e b
> (ea)n — eha
>el =1

Limites de la funcién exponencial

1. limx_,_oo eX =0
) e R ki 2 hmx_) +o0 ex = +4a




Derivada de la funcion exponencial

dx X
—e" =e€

dx

Si u=u(x) es una funcioén diferenciable, entonces

d du
— U = pU

dx “dx
Encuentre la derivada de f(x) en cada uno de los siguientes funciones
> f(x) =e **Inx
» h(x) =Ve?* + 2x
»xe¥ +2x—In(y—1) =3
> w(x) = e¥inx
> e —x34+3y2=1
» xeY —ye* =2

La integral de una funcion exponencial

Je”duze”+c

Realizar las siguientes integrales

33/x
> f-vlnx dx
X

> [——dx

3x2-5

dx
fx(ln x)?



> [eSe"* cosx dx

2x

e
>f1+ex dx

d
> e

Funcién exponencial base A

Si a es numero positivo y X es un numero real, entonces

f(x) =a*

Define a la funcion exponencial de base a.

Teorema

lim a*

X—— 00

lim a*
X—+ oo

0 sia>1

1 sia=1
+o0o si0O<ax<l

40 sia>1

1 sia=1

0 si0<axl1


http://www.google.com.mx/imgres?q=logaritmo+y+exponencial+base+a&um=1&hl=es&qscrl=1&rlz=1T4ACAW_es___MX492&biw=1024&bih=372&tbm=isch&tbnid=7MimotuitUolgM:&imgrefurl=http://recursostic.educacion.es/eda/web/geogebra/materiales/eduardo_timon_p3/exp_log/exp_logar.htm&imgurl=http://recursostic.educacion.es/eda/web/geogebra/materiales/eduardo_timon_p3/exp_log/exp_logar_archivos/image034.jpg&w=567&h=360&ei=3Y8_UPvDDIm02gWsioHIDA&zoom=1&iact=hc&vpx=72&vpy=58&dur=7250&hovh=179&hovw=282&tx=194&ty=133&sig=110883241124720398688&page=3&tbnh=95&tbnw=149&start=35&ndsp=20&ved=1t:429,r:6,s:35,i:199

Derivacion e Integracion de una funcion elevada a otra funcion
Podemos partir de
y = b*
Iny=xinb

xin b

Teorema
. , " d u u
Si a es un nimero positivo, entonces ——a* = (Ina)a
Teorema
Si a es un numero positivo y u=u(x) es una funcién diferenciable, entonces.

u
a (Ina)a Tx

dx
Teorema
Si a es un numero positivo distinto de 1, entonces
u a*
adu =—+c
Inu
Ejercicio
Obtener las derivadas de las siguientes funciones
[ y = 3\/E
[ y = Zx
2
[ y = 43x



Calcular las siguientes integrales
o [2%3%dx
o [ (3"4‘2")(23(3 — 1)dx
f 4%X2X
\/1+8x

Definicion

Si a es un nimero positivo distinto de 1, la inversa f~! de f(x)=a* denotada como
loga, se llama la funcion logaritmo de base a y se defines asi.

loga,x=y & a¥=x

log, x = ln_x
Ina
Cambio de base
log, x = M
logpa
Teorema
d 1
dxlogax “xhna
Teorema
d 1 du
dxlogau T ulnadx

Calcular las siguientes derivadas

d
¢ alogs\/;



d
* (logqo x)*
o = (x? +2) "

d
) alogS(x + 1)*

Funciones Hiperbdlicas

Hay funciones definidas mediante la suma o la diferencia de funciones
exponenciales, las cuales se aplican frecuentemente, por lo que se les ha dado un
nombre.

Definicién

Las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbdlico denotadas como senh y cosh
se definen como sigue:

" eX — e ™* h e +e™*
senh x = coshx = ————
2 2




senhx e*X—e™*

tanhx = coshx  eX +e—=* Tangente hiperbdlica

coshx e*+e™*

cothx = ——— =———= Cotangente hiperbdlica

1 2

sechx = coshx _ e* +e-* Secante hiperbolica

1 2 : .
= Cosecante hiperbdlica

senhx eX—e™X

cschx =

Verificar las siguientes identidades

a) coshx? —senhx? =1
b) 1 —tanhx? = sech x?
c) cothx? —1 = cschx?
d) coshx + senhx = e*
e) cosh(x + y) = coshx coshy + senh x senh y



Formulas de derivacion para funciones hiperbolicas

04 df (%)
dx
Cosh x Senh x
Senh X Cosh x
Tanh x Sech” x
- Sech x tanh x Cot x
coth x - Csch? x
Csch x -csc hx coth x

Obtener la derivada de las siguientes funciones
> f(x) = xcsche**
> f(x) =senh (x*+1)
> f(x) =+/xtanhvx




Integracion de funciones hiperbdlicas

1.4. Funciones hiperbolicas

(91) /senh axdr = —coshax + C
a
5 1 1
(92) senh” zdx = 1 senh 2z — ok +C
(93) /cnsh ardr = —senh azxz + C
a
9 1 ‘ 1
(94) cosh® zdxr = 1 senh 2x + 5% +C
1
(95) /ta.nh axdr = —In|coshaz| + C
a



(96) /cnth ardr = —In|senhax| + C
a
(97) / sechzdr = arctan(senhx) + C
(98) /Sechgmdfs = tanhz + C
x 1, coshax+1
09 hode = In |tanh 5| = -1 C
( )/cacmx n|tanh 5 an05h$—1+

(100) /EE‘.Hhﬂf -tanhx - der = —sechx + C

(101) /cschﬂ: -cothx - dz = —cschx + C

1.4.1. funciones hiperbdlicas inversas

(102) /arcsenhfda: — z arcsenh” — /a2 + 22 + C, a>0
a a

x z arccoshZ — /22 —a? 4+ C, arccoshZ > 0,a > 0;
(103) [ arccosh—dz = a a
a x arccosh® + Va? — a? + C, arccosh® < 0,a > 0;

. S |
104 arcta.nhfdas = f;l:rctanhE 4+ —aln a? — 2? +C
a 9

a &

. _ 1
(105) farccothid:r- — & arccoth— + aaln(:}:2 —a®)+C
a a 2

: 2
(106) /arcsenhfda: — & arcsech? — a arcseny/1 - 2 4+ C
a

a a?



(il i (i

, _ s 2
(107) /arcsechid;r — & arcesch +a ELI‘CCDSh\/ 1+ .1?_9 +C

Resolver las siguientes integrales

1. fsenhvr do

Sechzx
2. dx
1-2tanhx
3. [
' Vx2+6x
Regla de L’Hopital Formas indeterminadas

Cuando una funcion y=f(x) toma una de las siguientes formas para un determinado
valor de x.

=2 2 (0)(0), 0 — 0, 00,000, 1

Se dice que la funcién toma forma indeterminada.

. . . . 0 . .
Como ya se estudio el calculo de limites, cuando resultaba 5 g se vieron varios
casos en los cuales se mostro la forma de eliminar dicha indeterminacién por

Este tipo de indeterminaciones se tendra que hacer uso de la regla de L ‘ Hopital
para que se pueda obtener de manera mas sencilla el calculo del limite.



Teorema Regla de L’Hopital

a) Sean f(x) y g(x), dos funciones derivables en el intervalo abierto I,
excepto posiblemente en el nUmero a que pertenece a |.
b) Para toda x diferente a a en | y g'(x) diferente de cero.

) limy o f(x)=0 y limy,,9(x)=0

f(x) GOy €D

P T g g ()

Es importante mencionar que la regla de L'Hopital, s6lo es aplicable

. . 0 oo
cuando se presentan las formas indeterminadas de P

Determinacion del valor de la forma (0)(co)

Si una funcion F(x) considerada como el producto de dos funciones.
F(X)=f(x)g(x), toma la forma indeterminada (0)(c0), para valores de x, la
funcion dada puede escribirse en la forma.

PG = Fg(0 = 152 = 90

g(x) %

Esto se hace con el objetivo de poder aplicar la regla de L’Hopital

Ejemplo

lim xinx
x—0*t



Determinacion de la forma oo — oo

Si una funcion F(x), considerada como la diferencia de dos funciones
F(x)=f(x)-g(x), toma la forma indeterminada co — co para valores de X,

en general es posible transformarla en una fraccion que tome la forma
0

5 2 , mediante algun procedimiento algebraico, y de esta

manera, es posible aplicar la regla de L’'Hopital y encontrar un
valor determinado.

Ejemplo: lim (-i—— . ) = lim (A—\'a\—\)‘-_—‘ﬁl%) {%}.

z-»1 x—1 In x z-»1

Aplicando dos veces la regla de L'Hospital obtenecmos:
1

- Xlnx—x+1 4 In x . x |
hml (xlnx—lnx) - “m, X h_r:]l L. W)~ %
X —> X —> lnx_i..l__x_ x _;+_--

Determinacién del valor de la forma 0%, 0%, 1%

Para poder determinar que permita eliminar la indeterminacion para cualquier de
las tres formas anteriores se emplea el siguiente procedimiento.

Sea la funciéon

F(x) = f(x)9®

Tomando logaritmos naturales en ambos lados miembros de la expresion y
aplicando propiedades de los logaritmos se obtiene:

LnF(x) = g(x)Lnf (x)

Por lo que en cada uno de los casos anteriores, el logaritmo natural de la funcion
F(x), tomara la forma indeterminada (0)(c0). De esta manera, determinando el
valor de esta forma por el procedimiento correspondiente, se obtiene el limite del
logaritmo de la funcién F(x).



De tal forma que, si el limite toma el valor a, es decir:
lim, o LnF(x) =a

lim F(x) = e%
x—-x0

3) Ademas de la regla de L'Hospital para calcular los limites inde-
terminados se emplea el desarrollo de funciones en seric de Taylor.
lj_n X—Ssen x

Por ejemplo:
1 X8 x5
=t
-= lim

3 3
z—>0 x z-»0 *

Y Phee
.

SN
If
1

. ] xf
= ]lm (.3—;.——5'!_-*.0-'
z— 0 '

Teorema de Taylor

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo | (n-veces derivable) y sea a que
pertenezca a dicho intervalo, entonces f(x) se puede expresar en un serie de
polinomios alrededor de a como:

f(x) — Zfi()%m bx=a (X — a)i

dxt

Si a=0, la serie se denomina serie de Maclaurin

© 1d'f(x)
i=0i! dXi

l

flx) =



Ejemplo

Calcular la serie de Taylor alrededor de a=0 de f(x)=senx

ZOO 1 dtsenx L ;
senx = ——— |, x
i—ol! dxt

f°(0) =sen(0) =0

£4(0) = cos(0) =1

f(0) = —sen(0) = 0

F(0) = —cos(0) = -1

f1(0) = sen(0) = 0 senx = ix — lx3 + ix5 —ix7 + ! x° il x2n-1
fU(O) =cos(0) =1 1! 3! 5! 7! 91" " (2n—-1)!
fY(0) = —sen(0) =0

fY4(0) = —cos(0) = —1

Calcular la serie de Taylor alrededor de a=0 de las siguientes funciones

e f(x)=In(x+1)
e f(x)=V1+x
¢ fx)=—

(1+x)2




Integrales Impropias

Defmicionl
(1) &1 fes continua Yx = a, entonces

" #()dr= lim [’ F(x)dx

h—=sne a
g el limite existe.

Observelafig 1.

(11) &1 fes continua Yx b, entonces

(" f(Ndr= lim [ F(0dr

ﬂ—)—l}:lo a
gt el limite exste.

Observelafig 2.

—

y=fx)
0 a .ii:—:ux- X
fig 1)
1y
_\—\_\\\‘\
y=f(n
L Il.
@ ——G0 :igzj 0 b




Defmicion2:
=1 fescontinua Yxe B, v ¢ € B entonces

] «C "

| Flxdr= lim | Fxdx+ lim | Fixdx
] gt a h—eoole
Defmicion3:

1) 31 fescontinua ¥xe{a, &),y lim fix)=c0, entonces
x—at
B ) -5
| fixidz== lim | fix)dx
] t— gttt
st el limite existe.
a1 51 fes continua ¥xel[a, &), v ling Fix) =00, entonces
x—>b-
B -t
| flxddx= lim | fixdx
) t—=h-wa

st el limite existe.

Defmiciond:

o1 f oes continua en todo numero defa, &), exceptoency a < ¢ <&, ysiademas lim f(x) =00,
Y=

Entotices

" roodn= lim | Foodet Tim | f(ds

t—rio-wa S—rnte s
a1 oz limites del miembro derecho existen.

Cuando los limites de las definiciones anteriores existen,

se dice que las integrales son convergentes en caso contrario,
se dice que son divergentes



