stado No

tacionario

Con gradientes.




Obijetivos

1. Conocer las ecuaciones a las que se llega al separar las
variables en geometrias cilindrica y esférica.

2. Conocer la manera de encontrar soluciones a la ecuacién
de Bessel

3. Entender la relacién entre las condiciones a la frontera y
el tipo de funcion que es solucion de la ecuacion.

4. Operar el libro de Excel con el que se obtienen las
soluciones.



Donde a, la difusividad térmica, es el cociente k/pC



Lo particular

Esta ecuacion representa una gran
familia de  fendmenos, para
aplicarla a la solucién de un caso
particular es necesario fijar la

que lo describen.



de acuerdo con los sistemas de coordenadas

Rf0f f Cartesianas 3D
F Rl Y Rl 7

vef= 19 ( of ) | Cilindricas
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Vf =
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Esfericas

VQf g Li) (,Zg)
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[La clase anterior.

2H

DS >

Geometria Cartesiana




La solucion de la placa de
espesor 2H

T(x,t) = 1(t) X(x) Se obtuvo por el método de la separacion de variables.

. 7 : e Ll
a solucion tiene dos factores, uno exponendiét) = e

~ otro, una suma de senos y cosenos

Series de Fourier) con diferentes frecuenciasx(x) n (A cos ax + B sen ax)

Existen un ntmero infinito de esas soluciones, las etiquetamos con un subindice

as fgCHeARGaP 2= —Méﬁéa ISLUBIBuR PE Pt 8d A EANUORARR Asntipatera.

Con lo que finalmente, la expresién explicita de la solucién es una suma de esos productos

—1“m at 1mx 1 —3“m at 3nx 1 —5‘mat SmTx
T(X t) — —exstenﬁ+§exp 1z St o ts P —gm senop t



En esta clase. Cilindro conductor

fratiall I
m:: Y Tomadas de M.N. OZICIK «Heat
Transfer»

La frontera pierde calor por La frontera se considera
conveccion aislada.

«Misma» ecuacion

pero en geometria cilindrica.

N2 2 ‘ 02 2 )
OF\ LS Pf_10f P 1Pf O

pPop®  02°  pdp  0p*  p*OY°




Separando las variables.

Al separar las variables, habrd 3 ecuaciones
espaciales, una para cada coordenada.

F
%J—f + T =0
==
x.
T im0

of ® 42 I oo (
— -5 4+ = =+ i+
o= roodr AF

Y una para la coordenada temporal

o l"!l']

ot aalrm =0

Su solucidn es




Ecuacion de Bessel.

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de Bessel
Tiene una singularidad en el origen.

También tiene un ntmero infinito de soluciones etiquetado con
un subindice

Para resolverla se propone una solucion de la forma:



Determinacion de y y a,

Encontrar la solucion es entonces determinar

vy Ak

Para determinar ¥ se usa la ecuacion indicial:




Determinacion de a,

Para determinar los coeficientes a,, se sustituye la
serie dentro de la ecuacion y se obtiene:

do

- 2-4Q2p + 2)2p + 4)

m Debe ser una constante distinta de cero




Seleccion de a,

Usualmente se selecciona

1
~2°r(p + 1)

Es la funciéon



Paréntesis: Propiedades de
la funcion

—

I
[

|
|
I
I
I
I
|
|
I
|
I
I
I
l
|
I

D

r{a) = 1,
I'(p+ 1) = pI'(p), p >0,




Funcion de Bessel de orden p de
1¢ especie.
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Casos particulares de P

o0 (__1)30 X 2k+p
B = L ik F DN + k + D (2) '




Relaciones de recurrencia de las
funciones de Bessel.

x;};, + pJp = XJp__l,

xJp — plp = —XJpt1,

Theorem 15-2. The Bessel functions of the first kind satisfy the recurrence
relations

xlpi1 — 2ply + XJp_y = 0, (15-53)

and
Jot1+ 22y — Jp1 = 0. (15-54)




Construccion de la solucion
completa

El valor de las C_, se determinard a partir de las
condiciones de frontera.



Relacion condiciones de
frontera/ Soluciones.

RS

in

Subject to the Boundary Conditions Shown in the Table Below

Boundary Condition ' Eigenvalues 8, are
No. atr=b R/B..1) | * the Positive Roots of

iR, . 2 iR
R, rHR,=0 1. 2. A - _
Py ek T B+ )= Aol {Bo01+ B (B} =0

d h JHB.B) B v = .

4

R,=0 J(B1) T Jipby=0

“For this particular case §; = 0 is also an cigenvalue with v =0; then the mrfﬁpunding eigenfunction is Ry = 1 and the norm 1/N{f,)= 2/b%




Comentarios.

Las funciones de Bessel son como las funciones de Fourier

( Sen, t y Cos, t) que permiten escribir una funcién solucién
de una ecuacion diferencial en derivadas parciales con
condiciones a la frontera como suma de ellas. Aparecen en
problemas de simetria cilindrica.

Los nimeros n (3,,) que los etiquetan se llaman eigenvalores.

Si la simetria es esférica aparecen otras funciones semejantes
que se llaman armoénicos esféricos.

Dos buenas referencias para ver los detalles de los cdlculos
son el Kreider y el Ozisik.



Ejemplo.

Un cilindro sélido O<r<b esta inicialmente a una
temperatura F(r), para tiempos t>0 la suspertficie
disipa calor por conveccion al medio ambiente
que se encuentra a una temperatura de 0 oC.
Encontrar la distribucion de temperatura T(t)
para t>0.



Solucion

La solucién temporal es:

1) = ¢" e

La solucion espacial son las funciones:

Que pueden conocerse a partir de las condiciones
de frontera y la tabla.

Boundary Condition ' Eigenvalues §_are
atr=>b ' ~ the Positive Roots of

1S :
JAB.b) BHH? + p1) =2 Bad (Bab) + HJ (B,b) = 0



Juntando las variables

La solucién general es:

Tir, 1) = i c.e” PR 1)
m= | '

Falta determinar los valores de las Cm, al hacerlo
se obtiene:

T(r,1) = T3 —E—?p:,;:—"-n'[ﬂmﬂ

b W2 (PR HAOT(B,b)




Métodos de trabajar las
soluciones.

Excel.
Simulador de Mathematica.

Graficas



;Qué se espera que el estudiante sea
capaz de hacer?

Identificar el tipo de problema.
Fijar las condiciones a la frontera

Operar el excel, el simulador o identificar la
grafica pertinente

Programar soluciones nuevas en Excel y
Mathematica.



Hoja de calculo.

Hola de Calculo: Transferencia de calor en edo. no estacionario (medio finito)

1 - i-
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Data
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Geometria: Pared plana infinitamente larga

DATDG  FEVISAR
= Ajurtar b

= Combinary coninr -

Ganmery

e
Thickrans, IL 1o

Hu¥ thickrems, L E]

M. en |. Roberto Cruces Reséndez

Dr. Bernardo Hernandez Morales
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O Dimentional Tresiant Beat Conduction Sokation

Tlx, B

T, =, dsen{ ] cos [.IT. f.-l

T—T.

= f.tpll.—ﬂiﬂ-"
= 28, +5en (28,0 \ [EF

En el cuadro “Geometria” se
seleccionan las dimensiones de la placa
(en este caso el espesor) con ayuda del
controlador colocado a un costado. Es
posible dar click en la celda y poner el
valor requerido.
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Grafica para el pertil radial de
temperatura en un cilindro infinito.
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Cuestionario

1. En que son iguales y en que se diferencian las
ecuaciones de difusion para una placa de
espesor 2H y un cilindro de radio r

2. Como se escribe el gradiente en coordenadas
clindricas.

3. COmo se escribe el gradiente en coordenadas
esféricas.

4. ;Qué forma toma la ecuacion de difusion para
un cilindro infinito sila temperatura no varia
con el angulo?



Cuestionario.

5. ;Coémo se escriben las condiciones a la frontera, de los
tres casos vistos en clase para el cilindro conductor y qué
significan?

6. ;Para qué son ttiles las relaciones de recurrencia de las
funciones de Bessel?

7. iQué es un eigenvalor y para qué sirve?

8. ;Qué métodos tienes a tu disposicion para resolver
problemas de transferencia de energia en estado no
estacionario en coordenadas cilindricas?
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