
{
stado No
stacionario
(Con gradientes. 
Cilíndricas)

E



1. Conocer las ecuaciones a las que se llega al separar las 
variables en geometrías cilíndrica y esférica.

2. Conocer la manera de encontrar soluciones a la ecuación 
de Bessel

3. Entender la relación entre las condiciones a la frontera y 
el tipo de función que es solución de la ecuación. 

4. Operar el libro de Excel con el que se obtienen las 
soluciones. 

Objetivos 



 La ecuación de difusión describe 
la conducción de calor en estado 
no estacionario, cuando no hay 
fuentes de generación de calor.
 

La EcuaciónLEcuaciónLa EcuaciónLEcuación

Donde α, la difusividad térmica, es el cociente k/ρCp 

 

Lo general



Lo particular

 

Esta ecuación representa una gran 
familia de fenómenos, para 
aplicarla a la solución de un caso 
particular es necesario fijar la 
geometría y las condiciones de 
frontera que lo describen.  





La clase anterior.
2H

T0  cuando t = 0

T cuando t = t

T1 T1

Geometría Cartesiana



La solución de la placa de 
espesor 2H

Las frecuencias  a2n+1=    Se calculan a partir de las condiciones de frontera.   

La solución tiene dos factores, uno exponencial

y  otro, una suma de senos  y cosenos 
(Series de Fourier) con diferentes frecuencias

Con lo que finalmente, la expresión explícita de la solución es una suma de esos productos:

Existen un número infinito de esas soluciones, las etiquetamos con un subíndice



En esta clase. Cilindro conductor

«Misma» ecuación 

La frontera pierde calor por 
convección 

La frontera se considera 
aislada.  

Tomadas de M.N. OZICIK «Heat 
Transfer»

pero en geometría cilíndrica.



Separando las variables. 
Al separar las variables, habrá 3 ecuaciones 
espaciales, una para cada coordenada.

Y una para la coordenada temporal

Su solución es



Si sólo hay conducción a lo largo de r, la única ecuación que 
hay que resolver es:

Esta ecuación se conoce como la ecuación de Bessel
Tiene una singularidad en el origen.

También tiene un número infinito de soluciones etiquetado con 
un subíndice

Para resolverla se propone una solución de la forma: 

Ecuación de Bessel.



Determinación de γ y ak 



Para determinar los coeficientes ak, se sustituye la 
serie dentro de la ecuación y se obtiene: 

Determinación de ak

Debe ser una constante distinta de cero



Usualmente se selecciona

Donde 

 
Es la función  Г

Selección de a0  



 
Paréntesis: Propiedades de 
la función Г



Función de Bessel de orden p de 
1ª especie. 



Casos particulares de P



Relaciones de recurrencia de las 
funciones de Bessel.



Construcción de la solución 
completa

El valor de las Cm  se determinará a partir de las 
condiciones de frontera. 



Relación condiciones de 
frontera/ Soluciones.



Comentarios.

Las funciones de Bessel son como las funciones de Fourier 
( Senn t y Cosn t) que permiten escribir una función solución 
de una ecuación diferencial en derivadas parciales con 
condiciones a la frontera como suma de ellas. Aparecen en 
problemas de simetría cilíndrica.
Los números n (βm) que los etiquetan se llaman eigenvalores. 

Si la simetría es esférica aparecen otras funciones semejantes 
que se llaman armónicos esféricos.

Dos buenas referencias para ver los detalles de los cálculos 
son el Kreider y el Ozisik.



Un cilíndro sólido 0<r<b está inicialmente a una 
temperatura F(r), para tiempos t>0 la susperficie 
disipa calor por convección al medio ambiente 
que se encuentra a una temperatura de 0 oC. 
Encontrar la distribución de temperatura T(r,t) 
para t>0.

Ejemplo.



La solución temporal es: 

La solución espacial son las funciones:

Que pueden conocerse a partir de las condiciones 
de frontera y la tabla.

Solución



La solución general es: 

Falta determinar los valores de las Cm, al hacerlo 
se obtiene: 

Juntando las variables



Excel. 

Simulador de Mathematica.

Gráficas 

Métodos de trabajar las 
soluciones.



Identificar el tipo de problema. 
Fijar las condiciones a la frontera
Operar el excel, el simulador o identificar la 
gráfica pertinente 
Programar soluciones nuevas en Excel y 
Mathematica.

¿Qué se espera que el estudiante sea 
capaz de hacer?



.
Hoja de cálculo.



Ejemplo de uso del Excel.



Gráfica para el perfil radial de 
temperatura en un cilindro infinito.



1. En que son iguales y en que se diferencian las 
ecuaciones de difusión para una placa de 
espesor 2H y un cilindro de radio r

2. Cómo se escribe el gradiente en coordenadas 
clíndricas.

3. Cómo se escribe el gradiente en coordenadas 
esféricas.

4. ¿Qué forma toma la ecuación de difusión para 
un cilindro infinito  si la temperatura no varía 
con el ángulo?

Cuestionario



5. ¿Cómo se escriben las condiciones a la frontera, de los 
tres casos vistos en clase para el cilindro conductor y qué 
significan? 

6. ¿Para qué son útiles las relaciones de recurrencia de las 
funciones de Bessel?

7. ¿Qué es un eigenvalor y para qué sirve?

8. ¿Qué métodos tienes a tu disposición para resolver 
problemas de transferencia de energía en estado no 
estacionario en coordenadas cilíndricas?

Cuestionario.
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